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ponévadz
x 3 .
f 3x%dxr = «%, aneb a@’) = 32
dz

0
Posledn{ pofadnici NM, = 1 +4 PM, ¥ry 1. vypolteme
dle vzorce (2):

NM, =1+ 010 + 003 + 012 + . . . + 588) = 4115
a podobn& posledni potadnici NM, == 1 4 PM; &ry [, dle
vzorce (3): :

NMy =1+ 01003 + 012 4+ 027 4 . . . & 6:75) = 4-790.
Posledni potadnice hledané kiivky (6) jest
NM =1 4 1:5% = 4'375,

Obr. 3. byl pti reprodukci zmenSen v poméru 2: 1, tak Ze
jednotka délkovéd rovnala se plivodn& 4 cm. Pofadnice vztytené
v jednotlivych bodech N,, N, ... nebyly vytazeny. Atkoliv kazd4
z tar 1, lp jest sloZena z patndcti udselek, &ini dojem téméf
»hladké“ kfivky. Kdybychom volili » vétsf, na pi. » = 30
misto » — 15, platilo by to tim spiSe.

Prispévek k theorii kuZzelosecek.
Napsal Jos. Kalal.

V utebnicich deskriptivni geometrie pro stiedni §koly uvddi
se v odstavei, jednajicim o rovinnych fezech na kuzeli, bez di-
kazu tato poutka: ,Primétem ¥ezu na rovinu kolmou k ose
rotuéniho kusele jest kudelosecka téhds druhu, jejis jedno ohnisko
jrst v pramétu vrcholu daného kudele.*

Piitinou toho jest slozitost dikazd, které jsou mi zndmy*);
pouze pro parabolicky fez podal prof. E. Vogel**) jednoduchy

*) R. Niemtschik: Aligemeine Methoden zur Darstellung der Durch-
schnilte von Ebenen mit Kegel- und Cylinderflachen u. s. w. Zasedaci zpravy
Videniské Akademie sv. LXIII )

E. Maller: Lehrbuch der Darstellenden Geometrie far technische
Hochschulen. Dil 1. (V. Jersbek v ,Priloze k tasopisu pro péstovdni mathe-
matiky a fysiky“ roénik XLI é&. 2.)

**) Die darstellend-geometrische Behandlung der Kegelschniite. II.
Zast, Vgrotnf zpréva némecké redlky v Ilodonin& za #k. r.. 1911/1912.

18*
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dikaz, kterého lze pfi vyutovini uziti. Tento dikaz jest obsaZen
ve velmi jednoduchém dikazu pro obecny ez kuZele, jejZz jsem
podal ve vyrotnf zprivé zemské redlky v Pifbote 1912/3, a ktery
vzhledem k dal3imu bude nutno tuto opakovati.
Predpoklddejme, Ze rotani kuZel mé svislou osu S¥Va ro-
vina' fezu ¢ jest kolmé k ndrysné. Libovolny bod priseku 4 jest
prisetfk povrchové pimky kuZele A°V s rovinou ¢ a miiZzeme
jej také poklddati za centrdlny primé&t bodu A° do roviny ¢, je-li
stiedem promit4ni vrchol kuzele V. Bod A4 jako stfedovy primét
bodu A° musi byti jednak na promftacim paprsku A°V a na
stredovém primétu libovolné. pHmky a° v = bodem A° prochi-
zejicf. Pramét této pfimky do roviny ¢ stanovime priméty jejich
dvou bodd: jejiho prisetiku P se stopou p¢ a bodu nekonetné
vzddleného U, (primé&t tohoto jest na paprsku & jdoucim vrcholem
V rovnobézné k a°). Promitneme-li nekoneéné vzddlené body
ptimek v ~ se nalézajicich, z bodu V do roviny ¢, jsou jejich
priméty na pfimee d, v niZ rovina 7 ||z a vrcholem ¥V proloZend,
sele rovinu ¢; volime-li piimky «° rovnobézné, maji jejich
centrdlné priméty spoleény ub&znfk U na piimce d. K nasemu
dikazu volme osnovu rovnob&Znych pfimek kolmych ke stopé pf.
V tomto piipad® jest (obr. 1.) v pihdoryse:

V,A,: A4,4,°= UM : MN,
znatf-li body 2 resp. N body pimky d, nejblizif bodim A,
resp. A4,°
- Z této tméry plyne déle
VA, : VA"=UM: UN

¢ili . = MA, : NP,,
coz lze také psdti ve tvaru

Vi4, ¥V, 4,°

M4, — NP,

Jest patrne, Ze, Je-h kuzel rotalni, jest V. A,°_. 7, konstantni

rovnéz v kazdém pﬁpadé NP jest stdlé a proto také hodnota
‘poméru '

Ll

MA;

'musi bﬁn velitinou stiilou

(1)
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Pidorysem prise€né kfivky jest tedy geometrické misto
bodd, jejichz vzddlenosti od pevného bodu V, a pevné piimky

d, jsou ve stdlém poméru
r
=
kde s znaéf vzdilenost p,¢ od pidorysu prisecnice d = (¢ X17);

jest tedy timto geometrickjm mfstem bodd pro

> ‘l hyperbola
r= J s { parabola

< ellipsa,
jejimz ohniskem jest pidorys vrcholu ¥V a pfimkou Fidief pido-
rys prisetnice roviny fezu. s rovinou vrcholovou rovnobé&znou
8 pudorysnou.
Soutasné z obr. 1. vidime, Ze vzdélenost V, od d, jest
rovna vzdélenosti stop »,% a p,%, kde ¢ jest rovina vrcholovd
- a jest zfejmo, Ze pro
[ - { sefnou } 4
r{ = ¢ s jest p,°{ tetnou ~kruznice podstavné a tedy
]‘ < nesetnou
] hyperbolicky _

prisek { parabolicky ,, ¢{mZ nd§ dikaz jest ve vSech &istech
l ellipticky J

proveden. :

Z dokdzané poulky je tedy patrno, Ze kaZdou kuZelosetku
1ze nahraditi libovolnou kruZnicf o stfedu v jednom jejim ohnisku.
Na kollinedrny vztah piddorysu fezu a k¥ivky podstavné poukd-
zéno jest v kaZdé ulebnici; z obrazce 1. jest patrny i vyznam
piimky d, v této kollineaci, jeZz jest ib&Znici soustavy, do niZ
nélezeji body kuZelosetky. Osou této kollineace jest pidorysnd
stopa roviny o, jeZ spojuje priisetfky podstavy kuZele s fezem,
kde?to ohnisko F'= S jest stfedem kollineace.

Lze tedy postupovati dvojim zpisobem: a) bud zvolime
libovolnou kruZnici kolem ohniska opsanou a hleddme osu ze
zngmého stfedu (F), b&znice (d) a libovolného pdru sdruZenych
bodli, nebo J) z libovoln& zvolené osy kollineace rovnobézné
s piimkou ffdfcf, ibéZnice a stfedu hleddme bod kruZnice, kterd
v této kollineaci odpovidd dané kuZeloselce.
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 Znéme-li tyto prvky kollineace, miizeme pak na zdklads
této pevné kruZnice pouhym pravitkem narysovati libovolné
mnoZstvi bodd, coZ md svoji- vyhodu zvldst& pii hyperbole
a parabole, kde rozméry kruZftka nedovoluji ném konstrukei
vzdalend&jifch bodd.

V ¢ldnku z potdtku zmin&ném bylo také ukézdno, jak lze
vztahd téchto vyuzitkovati pfi feSeni nékterych dloh; zde chceme
déle vychdzeti od spoletné definice kuZelosedek jako geometrickych
mist bodd, majicich od pevného bodu a pevné piimky stily pomér
vzddlenosti a uk4zati, Ze lze i tetnu a normélu vSech kuZelosetek
jednotnd definovati a pro vSechny kuZelosetky uvésti jednotnou
konstrukei teten z daného bodu vedenych, nebo s danou piimkou
rovnob&znych. '

Pokldddme-li kuzeloseéku za ptdorys rovinného fezu rotaé-
nfho kuZele na pidorysné stojiciho, nfizeme teinu v bodu 4,
(obr. 1.) sestrojiti jako piimku odpovidajici te¢n& ¢° kruznice %°
v bod® A° (jak i z deskriptivni geometrie jest zndmo a obytejné
se rysuje), tedy jako spojnici 4, B, kde R == (£° XX p?). Jest viak
patrno, Zze tedna ¢ jako primét piimky ¢° do roviny ¢ musi ob-
sahovati také primé&t nekoneiné vzddleného bodu pf{mky ¢° jenz
jest v priisetfku piimky d s paprskem « jdoucim vrcholem V
rovnob&zné s tetnou ¢°.

PonévadZ vSak polomér S,4,° jest kolmy k teénd £°, musf
byti také ‘
uy =80 L 8 4,; @)
prochdzi tedy teéna t libovolného bodu A priseéikem primky
Fidici 8 kolmici v ohnisku k jeho privodiéi vatyéenou.

Této okolnosti moZno s vyhodou vyuZiti pfi rysovdni teden
v jednotlivich bodech piidorysu rovinného priseku rotaéniho
kuZele, zvla§té¢ pak pfi priseku hyperbolickém a parabolickém
v bodech na obvodu kruhové podstavy.

Tim v8ak jest také ddna moznost definovati jednotné tetnu
a normalu viech kuZeloselek; nebot z pravoihlych trojihelnfki
4,8,Q a A, MQ plyne, nazveme-li

LAV =0, <Q4M=3p, -
cosa:cosf=2=8,4,: A, M=r:s. 3)
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Nazveme-li tedy privodi¢i bodu A jeho spojnici s ohniskem
a kolmici s bodu 4 na p¥imku #{dici spuSténou (jak jsme zvyklf
pii parabole), pak tecna kuseloseéky jest primka, jes s privodiéi
libovolného jejiho bodu svird thly, jejiché cosiny jsou v poméru
prilehlyjch privoditd ; a pondvadZ norméla svird s privodic¢i ahly
90 — «, resp. 90 — B, jest normdla piimka, kterd svird s prii-
vodi¢i libovolného bodu 4ihly, jejichZ siny jsou v poméru pri-
lehlgeh privodiéi.

Vztah uvedeny pod (2) umoZziiuje ndm jednoduché rFeseni
kuZelosecky dané ¥idici pFimkou d, ohniskem F a tednou t, nebot
lze ihned uréiti dotyény bod A4, jenZ nach4dzi se na kolmici
v ohnisku vztylené ke spojnici F (d X< ¢). Bodem A urdena jest
pak kuzelosetka, jeZto jeho priivodite stanovi ndm stdly pomér A.
Mézeme ho viak uZiti také k sestrojeni priseku pFimky jdouci
ohniskem s danou kufelosedkou. Vztytime-li v ohnisku F k této
piimce p kolmici ¢, prochdzeji priseéikem kolmice ¢ s pfimkou
Hdiei d tetny kuZelosetky, majici dotyéné body na pfimce p.
7, obrazce 1. jest patrno, ze teéna svird s piimkami g a d dhly,
jejichZ siny jsou v poméru r : s a obdrzime tedy daldf bod takové
tetny v priselfku piimek m a n, jeZ jsou rovnobé&zny s pfimkou
d resp. ¢ ve vzdadlenostech s resp. » (pfi parabole telny oviem
pili dhly <t dg).

Vztah vyjédfeny rovnici (3) poskytuje ndm jednoduchon
konstruket malé osy ellipsy dané Fidici primkou, ohniskem
a pomérem s : r; nebot ve vrcholech malé osy jsou teény kolmé
k pimce Fidici, tedy

g=0
a proto

r
cos e = — 4

udévé odchylku privodide vrcholu malé osy od velké osy. Vzty-
time-li k tomuto sméru, jejz lze velmi jednodule sestrojiti,
v ohnisku F kolmici, sefe tato pfimku f{dfci v bod§, jimZz pro-
chdzi tetna hledaného vrcholu, &mZ nejen tento, ale i stfed
ellipsy ijeji velkd osa jest sestrojena. Zaroveli vidime z rovnice
(4), Ze pti ellipse, r : s = e :«u, jsouli e a a obvykld oznateni
tasti ellipsy. :
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Opatnym pochodem Ilze velmi jednoduse sesirojite #idici
pFimku cllipsy, dané obéma osami, nebot ¥dici p¥{mka pro-

N,
U ba Ve SV T

1
i

Obr. 1.

chdz{ prisetfkem telny ve vrcholu malé osy s kolmiei k jeho
privodi¢i v ohnisku vztytemou a jest k velké ose kolmd, coZ
jest nejjednodussi jejf konstrukce.
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Ty% vztah ddvd ndm ddle moZnost sestrojiti ke kuZelosedee
dané pi¥imkou ¥idici d, ohniskem F a bodem A (posledni na-
brazuje neb miZe byti nahraZen pomérem r :s) teény rovno-
bézné s danow pFimkou p.

K sestrojeni t&chto teten statilo by ndm Gplné, kdybychom
znali body @, @,, v nichZ sekou pfimku ¥idici. P¥i tom zndme
z hledaného (&tytdhelnika FQUT (obr. 2.) pomér dvou stran

Q
d
/.

Obr. 2.

FT:TU=vr:s, dva pravé thly pii vrcholech /" a U, jakoz
i thel dhlopfitky ¢ = QT s pHmkou fidicf d, tak Ze miZeme
sestrojiti ttyfahelnik BCDE jemu podobny a podobné poloZeny,
“mz ziskdme smér strany F'Q a tim také bod @ sdm.

Pro konstrukei samu bylo by nejvhodngjsf zobraziti na daném
sméru p bod B stejné od Fidici pfimky vzddleny jako bod 4, tak
Ze by pak zbyvalo pouze nad tGsetkou BD (je-li D priseéik ptimky
p 8 Fidief pfimkou d) opsati polokruznici a tuto protnouti polo-
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mérem r = FA z bodu B.v bodech E a E,. Spojnice DE resp.
DE, uddvaji ndm pak smér spojnic F@ resp. F'Q,, ¢{mZ stano-
veny: jsou dvé tetny, jejichZz dotyéné body stanovime pak podle
vztahu (2).

Pk tom jest patrno, Ze p¥i parabole, kde r = s, splyne
jeden tento smér DE, s fidici pfimkou, tak Ze bod @, bude
v nekonetnu; jest proto moZno k parabole vésti pouze jedinou
teénu rovnobdZnou s danou p¥imkou p. Kdeito pii ellipse dloha
jest vzdy moZnd a dvojznaénd, neni tomu tak p¥i hyperbole, kde
tloha stane se memoZnou pro r = BD a jednoznanou pro
r = BD.

Pondvadz pak .

S

BD=——,
sin o

kde w znalf odchylku sméru p od ftidici pfimky d, bude pro
tento krajni p¥ipad

. s
sin @ = —. (5)

V tomto pfipadé splynou body D, E v jeden a jejich spojnice
v tetnu kolmou k pimece p, z &ehoz podle vztahu (2) plyne, Ze
dotytny bod na této mezni tetnd kuZelosetky jest v nekoneénu,
(ili, Ze asymptota jest teéna hyperboly, svirajici s ridict

primkou dhel o, jehoZ sinus jest ddn pomérem %, timz jest

ddn thel w i 180 — w.

Z toho déle piimo vyplyv4, ze fidici pifmka hyperboly
jde patou kolmice z ohniska na asymptotu spusténé, podobné
jako z rovnice (5) a obvyklé konstrukce asymptoty hyperboly
jde

. S a
St w=—=—"——,
: r e

Méme-li 2 daného bodu B vésti teény ke kuZeloseice dané
ohniskem F, pFimkou ¥idici d a bodem A (nebo pomérem r: s),
mysleme si tlohu jiz feSenu (obr. 3.) a zachovivajice oznalenf
stejné jako vySe, spustme s bodu B kolmice na ¥idici pfimku
* d i hledanou spojnici F'Q, jejichz paty oznatme P resp. R;
i bude QFTU o QRBP, tak Ze spojnice FQR jest teinou
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vedenou z ohniska I" ke kruZnici opsané kolem bodu 73 polo-
mérem ' :

BR*) = _%r_,
jak vychdzf ze vztahu (2). Jest samoziejmo, Ze tloha jest vidy
moznd, je-li bod vn& kiivky, a jednoznatnd, pfechdzejici ve vztah

Obr. 3.

(2), je-li bod B na kiivee, a nemoZnd, je-li uvnitf, nebof pak
i ohnisko F jest uvnitt kruZnice (B, BR).

Tyto jednotné konstrukce nejsou sice v nékterych p¥ipadech
jednodussf onéch obylejn& uzfvanych, a na ohniskovych vlastno-
stech kuZzeloselek spotlfvajicich, pfece v3ak nehledé k vyhodné

*) Nejlépe redukénim uhlem pro i)omér r:s, ktery jest téméf ne-
posiradatelny pri rysovani kuzelosetky dané jako v této iloze.
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jednotnosti, mohou byti velmi vyhodny v pfipadech, kdy kuzelo-
selka jest ddna formou, jak o ni hovofeno, nebo kdyz jeji stfed
&i drubé ohnisko ubihd z ndkresny, coZ se velmi tasto stdva
pti fezu hyperbolickém.

Piispévek k analytické geometrii kuZelosecek.
Dr. Karel Cupr.

Uloha nalézti osy kuZelosetky dané rovnicf

a,, 2 + 2a,,7y - ayy® + 2a,3z + 2a5,y 4 a3, =0,
(a4, @yqy + « « g3 jsou tisla redlnd) Fedfvd se pravidelnd trans-
formaci soufadnic. V ¢ldnku tomto bude podéno FeSeni jiné,
transformadnich vzorci vibec neuzivajici. TéZ nékteré jiné de-
taily budou odvozeny zptisobem jinym. VySetfovini provedeme
pro soustavu os kosoiihlou, za tim utelem odvodime si dva.vzorce.

1. Je-li ddna soustava os svirajicich Ghel w, jest vzddlenost
dvou bodd M, (x,, y,), M, (x,, y,) déna dle Carnotovy vty

vyrazem :
=@ — )+ (4, — ) + 2 (2, — 75) (4, — ¥o) c0s @
Rovnice kruhu o stfedu (p, ¢) a poloméru r jest pak
@—p)+G—'+2@—p)(y—qcoso=r
Spojme body M,, M, se stfedem soustavy O; jest stano-

viti Ghel M,0M,. Zpisobem tymZ jako v soustavé pravoiihlé
odvodime, %e plocha trojihelnika OM, M, jest déna vyrazem

z, %

—1
4=3 .
Ty Yo

L —
sin © = § (%,Y; — Y1%,) Sin o;

jest viak t6z
. 4 = 3 rr, sin @,
kdez ¢ jest hledany thel

ry=a1 + 41 + 25,9, cos @, v; =5 + Y3 + 22,9, cos o.
Jest tedy

(71Ys — y173) sin @

singp = o , 1)
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