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KYBERNETIKA CiSLO 4, ROCNIK 4/1968

O Eatonové-Zadehové metodé

KAREL SLADKY

V préci je vySetfovdna souvislost mezi metodami linedrniho a dynamického programovani
pro nalezeni optimélniho Fizeni, které pfevadi markovsky fetézec ze zndmého stavu do zadaného
stavu s minimalnimi oekdvanymi naklady. Na nékolika konkrétnich piilkladech je ilustrovina
efektivnost jednotlivych metod.

0. UvoD

V praci [1] Eaton a Zadeh vySetfovali tlohu nalézti takové fizeni dynamického systému, jehoz
chovani je popsano markovskym fetézcem s ohodnocenymi piechody mezi jednotlivymi stavy,
které s minimélnimi ofekdvanymi niklady pfevede uvaZovany systém ze zndmého stavu do zada-
ného koneéného stavu, Eaton a Zadeh pro tento el navrhli- z metod dynamického programo-
véan{ jisty iteralni postup spolivajici na postupném ,,ohodnocovdni®“ ofekdavanych nakladid
v jednotlivych stavech systému pfi pouZitém Fizeni a v sou¢asném zlepSovani pouZitého Fizeni.

V préci [2] Derman dokdzal, Ze optimalni fizeni vySe popsané ulohy stali hledat ve tiidé
staciondrnich, gistych strategii. V [2] rovnéZ popsal postup, pomoci kterého nalezeni optimélniho
fizeni vy$e popsané Glohy je moZno formulovat jako filohu linedrniho programovani.

V existujici literatufe byla velka pozornost vénovina metodam pro nalezeni optimdiniho Fizeni
markovskych Fetdzclh s ohodnocenymi pfechody mezi jednotlivymi stavy pro pfipad, Ze pocet
piechodi roste do nekoneCna a kritériem optimality je bud pramérny zisk pfipadajici na jeden
pfechod nebo diskontovany celkovy zisk (tj. sou€et hodnot ziskanych pfi jednotlivych pfechodech,
jestliZze hodnota ziskand v k-tém pfechodu je vyndsobena oF k=1,2,3,..,0)kde0 = a<< 1.
« se nazyva diskontni faktor).

Pro tento.pfipad byla vypracovana fada postupi pro nalezeni optimalniho fizeni, které byly
zaloZeny na metodach linedrniho nebo dynamického programovéni (viz [3], [4], [5], [6], [7], [8D).
Mezi algoritmy linedrniho a dynamického programovani pro Fefeni tohoto typu uloh existuje
Hzka souvislost, na kterou bylo poukézano v [5] a v [9].

Pro pfipad, kdy kritériem optimality fizeného markovského fetézce je dosaZeni urcitého stavu
s minimalnimi oekdvanymi ndklady (lehko se lze pfesvédgit, Ze dosazeni urditého stavu v mini-
malni olekdvané dobé je zvla$tnim pripadem této tulohy), v existujici literatufe je popsana pouze
Eatonova-Zadehova iteralni metoda (viz [1]) a Dermanem vypracovand metoda linearniho pro-
gramovani (viz [2]), aniZ by bylo poukdzino na vzdjemnou souvislost obou metod.



Cilem této prdce je hlubgf rozbor a doplnéni zndmych algoritmu, jestlize kritériem optimality
fizeného markovského fetézce jsou ofekdvané naklady pro dosaZeni uréitého stavu. Je ukazano,
Ze postupy pro nalezeni optimalniho fizeni této Glohy zaloZené na metoddch dynamického pro-
gramovani je moZno téZ obdrZet na zdkladé metod linearniho programovani. Je diskutovan i pfi-
pad, kdy kritériem optimality jsou diskontované néklady.

V dodatku 2 je na nékolika konkrétnich pfikladech ilustrovdna efektivnost jednotlivych metod
linedrnfho a dynamického programovani pro f'e§eni tohoto typu tloh.

1. FORMULACE PROBLEMU A JEHO RESENI POMOCI METOD
DYNAMICKEHO PROGRAMOVANI

UvaZujme dynamicky systém, jehoZ chovdni lze popsat markovskym fetézcem.
VySetfovany systém se miZe nachdzet v jednom z (r + 1) stavii. V i-tém stavu
(i # n + 1) lze pouzit jedné z s; zadanych strategif. Soubor pouZitych strategii
v jednotlivych stavech budeme nazyvat fizenim systému. Pfi pouZiti strategie k v i-tém
stavu je tfeba vynaloZit ndklady c; a pfi pouZiti této strategie pravdépodobnosti

prechodu uvaZovaného systému do ostatnich stavii jsou uréeny vektorem pf =
n+1

= [P, Phas oo Phns Phnss] (kde pi; =0 a Y pi; = 1). Pfechod mezi 2 po sobé
=1

ndsledujicimi stavy trvd jednotkovou dobu. Pfi kaZdém pfipustném Fizeni (tj. jestliZe
v kaZdém stava pouZivime pouze zadané strategic) Ize stavu (n + 1) dosdhnout
s jednotkovou pravdépodobnosti (tedy v koneéném (':asc) z libovolného stavu systému.
Po dosazeni (n + 1)-ého . stavu uvaiovan}'f} systém v tomto stavu trvale setrvdvd.
Ulohou je nalézti takové ¥izeni uvaZovaného systému, p¥i kterém odekdvané ndklady
na prevedeni systému z po&dte&niho do (n + 1)-ého stavu budou minimalni.

Pozndmka. Rizeni systému budeme v celém textu znadit velkymi pismeny v zdvorce;
jednotlivé strategie (tj. prvky pouZitého fizeni) budeme oznadovat malymi pismeny.
Symbol p{ (resp. ¢f¥) oznaduje pravdépodobnost prechodu z i-tého do j-tého stavu
(resp. ndklady v i-tém stavu) pfi pouZitém Fizeni (S).

V prdci [2] Derman dokdzal, Ze YeSeni této ulohy sta&i hledat ve t¥idg staciondrnich,
gistych strategii. Tato vlastnost optimdlniho Fizeni vySetfované ulohy, kterd se zdd
byt intuitivng zfejmd, nebyla v préci [1] odvozena.

Oznadime-li ofekdvané ndklady na pfevedeni uvaZovaného systému z j-tého stavu
do (n + 1)-ého stavu jako v;, potom lze pro i-ty stav pii pouZitém fizeni (S) psdt
(pro (n + 1)-y stav klademe v{?, = 0):

"
1 D =3 pP o+ .
=1

Ukolem je minimalizovat o&ekdvané ndklady na prevedeni systému ze zadaného
stavu do (n + 1)-ého stavu. Z principu optimality dynamického programovini
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(viz [10]) je zFejmé, Ze optimdlni Fzeni musi spliiovat vztah
n
(2) ”ime[Z p?j'”j','cik]s
k=1

kde k znadf strategii pfipustnou v i-tém stavu. Vztah (2) musi byt spinén pro viechny
stavy i, které se mohou vyskytnout pfi pfevedeni systéum z uvaZovaného pocadtecniho
stavu do (n + 1)-¢ho stayu. JestliZe uvaZujeme v&t3i podet vhodng zvolenych poddtes-
nich stavil systému, lze se stejnymi Gvahami pfesv8déit, Ze vztah (2) je splnén pii
optimdlnim Fizeni pro viechna i < n.

V préci [1] Eaton a Zadeh navrhli fesit systém rovnic (2) (pro i = 1,2,...,n)
ndsledujicim iteranim postupem:

Algoritmus 1. (Eaton-Zadeh). 0. Zvolime (libovoln&) hodnoty vdhovych koeficientt
v; (j=1,2,..,0n).

1. Na zdklad€ zndmych vdhovych koeficientti v; (j = 1, 2, ..., n) nalezneme v i-tém
stava (i = 1,2, ..., n) strategii k; minimalizujici vyraz na pravé stran& rovnice (2)
a ze vztahu (2) vypoéteme novou hodnotu véhového koeficientu v, (pro i = 1,2, ..., n).

2. S takto nalezenymi hodnotami vdhovych koeficientli opakujeme bod 1. Cely
postup provddime tak dlouho, aZ je dosaZeno poZadované pfesnosti jednotlivych
hodnot.

Podle pfedpokladt tlohy pii jakémkoliv pipustném fizeni (n + 1)-¥ stav je
dosaZen s jednotkovou pravd8podobnosti v konetném &ase z libovolného stavu
systému a po dosaZeni (n + 1)-ého stavu uvaZovany systém trvale setrvdvd v tomto
stavu. Proto pii kaZdém pFipustném Fizeni (S) stav (n + 1) je absorbujicim stavem,
matice pravdépodobnosti pfechodd |p{P| (kde i,j = 1,2,..., n,n + 1) je ergodickd

B

a tedy aspofl pro jedno i < n plati Y. piY < 1. Za téchto podminek lze dokdzat
i=1

(viz [1]), Ze iteradni postup podle algoritmu 1 konverguje k hledanému feSeni rovnice
(2). Rychlost konvergence algoritmu 1 mbZe viak byt pfi riiznych tlohdch znatnd
rozdilnd. Ve v&t3ing pfipadi lze podstatng lepsich vysledkt (a zdaleka mén& zdvislych
na povaze vysetfované ulohy) dosdhnout algoritmem 2, jak je demonstrovdno na
n&kolika piikladech v dodatku 2.

Algoritmus 2. 1. Ohodnoceni Fizeni. Z hodnot p, ¢ ndleZejicich jistému pii-
pustnému Fizeni (S) nalezneme vdhy jednotlivych stavii v; feSenim systému linedrnich
rovnic:

(3) U= Gy, Y P .0 pro i=1,2,..,n,
=1

kdyZ v i-tém stavu je pfi Fizeni (S) pouZito strategie k.



2. Zlepsovdni Fizeni. Z hodnot v; uréenych v bodé 1 vypodteme pro kazdy stav
novou strategii k, kterd minimalizuje vyraz

n
)] m:n [en + le’{j .v;]
-

V pfipadé, Ze fizeni pouZité v pfedchozim iteraénim kroku bude po zlepSovdni
fizeni nezmén&no, je toto fizeni optimdlnim. Jinak se vrdtime k bodu 1 a vypodet
opakujeme pro nové zji§téné strategie v jednotlivych stavech.

Podstatnym znakem algoritmu 2 na rozdil od algoritmu 1 je, Ze optimdlni ¥izenf
je nalezeno po kone¢ném poétu kroki.

Diikaz konvergence algoritmu 2 k hledanému optimdlnimu fizeni je moZno provést
obdobné k ditkazu Howardova iteraéniho postupu pro pfipad, Ze kritériem optimality
je diskontovany celkovy zisk (viz [6]). Diikaz algoritmu 2 je proto pouze naznaden
v dodatku 1. Algoritmus 2 lze rovnéZ obdrZet aplikaci specidlng upravené revidované
simplexové metody na vhodné transformovanou lohu linedrniho lomeného progra-
movéni popisujici fizeni markovského Fetézce, jak bude ukdzdno v dal¥i &isti této
préce.

V piipadé, Ze v algoritmu 2 fe§ime soustavu linea'.rnich rovnic (3) itera¢ni metodou

(ktera vzdy musf konvergovat, nebot pro kazdé i Jest z pi; = 1 a aspoti pro jedno i
plati Z pi; < 1 a matice ||p;| je ergodickd) a )ednothve iteradni kroky pti e¥eni

této soustavy kombinujeme se zlepSovdnim pouZitého Fizeni, algoritmus 2 p¥echdzi
v postup navrZeny Eatonem a Zadehem.

2. SOUVISLOST S LINEARNIM PROGRAMOVANIM

Abychom mohli poukdzat na vzdjemnou souvislost mezi metodami linedrniho
a dynamického programovdni pro nalezeni optimdlniho Fizeni vy$e formulované
ulohy, pouZijeme na rozdil od [2] pongkud odli¥ného vyjddieni vysetfované uiohy
pomoci linedrniho programovani.

Budeme predpoklddat, Ze v (n + 1)-ém stavu uvaZovaného markovského fetdzce
1ze pouZit jediné strategie, pro kterou:

(5) Paste =135 Paxr,i=0 (Pro i1 cuyg =1 =0.

Tim stav (n + 1) pfestdvd byt absorbujicim stavem a je tak sestrojen pomocny
ergodicky markovsky Fetézec. Stdle pfedpokldddme, Ze pfechod mezi libovolnymi
dvéma po sob& ndsledujicimi stavy tohoto markovského fetézce trvd jednotkovou
dobu.

Oznadme h(j, k) (resp. t(j, k)) otekdvané ndklady (resp. oekdvanou dobu pte-
chodu) pfi prechodu z j-tého do k-tého stavu pii uréitém fzeni, Ddle oznatme
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pomoci 7; limitni pravdépodobnost, Ze pomocny markovsky fetézec se bude nachdzet
v j-tém stavu, kdyZ podet pfechodil roste nade viechny meze.

Proto¥e oy =0, Dys1, = 1, jest h(r,n + 1) = h(n + 1, n + 1). Podle pfed-
pokladii pti kazdém piipustném fizeni dosdhneme stavu (n + 1) s jednotkovou
pravdpodobnosti v koneéném &ase. Potom pro primérné ndklady @ pripadajici
na jeden pfechod (&ili na jednotku asu) dostdvame tento vztah:

_hn+ Ln+1) E

= ¢
n+Ln+1) =1

ittty

Jak je zndmo (viz na pE. [11] str. 79) plati:
n+ Ln+1)= A .

T+ 1
Z téchto vztaht dostdvdme:

n+ 1

e

M_M_T(n+1,n+1)=

6 r,n +1) =
©) ( ) tn +1,n+ 1) Tpg1 i=1

Cj.

Vysetfovand tiloha se tak redukuje na nalezeni takového p¥ipustného fizeni pomocné-
ho markovského Fetézce, p¥i kterém bude minimalizovan vyraz (6) Pfi vySetfovdni
této ulohy pomoci linedrniho programovdni budeme pfedpoklddat existenci optimdl-
niho ¥izeni ve t¥idé staciondrnich smiSenych strategii (tj. kdyZ v kazdém stavu s jistou
pravddpodobnosti neménou v &ase pouZivdme urlitou strategii). Za tim Gdelem
zavedeme nové nezndmé mj vyjadfujici pravd€podobnosti, Ze po velkém poctu
pfechodi pomocny markovsky fetézec se bude nachdzet v j-tém stavu a Ze v tomto
stavu bude v ndsledujicim kroku pouZito strategic k.

Ziejmé plati:
Sq
) =y my (proi=1,2..,nn+1)
k=1
a déle plati Z0dmé vztahy pro limitni pravd&podobnosti n; markovského fetézce
(viz na p¥. [6]):
n+1

®) m=ypi-n; (proi=12...,nn+1),
j=1
an: 1.
i=1

Soustava (8) je linedrné zavisld; (n + 1)-d rovnice této soustavy je linedrni kombinaci
ostatnich rovnic, a proto nebudeme dile tuto rovnici uvaZovat.

Jestlize dosadime vztahy (5), (7) do rovnic (6), (8), pfipustné ¥izeni pomocného
markovského Fetézce, pfi kterém bude minimalizovdn vztah (6), musi byt feSenim
dlohy 1.



Uloha 1. Za podminek: M7

20, my 20,

55
!;k;(éﬁ— Pi) . mp =0 pro i=12..,n;i+r;

5oy 5 sy
)y Z(ajr_p.’;r)'ﬂjk_nn+l=0; Y DTk My =13
=1E =1

naleznéte minimum WUcelové funkce:

kde 6;; znadi stejn€ jako v celém dal$im textu Kroneckerovo J.

Uloha 1 je tilohou linedrniho lomeného programovéni. Abychom tuto ilohu mohli
pfevést na tlohu linedrniho programovdni, provedeme transformace nezdvisle
proménnych popsané v [12] a [13]. Stejnych vysledki bychom dosdhli i v pfipadé, Ze
bychom pou#ili transformace navrZené Dermanem v [2].

Jestlize zavedeme:
Zy =my.t, >0,
Zys1 =Tapy.1 pro j=1,2,..,mk=12..,s
a hodnotu t zvolime tak, aby
l=qm . t=>zyy; =1,
tuloha 1 prechdzi na ulohu 2.

Uloha 2. Za podminek:

1Y

Zjk 0;
D Zj(éﬁ—p’;i).zj,,=0 pro i=12..,ni%r;
=165

n J
P Y (G = Bh)zu=1,

® Z Yozp—t=-1
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Viimndme si bliZe Glohy 2. Nezndm4 ¢ se vyskytuje pouze v omezeni (9) a nevysky-
tuje se v igelové funkci. Je patrné, Ze podminka (9) bude pfi libovolnych z;
pro vhodné t > 0 splnéna. ProtoZe hodnota t se nevyskytuje v ucelové funkci, ne-
musime podminku (9) v omezenich tlohy 2 déle uvaZovat.

Potom tloha 2 mé pouze n omezujicich podminek. Jak je zndmo z teorie linedrniho
programovdni (viz na p¥. [14]), optimalni FeSeni jakékoliv ulohy linedrniho progra-
movdni sta¢i hledat mezi bazickymi FeSenimi, tj. v nagem ptipadé€ ve tiid€ pfipustnych
feSeni, kde pfedpokldddme pouze n nenulovych nezndmych.

Pti fizeni markovského Fetézce je nutno v kazdém z jeho n stavil zvolit jistou strate-
gii {obecn& smiSenou). V (rn + 1)-ém stavu Zddnou volbu nemiizeme provadst. Tento
poZadavek pii formulaci vySetfované ulohy pomoci linedrniho programovani zna-
mend, Ze aspoit jedno z;, (pro j=1,2,...,n) musi bjt obsaZeno ve zvoleném
bdzickém feSeni.

Obé tyto podminky je moZno soudasné splnit pouze tehdy, jestlize v kazdém z n
uvaZovanych stavii zvolime &istou strategii (tj. kdyZ prdvé jedno Zik (proj=1,2,...
..., n) bude obsaZeno v pouZitém bézickém Fedeni). .

Pfi hleddni optimdlnjho Fizeni markovského fetézce pomoci linedrniho programo-
véni budeme vychdzet z dlohy 2. Na rozdil od obecné ulohy linedrniho programovdni
v tomto piipad€ a priori zndme pfipustné feSeni a pfi zavedeni nové proménné do
bdze nemusime zji§fovat kterou z proménnych bdze mdme vyloudit (ncbot’ v bdzickém
feSeni bude obsaZeno pouze jedno zj (pro i=12.., n). Jestlize se zajimdme
o otekdvané ndklady na fizeni v riznych stavech (tj. o hodnoty udelové funkce
h(r,n + 1) ulohy 2 pro riznd r), jednotlivé piipady se budou lifit pouze pravou
stranou omezujicich podminek v uloze 2. V pfipadg, ze ilohu 2 fe¥ime simplexovou
metodou, je moZno po snadné Upravé provadét ,,simultdnni* vypodlet vétiiho podtu
1loh, které se vzdjemng li§i pouze pravou stranou omezujicich podminek.

Abychom mohli poukdzat na souvislost mezi metodami linedrniho a dynamického
programovani pro feSeni zadané tilohy o nalezeni optimdlniho Fizeni markovského
fetézce, budeme na ulohu 2 aplikovat revidovanou simplexovou metodu.

JestliZe v i-tém stavu zvolime strategii k;, potom pro simplexové ndsobitele v;
plati (vyuZivdme vztahu (D.4) dodatku 2):

2

(10) éll(é,-j— P .oy =c (i=1,2,..,n).
Upravou téchto rovnic dostdvdme:
(10%) v = Cyy +~ilp'§} v (i=1,2,..,n),
i=
coZ je shodny tvar s rovnicemi pro urdeni vdhovych koeficientii v bodé& 1 algoritmu 2.
Hodnoty udelové funkce h(r,n + 1) miZeme vy&islit téZ pomoci simplexovych

ndsobitelii (viz vztah (D.6) dodatku 3). V naSem p¥ipadé dostdvdme h(r, n + 1) = v,
coZ pln& odpovidd vyznamu vdhovych koeficientt jednotlivych stavii v algoritmech 1



a 2. Pii feSeni tlohy 2 pomoci revidované simplexové metody je proto zbytecné
vypocitavat hodnoty udelové funkce bé€Znym zplsobem a stadi pouze vypolitdvat
hodnoty simplexovych ndsobiteli.

ZlepSovdni piipustného feSeni v revidované simplexové metodé Ize dosdhnout
zavedenim do béze té nové prom&nné (vyuZivdme vztahu (D.5) dodatku 3), pro kterou
je ndsledujici vyraz zdporny:

n n
(11) it —.21(5,, - i) v =+ zlp'i‘i Lo = v
i= i=

V revidované simplexové metod€ se v kazdém iteraénim kroku zavddi pouze jedind
novd proménnd, kterd minimalizuje vztah (11), jestliZe toto minimum uvaZujeme
pfes viechna i a viechna k. Jak jiZ bylo uvedeno, optimdlni fizeni nasi ulohy staci
hledat ve t¥idé ,,Cistych* strategii a tim odpadd nutnost vySetfovat, kterou z bdzickych
proméunych mdme vyloudit pfi zavedeni nové proménné do baze. Proto je mozno
pfi zndmych hodnotdch simplexovych ndsobiteld (neboli ,,vdhovych koeficientd‘)
v nasi tiloze pouZit v kaZdém iteradnim kroku zlep3eni existujiciho fizeni ve vice
stavech soucasné tak, Ze v kazdém stavu pouZijeme tu strategii, kterd minimalizuje
pro dany stav (tedy pro jisté i) kriterium (11). Sta&i potom minimalizovat pouze vyraz
n

cp + Y p¥; . vj, coZ je shodny tvar s rovnicemi (4) algoritmu 2. Soudasn& zavedeni
=1

vét§tho poltu novych proménnych do bdze md za ndsledek, Ze nemiZeme obdrZet
nové simplexové ndsobitele pomoci jednoduchych transformaci, kterych se vyuZivd
v revidované simplexové metod€ pii zavedeni nové proménné do bdze. V tomto
ptipad? je pak vyhodn&j¥i vypoditdvat nové simplexové ndsobitele (&ili nové ,,vahové
kocﬁcienty“) feSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic z jejich definiéniho
vztahu (10*). Timto zplsobem lze tedy odvodit algoritmus 2 jeho disledek revido-
vané simplexové metody linedrniho programovdni.

V dodatku 2 je na n&kolika konkrétnich pfikladech ukdzdno pouZiti simplexové
a revidované simplexové metody na vySetfovanou ulohu o nalezeni optimdlniho
fizeni markovského fetdzce. Tyto metody jsou porovndvédny podle potiebné doby pro
vypolet s popsanymi metodami dynamického programovani.

3. PRIPAD DISKONTOVANYCH NAKLADU

UvaZujme déle ptipad, %e ndklady na fizeni budou diskontované. Rovnice (1),
kterd je zdkladni pro algoritmy 1 a 2 bude pak mit ndsledujici tvar:

n

s 5) (S 4 S

(1% o =0,y pP . o + P
=1

kde o je dany diskontni faktor (0 £ o < 1).
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O platnosti algoritmu 1 a algoritmu 2 v pfipadg diskontovanych celkovych ndkladit
1ze se pfesvédiit stejnym zplGsobem jako v pfipadg, kdy kritériem optimality jsou
ofekdvané celkové ndklady. Rovnice (2) bude potom mit tvar:

n
(2% vy=min[a.Y pfj. o, +cu] ((=1,2,...,n)
PR =t

a pro algoritmus 2 soustava rovnic pro urleni vdhovych koeficientl jednotlivych
stavil v; bude ve tvaru

(3% v=ch+a.yphoy (i=12..,n)
=1
a rovnice pro nalezeni jednotlivych strategii pfi zlepSovéni ¥izeni budou ndsledovné:
n
4 min e, +o. Y p.v] (=1,2,...m).
k j=1

UvaZujme ddle, Ze pfi kritériu celkového diskontovaného zisku bude pro viechna i
platit pi .+1 — 0. ProtoZe pro jednotlivé p;; (které jsou prvky stochastické matice)

plati z pi; = 1 a jelikoZ 0 £ o < 1, budou pro tento piipad a to i v limit&, kdy

Pin+1 = 0 splnény podminky Z . p;; < 1 pro viechna i. Za t&chto podminek se

Jze snadno pfesvéddit, Ze pomoci algorltmu 1a2iv tomto pfipadé obdrZime hledané
optimdlni ¥izeni, V tomto limitnim pfipad& jde o fizeni markovského Fet&zce pfi
kriteriu celkového diskontovaného zisku. Algoritmus 2 pfechdzi v tomto limitnim
piipadg v algoritmus udany Howardem v prdci [ 6], algoritmus 1 pfechdzi v algoritmus
popsany &’ Epenouxem v prdci [3].

Zavérem mi budiZ dovoleno podé€kovat RNDr. Petru Mandlovi, Dr. Sc., za cenné rady a pfi-
pominky k této préci.

DODATEK 1.

Dikaz konvergence algoritmu 2 k optimdlnimu fizeni uvaZovaného markovského
fetézce je moZno provést obdobné k ditkazu Howardova iteraéniho postupu pro p¥ipad
celkového diskontovaného zisku (viz [6]).

Piedpoklddejme, Ze Fizeni (B) uvaZovaného markovského fetézce je ziskdno
zlepSovdnim ¥izeni (4) podle algoritmu 2.

Podle vztahu (3) potom plati:

(D.1) o = B 4 ZP B Z PO o



a podle vztahu (4) pro y{** definované jako

n n
02 0 = e 13D g0 — 0~ Tt g
Jj=1 i=1
plati
(D.2%) y&4 < 0 aaspoiiprojednoi &P <0

(jinak by fizeni (4) bylo optimdlni).

Pro rozdil v® a v{* dostaneme:
n »
(A B B A A’ A
(D.3) o — o =P+ ¥ pP P — P =Y PP o =
= : =

"
B,A (B A
=40+ Y PP (o — o)
i=
UkéZeme déle, Ze pro viechna i plati:
ol® — o < 0 a e aspoti pro jedno ijest P — ¥ < 0.

Pfedpoklddejme proto, Ze existuje j tak, Ze o — v§® > 0, a oznadme symbolem .#
mno¥inu stavll takovych, Fe pro m e, vfP — v§P = max [v{? — v{V]. Zfejmé

n J
M * 0. Protoze Y p® < 1, y®* < 0 rovnost (D.3) miZe pro i =m e.# byt
j=1

J
splngna pouze tehdy, jestliZze

n
PP = 0,‘};1),(,,‘? =1, akdyz p{f)=0 pro j¢.#
3=
P2 >0 pro jed.
Provedenim této uvahy pro vSechny prvky mnoziny .# lze se pfesvédCit, Ze pravdé-
podobnost pfechodu z libovolného stavu mnoZiny .# do stavu (n + 1) je rovna nule,
coZ odporuje piedpokladim ulohy.

Proto v < o = v{® < v{. Aplikaci této nerovnosti na vztah (D.3) a vyuZitim
(D.2%) se lze lehce presvédgit, Ze aspoti pro jedno i musi byt splngno v{® < o{.
ProtoZe existuje pouze konetny pocet Fizeni sloZenych pouze z &istych strategii,
algoritmus 2 konverguje v kone¢ném poctu krokii.

UkdZeme ddle, Ze feeni sestrojené pomoci algoritmu 2 je pro vySetfovanou dlohu
optimdlnim fe§enim. Necht (0) je feSeni nalezené podle algoritmu 2 (a tedy pro libo-
volné Fizeni (4) je pro viechna i splnéno y{*? = 0) a necht existuje Fizeni (S) a stav j
takovy, e v < v{?. Oznaéme symbolem .4 mnoZinu stavii, pro které me A"
splituje o — o = min [ — ). Z rovnosti (D.3) se Ize obdobnymi tivahami

jako v pfedchozim p¥ipad® presv&deit o neplatnosti predpokladu v < v{.
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352 DODATEK 2

Uvedeme zku$enosti s jednotlivymi vypodetnimi postupy ziskané feSenim 5 pfi-
kladd na samodinném poéita¢i LGP-21. Bylo hleddno takové fizeni, které s minimdl-
nimi odekdvanymi ndklady prevddi markovsky Fetézec do (n + 1)-¢ho stavu. KaZdd
ze zkoumanych tloh byla feSena:

. algoritmem [ (Eatonovou-Zadehovou metodou);

. algoritmem 2;

. simplexovou metodou aplikovanou na tlohu 2;

. revidovanou simplexovou metodou aplikovanou na tlohu 2.

F R I S

Optimdlni fizeni pro jednotlivé pfiklady je pro stru€nost zapsdno ve tvaru (0) =
= (ky, ks, ..., ky), kde k; znagi strategii pouZitou v i-tém stavu pfi optimalnim Fizeni.

Byly feSeny ndsledujici priklady:

Priklad 1. Markovsky fetézec se 3 stavy, kde n == 2,5, = 2,5, = L.
Pl =10,504;0,1], P}=1[0,2070,1], ¢;;=730; ¢;,=10,
Pl =1[0,504;0,1]1, ¢c;; =10.
Optimalni fizeni (0) = (2; 1) a pro olekavané naklady plati:
{0 = 51,54; 080 = 44,62
Priklad 2. Markovsky Tetézec se 3 stavy, kde n == 2, 5, = 3; 5, = 2.
Pl = [0,25;0,25;0,51, P} = [0,75;0,1875;0,0625] ,
P} = [0,125; 0,625, 0,25], ¢y, = 8,05 c¢;,=275; cy3=425,
P} = [0,00;0,5; 0,5}, P% = [0,875;0,0625;0,0625], c,; = 16; c55 =15.
Optimalni fizeni (0) = (1; 1) a pro olekdvané naklady plati:
{0 =21,33; o{? = 32,00.
Piklad 3. Markovsky fetézec se 3 stavy, kden = 2,5, = 3,5, = 3.
P! =10,25;0,5;0,25]; P%=10,50,3;072],
P} = [0,75; 0,1875;0,0625], c¢;{ = 5,0; ¢;;=9,0; c;3=15,
P} =10,4;0,4;02], Pj=[0,5;0,2;0,3],
P3=10,6;0,2;0,2], cyy =703 cpp=90; cz3=19.
Optimélni Fizeni (0) = (1; 2) a pro olekdvané naklady plati
’ o9 =24,29; {9 = 26,43,
Priklad 4. Markovsky Fetézec se 4 stavy, kde n= 3,5, = 2,5, = 2, 53 = 3.
P} =10,3;0,3;0,3;0,1], P?=10020,20204], ¢;;=10; ¢;,=20,
P} =10,1,0,1;0,1,0,7], P}=[0,4;0,1;0,1;04], cyy=10; ¢c35=30,
P} =[0,1;0,2;0,3 0,41, P%=[0,3;0,20,1;04],
P3=10,2;0,2;0,2,0,4], c3;,=08; c3,=07; ¢33=40.



Optimélni fizeni (0) = (1; 1; 1) a pro ofekdvané néklady plati:
o{0 =3,00; 00 = 1,68; v{ = 2,05.
Priklad 5. Markovsky fetézec s 5 stavy, kde n = 4,5, = 3,5, = 2, §3= 2,5, =3,
P1=10,1;0,1;0,1;0,1;0,6], P}=10,1;0,0;0,50,1;03],
P} =1[0,2;0,0;0,1;0,20,5], ¢;;=50; ¢5=60; c;3=02,
P} =1[0,2;0,3;0,0;0,0;0,5]. P2 == [0,0;0,0;0,2; 0,3; 0,5],
€1 =30; ¢;,=170,
P =1[0,1;0,3;0,2;0,0;04], P}=10,1;0,2;0,0;0,1;0,6],
3y =4,0; ¢3,=09,
P} =10,2;0,3;0,0;0,1;0,4], P%=[0,2;0,30,0;0,1;04],
P3 = [0,0;0,50,2;0.3; 0,01, c3;=1,0; c35=03; c33=80.
Optimalni fizeni (0) = (3; 1; 2; 2) a pro olekdvané naklady plati:
oD =1,04; o5 =4,58; 0=213; o} =209.

Jednotlivé metody byly naprogramovdny v jazyce ACT-V. Potfebné doby pro
vypocet jednotlivych piikladf jsou uvedeny v zdvislosti na pouZité metod v tabulce 1.

Tabulka 1.

Zavislost doby vypoctu jednotlivych tloh na pouZité metodé feseni

. N Simplexova R.evidovanfi
Algoritmus 2 Algoritmus 1 metoda simplexova
metoda
Priklad 1 6 min. 100% rel. chyba 20% 11 min. 180% 7 min. 120%

Priklad 2 7 min. 100% rel. chyba 2% 13 min. 190% 8,5 min. 120%

Priklad 3 7 min. 100, rel. chyba 7% 12 min. 170% 8 min. 110%

Priklad 4 18 min. 1009 | rel.chyba 3% 25 min, 140%; 19 min. 110%

Piiklad 5 22 min. 100% rel.

chyba 20% 51 min, 2309 36 min. 160%

(Mimo absolutni doby potfebné pro vypodet jsou udany téZ procentudlni zavislosti vztaZené
k dobé& vypoétu kazdého piikladu podle algoritmu 2. Algoritmus 1 je hodnocen maximalni
relativni chybou vdhovych koeficientd v dobg, kdy algoritmem 2 bylo nalezeno piesné feseni
téZe Glohy.)
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154 Jak je patrno z této tabulky, nejvyhodn&j§im postupem se jevi algoritmus 2. Dobré
vysledky rovnéz ddvd revidovand simplexovd metoda. Eatontiv-Zadehtv algoritmus
je vhodny pouze pro piiblizné zjiSténi ofekdvanych ndkladli a jeho konvergence
je silné ovlivnéna vychozimi hodnotami vdhovych koeficientil i vlastnostmi vySetio-
vané ulohy.

DODATEK 3

Zde pripomeneme né&které zndmé vztahy pro revidovanou simplexovou metodu,
kterych vyuZivame v této prdci. Tyto vztahy Ize nalézt na pt. v [14].

Uvazujme tlohu linedrniho programovéni:

Za podminck:

Pfedpoklddejme, Ze uvaZované bdzické feseni dlohy je tvofeno proménnymi x4, X,, ...
..., X,. Potom pro simplexové ndsobitele, které oznacime vy, v,, ..., v, plati tento
definiéni vztah:

m
(D.4) Ya,.vy=¢ pro i=12..,m.
=1

Na zdkladg zndmych simplexovych ndsobiteldl je moZno provést:

zlepSeni existujici feSeni ulohy zavedenim i-té proménné do bdze, jestliZe pro i-tou
proménnou vyraz

(D.5) G=¢ = 2 a;.0;

je zédporny;
vypodet hodnoty ti€elové funkce na zdklad€ vztahu:

(D.6) z=\2bj.uj.

(Doslo dne 20. prosince 1967.)
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SUMMARY

On Eaton-Zadeh’s Method

KAREL SLADKY

The paper deals with controlling of a dynamic system the behaviour of which can
be described by a Markov chain. The problem is to determine such a control that
enables to reach a fixed specified state from a given initial state at the minimum ex-
pected cost. It is shown that the methods for determination of the optimal control
rule of the considered system based on dynamic programming can be also derived
from the linear programming approach. In Appendix 2 several examples are calcul-
ated for comparing 4 methods discussed in this paper.

Ing. Karel Sladky, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradskd 49, Praha 2.
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