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KYBERNETIKA ČÍSLO 1, ROČNÍK 4/1968 

Dynamická optimalizácia 
riadenej mnohoparametrickej sústavy 
s ohraničením na riadiace aj riadené veličiny 

JÁN ULIČNÝ 

V praxi sa velmi často vyskytuji! případy, kedy je nutné klást' ohraničujúce podmienky nielen 
na riadiace, ale aj na riadené veličiny. Autor v práci dokazuje, za akých podmienok móžu byť 
riadené veličiny vyvedené na hranicu dovolenej oblasti výstupných veličin riadenej sústavy, za 
předpokladu, že přípustné riadenia sú z dovolenej oblasti riadenia. 

1. ÚVOD 

V dynamickej optimalizácii riadenej mnohoparametrickej sústavy, ktorú sme 
vyšetřovali v práci [1] sme předpokládali, že je ohraničená len množina L[u), t.j. 
dovolená oblast' riadenia. Nekladli sme žiadne ohraničenia na zastupujúci bod x, 
patriaci do fázového priestoru Xn, t.zn., že fázový priestor riadenej sústavy X„ 
splýval s celým fázovým priestorom X. V inžinierskej praxi sú však ovela dóležitejšie 
také případy, kedy fázový priestor riadenej sústavy X„ nemóze z rózných příčin 
(například havarijných) splývat' s celým fázovým priestorom X. Potom ak riadenie 
u e L{u) má na riadenú sústavu velký vplyv, dokonca taký, že zastupujúci bod x 
móže vyviesť z dovoleného riadeného priestoru Xn, musíme z hladiska zvoleného 
kritéria optimálnosti, ktorému má riadená sústava vyhovovat', volit len také, přípustné 
riadenie, pre ktoré příslušná fázová trajektória zastupujúceho bodu x leží v priesto-
re Xn. 

Predpokladajme, že máme neriadenú sústavu, ktorá je popísaná nasledovným 
diferenciálnym systémom 

(1.1) M í l . yfeft), x-2(t),..., xn(t)] , xi{t)o = x,.(0) 
dř 

(i = 1,2,..,,«), 

kde X; = x;(ř) sú výstupné veličiny neriadenej sústavy. O funkciách (/>,-, (í = 
— 1,2,..., n) predpokladajme, že sú to spojité funkcie vzhladom k premenným 



(xu x2,..., xn) a sú tiež vzhladom k týmto premenným spojité diferencovatelné 
v priestore X. Naviac predpokladajme, že existuje derivácia funkcie cpt (i = 1,2,..., n) 
podlá času. Ďalej predpokladajme, že procesy prebiehajúce v neriadenej sústave sú 
v rovině (xb t) asymptoticky klesajúce a s rastúcim časom sa blížia k osi času. Podob
né procesy s touto charakteristickou črtou sa vyskytujú obyčajne v chemii, ekonomii, 
ale aj v technickej praxi, kde majú aperiodický charakter. 

Podobné, ako v práci [ l ] budeme předpokládat', že riadenú sústavu móžeme popí-
sať diferenciálnym systémom 

(1.2) ^M. = 9 | [ X l ( í ) , x 2 (í), . . . , x„(ř;] + bu u{t), x ;(í0) = x;(0) (i = 1, 2, ..., n) 

át 

a dovolenu oblast' riadenia L(u) výrazom 

(1.3) l"<| = ! (i = 1,2,..., n ) . 
O koeficientoch bH (i = 1, 2,..., n) predpokladajme, že sú to reálné čísla, ktoré 
nie sú všetky rovné nule. Z rovnice (1.2) vidíme, že neriadenú sústavu (1.1) by sme 
dostali, keby sme súčin b;i ut(t) položili identicky rovný nule. 

V práci [1] sme si úlohu optimálneho riadenia v riadenej sústave definovali násle
dovně. 

Definícia 1. Budeme hovořit', že procesy, prebiahajúce v riadenej sústave sú opti
málně, ak v každom časovom okamžiku í ^ O výstupné veličiny riadenej sústavy 
x ; = Xj(ř) vyhovujú systému (1.2) pro počiatočných podmienkách x;(0) a kritériu 
optimálnosti 

(1.4) D(.) = r r ň n £ 1x^)1, 

za předpokladu, že riadenie v je z dovolenej oblasti (1.3) a n- je rád riadenej sústavy. 
Převeďme si diferenciálny systém (1.2) popisujúci riadenú sústavu na diferenčný 

systém, t.j. na tvar 

(1.5) x l V V + 1 = HiiN(x1>N, x2tN,..., xniN) + A M Í . N , x.,o = *i(0) . 

kde 

(1.6) HiiN(xUN, x2-N,..., x„iJV) = xi>ÍV + A(pi(x1>N, x2yN,..., x„yN) 

a miesto každého okamžiku ř, ř Si 0 uvažujme len hodnoty 

(1.7) tN = NA, N = 0 ,1,2, . . . 

kde A je malé kladné číslo, predstavujúce prírastok času pri přechode riadenej sústavy 
z jedného stavu xiyN do stavu druhého, t.j. do xiýN+1. Potom kritérium optimálnosti 



(1.4) prechádza do tvaru 

(1.8) D w + 1 = m i n £ \xtJt+l\ (N = 0, 1, 2, . . . ) , 
v„ ;=i 

kde 

(1.9) 
XÍ,N+I = HiyN(xlyN, x2tN,..., xBtN) + AbuviyN (i = 1, 2 , . . . , n; N = 0, 1, 2, . . . ) 

a i>;>JV je přípustné riadenie z dovolenej oblasti (1.3) na iV-tom stave riadenej sústavy. 
Nech 

(1-10) ui,N\Xl,N> X2,N> •••> xn,NÍ = " i . N ^ l ,JV> X2,N> • • •> xn,Nj 

(i = 1,2,..., n;N = 0,1,2,...) 

sú zložky vektora optimálneho riadenia u z oblasti (1.3), ktoré minimalizujú výraz 
(1.8). Potom po dosadení výrazu (1.10) do rovnice (1.9) dostáváme výraz (1.5), ktorý 
nám představuje diferenčný tvar rovnic riadenej sústavy. 

V práci [1] bol odvodený nasledovný algoritmus pre výpočet zložiek optimálneho 
riadenia (1.10) 

' + 1 ak HiyN ^ -Abu, 
H,,N (1.11a) uiyN(xlyN, x2yN,..., xПyN) = ak -Abu<Hi>N< Abu, 
Abu 

- 1 ak HìtN Ш Abu 

prefe,, > 0 a ( i = 1, 2, ..., n; N = 0,1,2,...) a 

(1.11b) uiyN(xlyN, x2yN, ...,xn,N) = 

+ 1 ak 

Hi,N ak AЪU < HІ N ѓ -Abu, 
Abн 

- 1 ak 

HiiN£ -Abu, 

HiyN S -Abu 

Hi,N =g Abu 

pre bH < 0 a (i = 1, 2 , . . . , n; N = 0, 1, 2, . . . ) . 

Realizáciu výpočtu zložiek optimálneho riadenia podlá algoritmu (1.11) a diskrét-
nych zložiek optimálnej fázovej trajektorie riadenej sústavy (1.5) prevádzame násle
dovně: 

Predpokladajme, že stav riadenej sústavy (1.5) v časovom okamžiku ř^ = NA 
sme už vypočítali, t.j. že poznáme súradnice (xlyN, x2yN,..., xnN) zastupujúceho bodu 
xN. Potom z výrazu (1.6) vypočítáme hodnoty funkcie HiyN v bode xN pre (i = 1,2,... 
..., n). Za pomoci hodnot funkcíi HiN určíme zložky vektoru optimálneho riadenia 
UÍ,N(XI,N>X2,N> •••> xn>N) zalgoritmov(1.11). Zo známých hodnot zložiek optimálneho 
riadenia uiN na JV-tom stave riadenej sústavy vypočítáme (N + l)-vý stav sústavy 
z výrazu (1.5). Výpočet na (N + l)-vom stave a dalších sa opakuje ako na JV-tom 
stave. 



Výpočet ukončíme, ak pre niektoré JV platí výraz 

(1.12) | x i ; i v + 1 - xUÍ\ < e (i = l , 2 , . . . , n ) 

kde e je predom zvolená malá kladná konstanta, vyplývajúca z přesnosti výpočtu. 
Vysvětlíme si teraz, aké ohraničenia procesov prebiehajúcich v riadenej sústave 

budeme uvažovat'. Předovšetkým všimnime si toho dólcžitého předpokladu, že 
procesy, prebiahajúce v neriadenej sústave nepretínajú os času v rovině (x;_ t). 
V mnohých praktických prípadoch je nutné dodržať tuto podmienku aj u riadených 
procesov, kde v žiadnom případe nesmieme dovolit', avy riadené procesy nadobúdali 
záporných hodnot. Podlá předpokladu je neriadená sústava stabilná. Riadená 
sústava vzhladom na to, že procesy v nej prebiehajúce majú vyhovovat' kritériu 
optimálnosti (1.4), bude tiež stabilná. Avšak vóbec nie je zaručené, že procesy v ria
denej sústave budu vyhovovat' podmienke x;(í) 2i 0 pre každé t 2: 0. Ak je nutné 
dodržať tuto podmienku, potom algoritmus výpočtu optimálneho riadenia (1.11) 
ostává nezměněný, t.j. plné respektuje pri realizácii výpočtu ohraničenia x,(ř) 2; 0, 
t 2: 0, musíme však vydělit' oblast' počiatočných podmienok E(0) riadenej sústavy 
z priestoru Xn, pre ktorú platí, že ak je vektor počiatočných podmienok x(0) = 
= (xx(0, x2(0), ..., xn(0,) z tejto oblasti potom procesy prebiahajúce v riadenej 
sústave vyhovujúce kritériu optimálnosti (1.4) nepretínajú os času pre t 2; 0. Sformu-
lujme si úlohu optimálneho riadenia za týchto podmienok do nasledovnej definície: 

Definícia 2. Budeme hovořit', že procesy, prebiehajúce v riadenej sústave sú opti
málně, ak v každom časovom okamžiku t 2: 0 výstupné veličiny riadenej sústavy 
xi = Xi(t) vyhovujú systému (1.2) pri počiatočných podmienkach x(0) e E(0), kritériu 
optimálnosti (1.4) za předpokladu, že přípustné riadenie je z dovolenej oblasti (1.3) 
a — sú nezáporné pre každé ř 2: 0. 

Druhým typom ohraničenia na riadený proces x ;(í) móze byť napr. oblast' 
G„(x, u 2: 0, ktorú dostaneme ako rozdiel bodov priestoru X a bodov riadeného 
priestoru Xn, t.j. G„ = X — Xn. Riadený priestor je daný potom následovně: X„ = 
= X — G„. Je zřejmé potom, že zastupujúci bod, pohybujúci sa po fázovej trajektorii 
riadenej sústavy nesmie překročit' hranicu riadeného priestoru Xn, t.z. že pre zastupu
júci bod x a riadenie u musí platit' podmienka G„(x, u) 2: 0. Vyjádříme si oblast 
G„(x, U parametricky, kde paratnetrom je čas t. Potom platí, že pre riadený proces 
musí byť splněná podmienka a,(ř) 2; 0, kde gt(t) = x ;(í) — h;(í), (i = 1, 2, ..., n) 
pre každé t 2; 0. O funkciách ht = /i;(í) predpokladajme, že sú to funkcie dostatočne 
hladké, ktorých derivácia podlá časuje záporná, t.j. platí: h\(i) < 0 pre každé ř 2; 0 
a naviac nech h; = h;(ř) < x°(ť) pre každé í 22 0 a (i = 1, 2,..., n), kde x°(t) sú 
procesy, prebiehajúce v neriadenej sústave, tzn. žs x°(t) (i = 1, 2,..., n) vyhovujú 
systému (1.1) pri počiatočných podmienkach x ;(0). Podmienka fc;(0) < 0 vyplývá 
z podmienky konvergencie zastupujúceho bodu x k počiatku súradnicového systému 
priestoru X„. Podmienka h;(í) < x°(t) vyplývá zo skutočnosti, že z hladiska uvažo
vaného kritéria optimálnosti (1.4), ktorému majú vyhovovat' procesy v riadenej 



sústave by nemálo zmyslu zadávať napr. opačné ohraničujúce podmienky (t.j. h^t) > 
> x°{t)). I v tomto případe algoritmus na výpočet zložiek optimálneho riadenia 
(1.11) zostáva nezměněný. Je vsak třeba dokázat', že zložky optimálneho riadenia 
u*{t), ktoré majú vyviesť rieŠenie systému (1.2) pri počiatočných podmienkach x;(0) 
na hranicu dovolenej oblasti G„ a ktoré súčasne musia vyhovovat' kritériu optimál-
nosti (1.4), patria do dovolenej oblasti riadenia (1.3), t.j. že platí podmienka u* 6 L{u). 
Prcdpokladajme, že procesy, prcbichajúce v riadenej sústave majú vyhovovat'jcdnému 
aj druhému typu ohraničení, t.zn., že na riadené procesy kladieme požiadavku nielen, 
aby boli nezáporné pre t ^ 0, ale naviac aby zastupujúci bod fázovej trajektorie 
riadenej sústavy, vyhovujúci kritériu optimálnosti (1.4) nadobúdal hodnot pre ktoré 
platí podmienka G„(x, u) >. 0 za předpokladu, že uvažujeme dovolenu oblast' ria
denia (1.3). Definujme sioptimálny riadený proces vtýchto podmienkach následovně. 

Defiiiícia 3. Budeme hovoriť, že procesy, prebiehajúce v riadenej sústave sú opti
málně, ak v každom časovom okamžiku t S: 0 výstupné veličiny riadenej sústavy 
jCj(t) vyhovujú systému (1.2) s počiatočnými podmienkami x(0) e E(0), kritériu 
optimálnosti (1.4) pri podmienke (1.3), sú nezáporné a platí pre ne podmienka 
g{t) ^ o. 

V dalších častiach tejto práce sa budeme zaoberať optimálnymi procesmi defino
vanými v definíciach 2,3 a nakoniec celu problematiku použjeme pri výpočtu opti
málneho riadenia na konkrétnej sústave na ktorú budu naložené ohraničenia. ako 
na riadiace, tak aj na riadené veličiny. 

2. VYDELENIE OBLASTI POČIATOČNÝCH PODMIENOK E(o) 

Skór než určíme oblast' počiatočných podmienok E(o), pre ktoré má systém (1.2) 
nezáporné riešenie xL{t) >. 0 vyhovujúce kritériu optimálnosti (1.4), pričom přípustné 
riadenie je z dovolenej oblasti (1.3), dokážeme si niekolko viet, ktorých budeme poz-
dcjšie používat'. 

Veta 1. Nech procesy, prebiehajúce v neriadenej sústave (1.1) sú asymptoticky 
klesajúcimi procesmi pre ktoré platí 

(2.1) limJC.(í)=-0 (i = 1,2, ...,n). 

Potom funkcie <j9t[x1(ř), x2{t),..., x„(f)] (i = 1, 2,..., n) sú rastúcimi funkciami 
času a klesajúcimi funkciami parametru x = {xlt x2, ..., x„). 

D ó k a z . Přeložme v pravouhlom súradnicovom systéme (í, x ;) priamku ^(í) = 
= k;t + V; tak, aby malá v okamžikoch tl a ř3 (řx < í3) s procesom x ř = x^t) 
spoločné body ^(f:) = x{t^ a ^ ;(ř3) = yt{t3). Je zřejmé, že ak sú splněné předpo
klady vety 1, platí pre lubovolné t2, tt < t2 < t3 vzťah 

(2.2) Zlh) > x{t2). 



46 Priamka {, idúca cez body x{t1), x{t3) v okamžikoch tu t3 má rovnicu 

(2.3) m = x{h) + Mt3)~x{h)]^. 
h ~ ti 

Keď berieme do úvahy nerovnost (2.2) bude pre vzťah (2.3) v okamžiku t = t2 platit' 

(2.4) x{t2) < x{h) + [x{t3) - x{h)] bJlh . 
h ~ ti 

Po mensej úpravě nerovnosti (2.4) dostáváme 

(2.5) x{t2) (t3 - h) < x{h) (t3 - h) + [x{t3) - x{h)] (t2 - h). 

Po převedení naznačených operácií v nerovnosti (2.5), po odpočítaní od každej 
strany súčinu x{t2) t2 a po menšej úpravě dostáváme 

(2.6) [x{t2) - x{tl)] t3 - [x{t2) - x{h)] t2 < [x{t3) -x{t2)] t2 -

- [x{h) - x{t2)] h , 

alebo 

(2.7) [x{t2) - x{h)] (t3 - t2) < [x{t3) - x{t2)] (t2 - h) . 

Pretože platí 0 < h < t2 < t3 platí aj nerovnost' 

(2.8) *'(*-) ~ x - ( r 0 < *j(f3) ~ x{t2) _ 
t2 - ti t3 - t2 

Ak platí nerovnost' (2.8), platí samozřejmé aj nerovnosť 

(2.9) •__.-) _ I i m *>('*) ~ *,(ti) < H m x{t3) - x{t2) _ dx{t2) ^ 
dti «a-.(í t2 - ti í 3 - t 2 ř3 - í2 dř2 

t.zn., že platí 

(2.10) dx ;(ř t) < dx{t2) i 
díj dř2 

ale z (1.1) vyplývá, že 

(2.11a) M i ) ^ ^ i ( ( i ) ; X i U ...5 X a ( ť i ) ] ( ť = i, 2 , . . . , n ) , 

(2.Ub) ^ U ^ ( ř , ) , ^ . . , ^ ] (í = l , 2 , . . . , n ) , 



Z nerovnosti (2.10) potom vyplývá nerovnost' 

(2.12) tplxfa), x2(ř1), ..., x^tj] < vlxfa), x2(t2)),..., x„(ř2)] (i = 1,2,..., n). 

Podlá předpokladu vety 1 prelubovolné tx, t2, pre ktoré platí nerovnost' 

(2.13) 0 < íj < t2 , 

platí, že 

(2.14) xfa) > Xi(t2) ( ř = l , 2 , . . . , n ) . 

Z nerovnosti (2.13), (2.14) a (2.12) je zřejmé, že funkcia (pb (i = 1,2,..., n) je rastú-
cou funkciou času a klesajúcou funkciou paramatru x = (x 1 ; x2, ..., x„), čo sme 
mali dokázat'. 

Poznámka. Pretože pre lubovolné tlt t2, t3, pre ktoré platí 0 g tl < t2 < t3 platí 
aj nerovnost' x^í.) > x,{t2) > Xi(t3), budu platit' aj nerovnosti t2 — t1 > 0, ř3 — 
- í 2 > 0 a Xi(í2) - x ^ ř j < 0, x ;(ř3) - x ;(ř2) < 0. Potom z nerovností (2.8)-(2.12) 
vyplývá, že ^ [ ^ ( í . ) , x 2 (ř x ), . . . , x^tj] < q>S.Xi(t2), x2(t2), ..., x„(t2)] < 0, alebo 
obecné pre t > 0 platí, že (p^xjj), x2(ť),..., x„(í)] < 0 . 

Veta 2. Nutnou a postačujúcou podmienkou k tomu, aby procesy v neriadenej 
sůstave (1.1) pre lubovolné tt, t2, t3, pre ktoré platí nerovnost' 0 <, ř t < t2 < t3, 
vyhovovali nerovnosti (2.4) je aby 

(2.15) & = - ^ i > 0 , ř > 0 (i = 1,2, . . . , n ) . 
dř 

D ó k a z . a) Nech x,(ř), ř 2: 0 vyhovuje nerovnosti (2.4). Potom ale podlá vety 
1 je q>i rastúcou funkciou času. Pre rastúcu funkciu času, ktorá má pre každé t >. 0 
deriváciu (tú sme předpokládali pri formulácii neriadenej sústavy (1.1)) nutné musí 
platit' (pl > 0. b) Podmienka q>\ > 0 je aj postačujúcou podmienkou k tomu, aby 
Xi(t), t ^ 0 vyhovoval nerovnosti (2.4). Skutočne, predpokladajme, že cp't > 0. 
Je zřejmé, že potom funkcia cpi je rastúcou funkciou času pre každé t > 0. Potom pre 
každé tu t2, pre ktoré platí nerovnost' 0 <, ř. < t2 platí aj nerovnost' (2.12), ktorú 
sme dostali úpravou zo vztahu (2.4) za předpokladu, že pre lubovolné tt, t2, t3 

platila nerovnost' 0 g tt < t2 < t3. Tým je veta dokázaná. 

Dokážeme si teraz nasledujúcu vetu, ktorá nám hovoří o maximálnom spáde 
riadeného procesu v rovině (ř, x ;). 

Veta 3. Nech pre funkciu q>'i platí podmienka (2.15). Ďalej nech procesy xf(ř) > 0 
a t]i(ť) > xt(t) > 0, ř > 0 sú procesy prebiehajúce v riadenej sústave (1.2), ktoré 
vyhovujú kritériu optimálnosti (1.4) za předpokladu, že přípustné riadenia M;(í) a 
ůi(t) sú z dovolenej oblasti riadenia (1-3). Potom platia nasledovné vztahy: 



48 a) 

(2.16) <Pí[x1(i),x2(t),...,xn(Q + Ъuui(b)<0 (i = ì,2,...,n), 

kde 

(2.17a) í M ; ( ř ) = _ l ak bn>0 (i = 1, 2, ..., n), 

(2.17b) \ui(t)= 1 ak bn<0 (i = 1,2, ..., и) 

pre xf(í) > 0, í ;> 0, 

b) 

(2.18a) f й г ( t ) > - l ak bn>0 (i = 1, 2, ..., n) , 

l«i(í) < 1 afc foi; < 0 (i = 1, 2, ..., n) 

pre W;(í) > x;(r) > 0, t ^ 0. 

D ó k a z . a) V práci [1] bola zdóraznená tá skutočnosť, že výraz (1.8) t.j. Djy+i pre 
niektoré (N = 0, 1,2, ...) dosiahne svojej minimálnej hodnoty vtedy a len vtedy, 
ak dosiahnu minimum pre každé (i = 1, 2,..., n), výrazy |x ; N+1\ za předpokladu, 
žs přípustné riadenie vi>N je z dovolenej oblasti riadenia (1.3). Predpokladajme, že 
přemenná í 2: 0 sa mění nespojité po malých kladných intervaloch A. Potom namiesto 
DN + 1 móžsmepísaťD(t + A) anamiesto |x i > J V + 1 | výraz |x ;(í + A)\. Potom pre každú 
hodnotu x;(() > 0 a x;(( + A) > 0 a pre tif(í) z dovolenej oblasti riadenia (1.3), je 
maximálna vzdialenosť v rovině (í, x ;) medzi polohou bodu x,(ř) a polohou bodu 
pre ktorý platí min |x ;(í + A)\ daná výrazom 

(2A9) x ;(í) -•min|x i(í + A]\ = max |x;(ř) - x ;(í + A)\ (i = 1, 2, .... n) . 

Upravme si výraz (2.19) takto 

(2.20) min |x;(ř + A)\ = x ;(í) - max |x;(() - x;(ř + A)\ (i = 1, 2,..., n) . 
v t V i 

Z výrazu (2.20) je vidieť, žs výraz |x ;(í + A)\ nadobúda svoju minimálnu hodnotu 
v tom istom bode vh v ktorom výraz |x;(í) — x ;(í + A] \ nadobúda svoju maximálnu 
hodnotu. Tuto skutočnosť si móžsme Iahko overiť na základe platnosti vztahu: 
max ( — [i;) = —min nr Převeďme si diferenciálny systém (1.2) na diferenčný a berme 
do úvahy obecné přípustné riadenie ui(ř) z oblasti (1.3). Je zřejmé, že potom platí 

(2.21) Xt(t + A) = xlt) + Ay^x^t), x2(t),..., x„(í)] + Aba i>,(ť) (i = 1, 2,. . . , n) 

Potom tiež platí 

(2.22) max \xt(t) - x;(ř + A)\ = max | - _ ? ) i [ x 1 ( ř ) , x 2 ( í) , . . . , x„(f)] - Abn vt(t)\ 
v, v, 

(i = í,2,...,n) 



Z poznámky za větou 1 vyplývá, že <p; < 0. Potom, ak předpokládáme, že bH > 0 
bude výraz (2.22) maximálny vtedy a len vtedy, ak pre optimálně v*(t) z oblasti (1.3) 
platí: v*(t) = H ; (Í) = - 1 a pre bu < 0: u*(t) = M;(Í) = 1. Potom je zřejmé, že 
súčin bu M;(f) je vždy záporný. Suma dvoch záporných funkcií cpi + b;;Ju; je tiež 
záporná funkcia. Tým sú dokázané vztahy (2.16) a (2.17). 

b) Je zřejmé, že maximálny spád riadeného procesu x;(f) > 0 určuje riešenie 
systému (1.2) za předpokladu, že u/t) vyhovuje podmienkám (2.17). Predpokladajme 
teraz, že procesy prebiehajúce v riadenej sústave (1.2) nemóžu z nějakých příčin 
sledovat' proces maximálneho spádu, ale móžu prebiehať len po krivke n;(f) = 
= x ;(í) + <5 (kde 5 je malé kladné číslo) za předpokladu, že i7; je z dovolenej oblasti 
riadenia. Třeba dokázat', že pre toto M ;(Í) platia potom vztahy (2.18). Postupujme 
naledovne. Dosadíme riešenie n,(í) a jemu príslušnú funkciu M ;(Í) do systému (1.2). 
Dostaneme 

(2.23) ^ 1 = cpln^t), n2(t), ..., n„(ř)] + bti ut(t) (i = 1, 2, ..., n), 
dř 

ale 

(2.24) M - = 1 {x;(f) + 5} = ^ = 9 l [ - . ( t ) , x2(f), .... x„(f)] + bu ut(t) 
df df dř 

( í = 1 , 2 , . . . , n ) 

Z výrazov (2.23) a (2.24) potom platí 

(2.25) (p[ni(t), "2(0, • •., «„(t)] + bu M ;(Í) = <plxt(t), x2(t), ..., x„(í)] + bu M;(Í) 

( í -1 ,2 , . . . ,11) 

Pretože podía předpokladu vety 3 je w;(f) > x,(ř), platí podlá vety 1 nerovnost' 

(2.26) ^ ( f ) , n2(f), ..., «„(ř)] < cpt[Xl(t), x2(t), ..., x„(f)] (i = 1, 2, ..., n) 

alebo 

(2.27) cpln^t), n2(t),..., n„(f)] - ^ ( f ) , x2(f), ..., x„(f)] < 0 (i = 1, 2, ..., n ) . 

Z nerovností (2.25) a (2.27) vyplývá výraz 

(2.28) bu(Ui(t) - alt)) = cpln^t), n2(t), ..., »„(()] - Vi[Xi(t), x2(t), ..., x„(f)] < 0 
(í = l ,2 , . . . ,n) 

alebo 
(2.29) bjufc) - ut(t)) < 0 (i = 1, 2, ..., n) . 

Potom, ak předpokládáme, že bu > 0 bude výraz (2.29) záporný vtedy a len vtedy, 
ak platí ut > M; = —1 a pre bu < 0 : M; < ut = 1, čo sme mali dokázat'. Tým je 
veta dokázaná. 



Vyslovme si teraz vetu, ktorá nám určuje oblast' počiatočných podmienok E(o) 
pre riadené procesy určené definíciou 2. 

Veta 4. Nech oblasť E(0), t.j. oblast' počiatočných podmienok riadenej sústavy 
(1.2) vyhovujúcej kritériu optimálnosti (1.4) za předpokladu, že přípustné riadenie 
je z dovolenej oblasti (1.3), je daná systémom nerovností 

(2.30a) í(p'i[xt(0), x2(0),..., x„(0)] > 0 (i = 1, 2, ..., n), 

(2.30b) (<ř>.[>i(0), x2(0),..., x„(0)] + pu Si 0 (i = 1, 2,..., n), 

kde pu = \bu\ (i = 1, 2,..., n). Potom procesy prebiehajúce v tejto riadenej sústave 
sú nezáporné pre každé t 2: 0. 

D o k a ž , a) O procesoch prebiehajúcich v neriadenej sústave (1.1) sme předpo
kládali, že sú to asymptoticky klesajúce procesy vyhovujúce podmienke (2.1). Ako 
sme ukázali vo vete 1, tieto procesy vyhovujú nerovnosti (2.4). Vo vete 2 sme dokázali, 
že nutnou a postačujúcou podmienkou k tomu, aby procesy prebiehajúce v neriadenej 
sústave vyhovovali nerovnosti (2.4) je platnost' nerovnosti (2.15) pre každé / jž 0, 
čiže aj pre t = 0. Z toho už vyplývá nerovnost (2.30a). 

b) Za předpokladu, že procesy, prebiehajúce v neriadenej sústave vyhovujúce 
systému (1.1) a podmienke (2.30a) máme dokázat', že procesy prebiehajúce v riadenej 
sústave vyhovujúce systému (1.2), podmienkam (1.4) a (1.3), sú nezáporné, ak platí 
podmienka (2.30b). Uvažujme následovně: Po převedení diferenciálneho systému 
(1.2) na diferenčný, dostáváme výraz (2.21). Predpokladajme, že namiesto koeficienta 
bu sme dosadili do systému (2.21) nějaké reálné bu + 0. Položme si teraz takúto 
otázku. Aké musí byť b*k pre konkrétné i = kv systéme (2.21), aby optimálny priebeh 
procesu xk(ť) bol nezáporný t.j. aby platilo xk(ť) S; 0. Vyšetřujme najprv případ, pre 
aké btk bude od určitého okamžiku t S: í* > 0 optimálny proces xk(t) v rovině (t, xk) 
identický rovný nule. Zo systému (2.21) pre i = k s koeficientem b*k dostáváme 
rovnicu 

(2.31) xk(t + A) = xk(t) + Acpk[Xl(t), x2(t), ..., x„(í)] + Ab*kk uk(ť). 

Ak má platit pre určité t > í* : xk(t) = 0, potom samozřejmé bude platit' aj 
xk(t + Á) = 0. Potom z výrazu (2.31) vyplývá 

(2.32) <pt[x1(ř), x2(ť),..., x„(ř)] + b*kk uk(ť) = 0, í > í* . 

Upravme si výraz (2.32) následovně 

(2.33) 6* uk(ť) = - cplx^t), x2(t), ..., x„(í)] , tžt*, 

(2.33a) |6* uk(t)\ = \b*k\ \uk(t)\ = \cpk[Xl(t), x2(f), ..., x„(í)]| , t ^ ť* , 

(2.33b) K ( f ) l = k ^ ( ^ ^ - ; ^ - > ^ ) ] l ž l , ř ^ . 
Pul 



Potom z výrazu (2.33b) platí 

(2.34) | «J>i(0 . • • -, xk(t),..., x„(t)] < \\b*kk\ , t>t*. 

Z nerovnosti (2.34) vyplývá, že ak optimálny proces xk(t) má byť od určitého oka
mžiku t = ř* identický rovný nule v rovině (ř, xfc\ musí byť bkk v absolútnej hodnotě 
váčšie, alebo nanajvýš rovné funkcii <pk[Xl(t), ...,xk(t), ...,x„(t)] v absolútnej 
hodnotě pre t 2: í*. Z realizácie kritéria optimálnosti (1.4) na riadenú sústavu (1.2) 
a z dókazu vety o maximálnom spáde optimálneho procesu Xi(í) > 0, t >. 0 platí 
pre každé i 4= k nerovnost': x;(ř*) < x;(0). Pre i = k platí: 0 = xk(t*) < xk(0), 
t = t*. Potom podlá vety 1 platí nerovnost' 

(2.35) cplx^O),..., xk(0),..., x„(0]] > cpk[Xl(t),..., xk(t),..., xn(t)] , t >= í* . 

Pretože q>k je záporné bude platit' aj nerovnost' 

(2.36) \cpk[Xí(0),..., Xk(0),..., xn(0]]\ < \<pk[Xl(t),..., xk(t),..., x„(t)]\ , t^t*. 

Predpokladajme teraz, že pre niektoré reálné bkk 4= 0 platí 

(2.37) \bkk\ ^ \q>k[Xl(0)..., xk(0),..., x„(0)]|. 

Potom z nerovností (2.36) a (2.37) vyplývá 

(2.38) k*[*i(f). • • •, *u{t), • • -. ^„(t)]| < \hu\, t^t*. 

Z nerovností (2.34) a (2.38) vidíme, že na koeficiente bkk je kladená prísnejšia 
podmienka, čo zaručuje, že ak bkk udrží proces xk(t), t S: ř* na nulovej hodnotě 
v rovině (í, xk), potom ho udrží určité aj koeficient bkk. Ak dosadíme do nerovnosti 
(2.37) pkk za \bkk\ a zo skutočnosti, že cpk < 0, dostaneme po úpravě odtialto výraz 
(2.30b) za předpokladu, že i = k. Pre (ř = 1, 2,..., n), i + k by sme výraz (2.30b) 
dokázali podobným spósobom. 

Teraz si dokažme, že výraz (2.30b) je splněný aj pre Xk(t) > 0, t > 0. Podlá vety 
o maximálnom spáde pre x;(ř) > 0, ř ^ 0 platí 

(2.39) cpk[Xl(t),..., xk(t),..., x„(t]] + bkk uk(t) < 0 , ř ^ 0 . 

Upravujme si nerovnost' (2.39) následovně 

(2.40) bkk uk(t) < -<pk[Xl(i),..., xk(t),..., x„(t]] , t>0, 

(2.40a) \bkk uk(t)\ = \bkk\ \uk(t] | < \q>k[Xl(t),..., xk(t), ..., x„(í)]| , í ^ 0 , 

(2.40b) K ( t 1 J # , t f . . . . ; V 4 . . , ^ ] i | 1 ; ^ 0 > 

P«| 
Potom z výrazu (2.40b) platí 

(2.41) \cpk[Xl(t),..., xk(t),..., x„(t)]\ < \bkk\, t ^ 0 . . 



Ak dosadíme do nerovnosti (2.41) Pkk
 z a \°u\ a bereme do úvahy, že q>k je záporná, 

potom dostáváme nerovnost' 

(2.42) ft[Xl(t),..., xk(t),..., x„(ř)] + j3tó £ 0 , í ž 0 . 

Podobné by sme previedli dókaz pre každé (i = 1, 2, ..., n), i + k. Tým je veta 
dokázaná. 

Poznámka. Z dókazu vety 4 vyplývá, že ak pre f}ti, (i = 1, 2, . . . , n) platí podmienka 
(2.30b) za předpokladu, že platí aj (2.30a) budu optimálně procesy vyhovovat 
definícii 2. 

3. VYVEDEME RIADENEHO PROCESU NA HRANICU OBLASTI 
gt(t) = 0, (i = 1,2, ..., n) 

Budeme sa zaoberať riadenými procesmi, ktoré sú definované definíciou 3. V úvode 
sme si oblast' G„(x, u) >, 0 určili parametricky takto: a;(ř) = 0, kde a;(ř) = x*(t) — 
- hi(t), (i = 1,2,..., n), kde x*(t) je optimálny riadený proces vyhovujúci definícii 3. 
Aby pri dalších úvahách nedochádzalo k omylom, alebo zámene procesov vyhovujú-
cich róznym podmienkam, vysvětlíme si ich označenia, ktoré budeme používat'. 
Predovšetkým budeme předpokládat', že tak neriadená ako aj riadená sústava má 
počiatočné podmienky z oblasti E(o). Potom pre t = 0 

x°i(t) — je proces prebiehajúci v neriadenej sústave vyhovujúcej systému (1.1), 
Xi(t) — je proces vyhovujúci súčasne def. 2 a vete o maximálnom spáde, 
M;(í) — riadenie příslušné k procesu x ;(í), 

x*(t) — je proces vyhovujúci definícii 3, 
tíf(í) — riadenie příslušné k procesu x*(t), 

xlt) - Xi(o), 

úi(t) — riadenie příslušné k procesu Xi(t). 

Dokažme si teraz vetu, ktorá nám rieši vzájomný vzťah ohraničení gt(t) = 0, 
(i = 1, 2,.. ., n) a L(u) vzhladom k optimálnemu procesu xf(í). 

Veta 5. Nech funkcia hlt) (i = 1,2, ..., n), t = 0 vyhovuje nasledovným pod
mienkam 

(3.1a) hi(t)<x°i(t), t = 0 

(3.1b) h'i(t) < 0 , t = 0. 

Aspoň pre niektoré t, t > tt nech platí 

(3.1c) hlt) > xlt). 



Nech má v bode t = 1; hodnotu 

(3.1d) h;(t;) = x;(t;) 

a konečné nech platí 

(3.1e) h't(t) > x'i(í) pre t; é t < 9; 

a 

(3.1f) /íí(f) á x'((í) pre / > S, 

jJa/ej nech optimálně procesy x*(t) vyhovujú systému (1.2) pri počiatočných pod-
mienkach z oblasti E(0) a kritériu optimálnosti (1.4). Potom na to, aby optimálny 
riadený proces x*(t) bol vyvedený na hranicu oblasti g;(t) >- O stačí, ak příslušné 
riadenie u*(t)je z dovolené] oblasti riadenia L(u), t.j. z oblasti (1.3). 

D ó k a z . Dokaž budeme prevádzať po nasledovných časových úsekoch a) 0 < t < 
<. (;, b) t; g t < 9,., c) t > 9;. 

a) Pre 0 < t < t; vyplývá z výrazov (3.1b) a (3.1d), že x ;(ř) > h;(t). Proces x;(ř) 
prebiehajúci v rovině (í, x ;) maximálnym spádom nemá s funkciou ht(t) spoločné 
body až na okamžik t = tt. Potom proces x*(í), í ^ ř; je totožný s procesom x ;(t), 
t.j. platí xf(ř) = x;(í) pre t < t;. T.zn., že aj u*(t) = u;(t), t < ř;, čiže wf(ř) je z L(u). 

b) Pre í ; g / < 3 ; platia následovně úvahy: Je zřejmé, že x;(í) vyhovuje systému 
(1.2). Napišme si toto riešenie pre t ^ ř; [3] 

(3.2) x;(ř) = x;(t;) + f {(plx^r), X2(T), ..., X„(T)] + bH u{x)} áx (i = 1, 2,..., n) . 

Výraz (3.2) určuje priebeh procesu maximálneho spádu. Ďalej uvažujme následovně. 
Ak má optimálny proces riadenej sústavy prebiehať po určitej krivke, musí táto křivka 
tiež vyhovovat' systému (1-2). Potom dostaneme pre t >. ř;, t < # ; 

(3.3) hlt) = h(tt) + j " {cplh^r), h2(x),..., /.„(T)] + bti u*(x)} áx 

(i = 1,2,...,»). 

Pretože na tomto časovom úseku platí podmienka (3.1e) platí tu určité i podmienka 
(3.1c). Z hladiska definície 3 bude proces xf(í) najoptimálnejší, ak bude totožný 
s křivkou /i,(í), t.j. ak platí x*(í) = ht(t). Z nerovností (3.1c), (3.2) a (3.3) vyplývá 
pre každé (i = 1, 2,..., n) nerovnost 

(3-4) fc,(r,) + P {cplh^x), h2(x),..., /,„(-)] + b;; u*(x)} áx > 

> *((*;) + i {fl»í[*i(t), .... *„(*)] + 6« «,(T)} dr . 
Jí. 



5 4 Ak bereme do úvahy (3.Id) móžeme si výraz (3.4) upravit' následovně 

(3.5) í'{(PiíK(r), -.., h„(T)] - <P ;[XI(T), . . . , X„(T)] + bu H*(T) - bu ufc)} ÚT > 0 

a ďalej 

(3.6) <Pi[h!(t),. •., h„(í)] - cplXl(t),..., x„(í)] + bn u*(t) - bu ut(t) > 0 

alebo 

(3.7) <p;[hi(í), • • -, h„(t)] - <Pi[*i(t), • • -, x„(í)] > bu ut(t) - bu u*(t) . 

Pretože ďalej podlá vety 1 platí pre h; > x ; nerovnost' <p;[hi, • • •, h„] < <p;[xj, ..., x„], 
alebo 9,[hi, ••-, h„] — (pi[xi, •••, x„] < 0, platí potom 

(3.8) 0 > cplh^t),..., h„(ř)] - <p ;[xi(t),..., x„(í)] > bit u{t) - bnu*(t) . 

Z nerovnosti (3.8) vyplývá 

(3.9) 0 > h ; i u ř ( f ) - f e i i M * ( í ) , 

alebo 

(3.10) bn u*(t) > bn ut(t) . 

Potom pre 

(3.Ha) bn > 0 => u*(t) > u ;(í) = - 1 , 

(3.Hb) bn < 0 => u*(t) < Ui(t) = 1. 

Poznámka. u;(í) = — 1 pre bn > 0 a u ;(í) = 1 pre bn < 0 vyplývá z vety o maxi-
málnom spáde. 

Vidíme, že pre ř; g t < 9 ; je v případe (3.Ha) riadenie u*(t) ohraničené zdola 
a v případe (3.lib) ohraničené zhora. Kvóli úplnosti musíme dokázat', že riadenie 
u*(t) je v případe (3.Ha) ohraničené aj zhora a v případe (3.lib) aj zdola. Postupuj
me následovně. Ak má byť x;(() = x;(0) riešením systému (1.2) musí pre každé 
(i = 1, 2,..., n) platif 

(3.12) á*M =
 á?M = <p;[xi(0),..., x„(0)] + bu útt) = 0 . 

Odtial platí 

(3.13) bnůi(t)= -<p ; [xi(0),- . ,x„(0)] . 

Z vety 4 vieme, že platí nerovnost' 

(3.14) |h , , |> |< ř > ; [xi(0), . . . ,x n (0)] | , 



alebo pre 

(3.15a) bn > 0 => bu > - <pj>i(0),..., x„(0)] , 

(3.15b) bti < 0 => - bn ^ ~ (Pi[xi(0),..., x„(o;] 

(cpt < 0). Potom z nerovnosti (3.15a) a z výrazu (3.13) platí 

bH >0=>bH ůi(t) = -(plx^O),..., x„(0)] < b ; ; 

alebo 

(3A6a) č>;; ň;(í) < bH , 

úít) < 1 • 

Z nerovnosti (3.15b) a z výrazu (3.13) platí 

bH <Q=> bH últ) = -(PIX^O), ..., xa(0)] ^ -fc ; ; 

alebo 

(3A6b) fciiWi(t) ^ - & Í Í , 

ú(t)> - 1 . 

Z druhej strany po dosadení h;(ř) a wf(í) do systému (1.2) a z nerovnosti (3.1b) 
a výrazu (3.12) pre každé (;' = 1, 2,..., n) dostáváme 

(3.17) cplh^t),..., h„(t)] + bu u*(t) < <PIXI(Q), ..., x„(0;] + bu Ui(i) . 

Pretože (3.1a) platí aj pre ř = 0, potom vzhladom na vetu 1 upravme si nerovnost' 

(3.17) takto 

(3.18) 0 < cplh^t), ..., hn(t)] - ^ ( O ) , . . . . x„(0)] < bu ů{i) - bu uf(t) . 

Potom platí 

(3.19) bHu*(t)< bHú{t). 

Odtial pre 

(3.20a) bH > 0 => u*(t) < ůt(t), 

(3.20b) bu < 0 => u*(t) > úi(t). 
Keď bereme teraz do úvahy nerovnosti (3.16a) a (3.20a) dostáváme 

(3.21a) bu > 0 : u*(t) < H ;(Í) ^ 1 , 

alebo nerovnosti (3.16b) a (3.20b) 

(3.21b) fe;;<0: u*(t)> «ř(ř) ŠS - 1 . 



56 Z nerovnosti (3.21a) vidíme, že uf(í) je aj zhora ohraničené pre bu > 0. Podobné 
z nerovnosti (2.21b) vyplývá, že u*(t) je ohraničené zdola pre hu < 0. Tým sme 
dokázali, že wf(ř),.í; rg t < St je z dovolenej oblasti riadenia L(u). 

c) Nech pre každé t, t ^ 9 ; platí podmienka (3.1f). Potom ak v okamžiku ť = 3 ; 

nadobudol proces vyhovující def. 3 v rovině (t, x ;) polohy xf(í) = h;(í), móže sa 
ďalej od tohoto okamžiku pohybovat' nanajvýš podlá vety o maximálnom spáde 
pretože pre t > 9 ; křivka h;(í) nevyhovuje diferenciálnemu systému (1.2) pre žiadne 
přípustné riadenie z dovolenej oblasti L(u). T.zn., že pre í S; 9 ; platí xf (f) = x;(ř) 2; 
2; h,-(ř), čo vyhovuje podmienka gt(t) 2: 0. Pre «f(í) platia vztahy (2A7), čiže i pre 
t 2í 9 ; je u* z dovolenej oblasti riadenia L(u). 

Tým je veta dokázaná. 
V nasledujúcej stati si popíšeme algoritmus výpočtu optimálneho riadenia za před

pokladu, že uvažujeme ohraničenie gt(t) 2: 0 na optimálny proces, prebiehajúci 
v riadencj sústave. 

4. ALGORITMUS VÝPOČTU OPTIMÁLNEHO RIADENIA 

Ako sme spomenuli v úvode, algoritmus výpočtu zložiek optimálneho riadenia 
(1.11) sa nemění ani pri ohraničení oř(ř) ^ 0 na výstupné veličiny riadenej sústavy. 
Je nutné však brať zřetel na to, aby v každom časovom okamžiku, napr. t = ř;, 
t 2; 0 platil vzťah xf(í) 2; ht(t). V případe, že by pre niektoré ř > ř; málo dójsť 
k porušeniu tejto podmienky, potom optimálny proces x*(t) vzhladom na kritérium 
optimálnosti (1.4) a podmienku gt(t) 2: 0 musí vyhovovat rovnici (3.3) až po určité 
t = 5 ;. T.zn., že bude platit' xf(f) = h;(t), í ; g t < 3,. Potom z rovnice (3.3) pri 
známom ht(t) je možné vypočítat' optimálně riadenie u*(t) příslušné k procesu xf(í) 
na intervale ř; :£ t < 9 ;. Pretože h;(í) je hladká křivka pre ktorú platí podmienka 
(3.1b) budu v okamžiku t = 9 ; platit' vztahy dx*(í)/dí = /z';(ř), xf(í) = h;(í) a riadenie 
«f(9 ;) je možné tiež vypočítat' z rovnice (3.3). Ďalej ak pre t < 9-t optimálny proces 
xf (ř), vyhovujúci systému (1.2) (pri počiatočných podmienkách z E(0)) a podmienkam 
(1.4), (1.3), má smernicu dotyčnice vačšiu ako křivka /i;(r) v tom istom okamžiku, 
pojde xf(í) po krivke maximálneho spádu, t.j. xf(í) = x ;(ř) a uf(ř) = u ;(í). Teraz 
sa pokusíme objasnit' postupné výpočet zložiek optimálneho riadenia a diskrétnych 
zlož.ek optimálnej fázovej trajektorie riadenej sústavy (1.5) na číslicovom počítači, 
za předpokladu, že neuvažujeme aj ohraničenia A ; (Í) S; 0. Predovšetkým nahraďme 
si křivku h;(í) jej diskrétnym modelom hiiN, t.zn., že nebudeme uvažovat' každý časový 
okamžik í S: 0, ale len hodnoty tN = NA (N = 0, 1, 2, . . . ) . Upustíme teraz od ozna-
čovania procesu (xf, x ;, x°, x ;), pretože výpočty nebudeme prevádzať analyticky. 
Pri výpočte diskrétnych hodnot zložiek optimálnej fázovej trajektorie riadenej 
sústavy a k nim příslušných zložiek optimálneho riadenia sústreďme pozornost 
na výrazy dané rovnicami (1.5), (1-6), (1.11), na výraz 

(4.1) xi<N+1 ^ hitN+l (i = 1,2,...,n;N = 0,1,2,...). 



(Pre x;,o Platí podmienka (3.1a), t.j. x;(0) = x ; o > híi0), a na výraz 

(A 7\ ,j (y y \ - hň±l ~ H'ÁXi,N, ••;X„.N) 
V 4 ' ^ Ui,N\Xl,N> ••; Xn,N) 77^ 

Ab!i 

(i = 1,2,..., n;JV = 0, 1,2, . . . ) . 

Výraz (4.2) sme dostali po dosadení hitN+1 za x ; j v + i do rovnice (1.5) (optimálny 
diskrétny proces bude sledovat diskrétny model křivky n((í)). Realizáciu výpočtu 
hodnot x ř i V + , a ui<N prevádzame následovně: Predpokladajme, že stav riadenej 
sústavy (1.5) na JV-tom kroku poznáme, t.zn. že poznáme x ; J V pre každé 
(j = 1, 2,..., n). Ďalej predpokladajme, že na predchádzajúcom kroku bola splněná 
podmienka (4.1), to znamená, že platilo x ; N > h!N pre každé (i = 1, 2,. . . , n). 
Potom z výrazu (1.6) vypočítáme hodnoty funkcie HiN v bodoch x ; j v . Za pomoci 
funkcií Hi>N určíme zložky vektora riadenia podlá algoritmu (1.11). Ak poznáme 
UÍ,N (i — L 2, ..., n) na iV-tom stave riadenej sústavy, móžeme vypočítat' (N + l)-vý 
stav sústavy z výrazu (1.5). Ak potom pre každé (i = 1, 2, ..., n) platí podmienka 
(4.1) výpočet na (N + l)-vom stave a dalších sa opakuje ako na JV-tom stave. 

Ak pre niektoré i — j podmienka (4.1) neplatí, tak do buňky pamate, v ktorej 
bola uložená hodnota uiN vypočítaná za pomoci (1.11) dosadíme hodnotu uiN 

z výrazu (4.2). Potom z výrazu (1.5) je zřejmé, že pre hodnotu xjiN+1 bude platiť 
XJ,N+Í = hJtN+l. V podmienke (4.1) bude platiť znamienko rovnosti, čo nás oprav
ňuje prejsť na (N + l)-vý stav riadenej sústavy na ktorom sa výpočet opakuje ako 
na JV-tom stave. Výpočet ukončíme, ak pre niektoré N a pre každé (i = 1, 2,..., n) 
platí podmienka (1.12). 

V nasledujúcej časti si algoritmus výpočtu ověříme na konkrétnom příklade. 

5. REALIZÁCIA ALGORITMU VÝPOČTU 

Predpokladajme, že máme neriadenú sústavu, v ktorej prebiehajúce procesy majú 
vlastnosti, o ktorých sme sa zmienili v úvodnej časti. Nech táto neriadená sústava 
je popísaná napr. v nasledovným diferenciálnym systémom 

Г ^ Í Û . 0,5x^(0-*a(í), xi(ío)-**i(0), 
(5.1) 

dí 

F 2 Í - - 3,75x.(0 - 3,5x2(0 , x2(ř0) = x2(0). 
L dř 

Ďalej nech riadená sústava je popísaná diferenciálnym systémom tvaru 

(5.2) 

^M = 0,5x,(ř) - x2(0 + bu «.(0 Xl(t0) = x.(0), 

= 3,75xx(0 - 3,5x2(0 + b22 u2(t) x2(t0) = x 2 (0), 

dí 

dx 2 (ř) 

dí 



58 kde blí = 1,4, b22 = —2,5 a pre u1 — ut(t), u2 = « 2 (0 nech platí 

(5.3) |«i(Ol = ! (t = 0;í = l , 2 ) . 

Vidíme, že systém (5.1) dostaneme zo systému (5.2) ak položíme bu ui(t), (t _ 0; 
i = 1, 2) identicky rovné nule. Funkcie <Pi{xi(t), x 2(t)], (i = 1, 2) sú: 

(5.4a) Pi [* i (0 , x 2 (0] = 0,5x^0 - x2(t) , 

(5.4b) 9>2[*i(0> * 2 ( 0 ] = 3,75x^0 - 3,5x2(0 . 

Nájdime si predovšetkým oblast' počiatočných podmienok E(0), ktorů dostáváme 
riesením systému (2.30). V případe systémov (5.1) a (5.2) móžeme oblast' E(0) zakreslit' 
grafický v rovině (x 1 ; x 2 ). Z výrazu (2.30a) vyplývá: 

(5.5a) 0,5x1(0 - * í ( 0 > 0 . í = řo , 

(5.5b) 3,75x1(0 - 3,5x2(0 > 0 , t = t0 . 

Dosaďme do výrazu (5.5a) a (5.5b) pravé strany systému (5.1) t.j. výrazy x',(0 = 
= dx;(0/dř. Po úpravě dostáváme 

(5.6a) x2(0) > l,16xj.(0) , 

(5.6b) x2(0) > l,32x,.(0) . 

Vidíme, že dvojice (x^O), x2(0)), vyhovujúce súčasne obom nerovnostiam (5.6) sú 
určené nerovnosťou (5.6b). Nerovnost' (5.6b) je na obr. 1 znázorněná orientovanou 
priamkou, označenou 1. Z výrazu (2.30b) vyplývá: 

(5.7a) 0,5x.(0) - x2(0) + 1,4 = 0 , 

(5.7b) 3,75x^0) - 3,5x2(0) + 2,5 = 0 . 

Po úpravě dostáváme 

(5.8a) x2(0) = 0,5xt(0) + 1,4 , 

(5.8b) x2(0) ^ l,07x.(0) + 0,71 . 

Nerovnosť (5.8a) je na obr. 1 znázorněná orientovanou priamkou označenou 2 
a nerovnosť (5.8b) 3. Potom oblast' £(0) je v rovině (x^O), x2(0)) určená nerovnosťami 
(5.6b), (5.8a), (5.8b) a priamkou xx(0) = 0. Nech napr. počiatočné podmienky 
systémov (5.1) a (5.2) sú: x t(0) = 1, 2, x2(0) = 2. Z obr. 1 vidíme, že bod (1,2; 2) 
patří do oblasti E(0). Napišme si výrazy (1.6) pre systém (5.2) za předpokladu, že 
A = 0,1: 

(5.9a) H1( J¥(x l j l v>x2) iV)_ l,Q5x1(N - 0 , l x 2 , w , 

(5.9b) H2iN(xUN, x2JV) = 0,375xljN - 0,65x2>lV . 



Predpokladajme ďalej, že křivky ht = h;(í) sú dané nasledovnými rovnicami 

(5.10) hi(t) = at - (a, - í) 2 , (í = 0; i = 1, 2) , 

kde 
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a. = ь 

x2(0) 

a2 = 2,15 ; a. = -0,44, a2 = -

lľ 

0,87. 

^Г 

2,0-
# У 

1,7 

1,0 

j<\x\/ 

0,71 l *i(0) 

C 1 1— 
1 1,2 

2 
Obr. 1. 

Potom /ii;Jv+i bude 

(5.11) hitN+1 = at - [Ki - (N + 1) <d] (JV = 0, 1, 2, ...; i = 1, 2) 

Systém rovnic (1.5) je 

(5.12a) \xUN+1 = HUN(xliN, x2<N) + 0,14uUN(xliN, x2<N) , %1>0 = 1, 2 

(5.12b) [^2,^+! = H2tN(xUN, x2iN) - 0,25u2iN(xUN, x2<N), x2fi = 2, 0 

Na obr. 2 sú vynesené procesy x°(t) prebiehajúce v neriadenej sústave (5.1), funkcie 
ht(t) a procesy X;(í) prebiehajúce v riadenej sústave (5.2). Zložky optimálnej funkcie 
riadenia ut(t) sú vynesené na obr. 3. Podlá výkladu tvoria křivky ht(t) hranice oblasti 
9i(t) =Š 0- Kvóli názornosti sú oblasti v okolí svojich hraníc zaštrichované. Riadené 
procesy končia pri t = 0,6 sec. Vzhladom na podmienku (1.12) je nutné previesť 
este jeden krok, t.j. výpočet je ukončený v t = 0,7 sec. 
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6. ZÁVĚR 

V dynamickej optimalizácii riadených sústav poznáme rózne metody na výpočet 
optimálneho riadenia [2]. V podstatě ide vždy o variačný problém spočívajúci 
v nájdení extrému určitého funkcionála, ktorý reprezentuje kritérium optimálnosti 
riadenej sústavy, pričom sa předpokládá, že přípustné riadenie u(í) patří do nejakej 
predom určenej uzatvorenej oblasti. Právě tá skutočnosť, že dovolená oblast' riadenia 
je uzatvorenou oblasťou, si vynucuje pri výpočtoch používanie róznych neklasických 
metod variačního počtu. V praxi sa však velmi často vyskytujú i také případy, kedy 
je nutné klásť ohramčujúce podmienky nielen na přípustné riadenie, ale aj na samotné 
riadené veličiny. V takom případe třeba náJ3t' také optimálně riadenie, ktoré dává 
extrém zvolenému funkcionalit, ktoré však nedovolí, aby riadené veličiny překročili 
hranicu dovolenej oblasti výstupných veličin riadenej sústavy. V predkladanej práci 
sa autor zaoberá podobnou problematikou. Dokazuje, za akých podmienok móžu 
byť riadené veličiny vyvedené na hranicu dovolenej oblasti výstupných veličin riade
nej sústavy za předpokladu, že přípustné riadenie sú z dovolenej oblasti riadenia. 
Je uvedený algoritmus výpočtu optimálneho riadenia a spósob výpočtu optimálnych 
výstupných veličin riadených sústav vyhovujúcich určitým podmienkám. Teoretický 
výklad bol ověřený na konkrétnej riadenej sústave. Výsledky výpočtov sú na obr. 2 
a 3. Ako sme spomenuli v závěre práce [ l ] móže byť optimálně riadenie minimalizu-
júce výraz (1.4) kvázioptimálne aj vzhladom na všeobecnejsie funkcionály. Výhoda 
navrhovaného spósobu výpočtu optimálneho riadenia je predovšetkym v jednodu
chosti algoritmu, v podstatnom skrátení držky doby realizácie výpočtu optimálneho 
riadenia na číslicovom poč;tači (oproti principu maxima o 20 a oproti metodě dyna
mického programovania až o 360krát [1], [2]) a nakoniec, že móžeme uvažovat' aj 
o ohraničení na výstupné veličiny riadenej sústavy. 

(Došlo dňa 5. juna 1967.) 
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,52 S U M M A R Y  

Dynamic Optimization of Controlled Multi-Parameter System with 
Constraints Imposed on Both the Controlled and the Controlling 
Quantities 

JAN ULICNY 

There are frequent cases in practice where it is necessary to impose constraints 
not only on the controlling but also on controlled quantities. The problem of dynamic 
optimization then consists in the task to find an optimal solution which allots the 
extremum to the chosen optimaility criterion but hinders the controlled quantities 
to exceed the boundaries of the permitted domain of the output quantities of the 
controlled system. The author refers in the paper to the conditions to which the 
controlled quantities are subject when carried to the boundaries of the permitted 
domain of controlled system's output quantities provided that the admitted controls 
stem from the permitted domain of control. 
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