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KYBERNETIKA CISLO 6, ROCNIK 6/1970

Ein Modell des nichthomogenen Markoffschen
Geburts- und Todes-Prozesses mit gesteuertem
Mittelwert 11

FRANTISEK ZRCEK

In diesem Teil werden die Satze und dic Formeln hergeleitet, welche in dem ersten Teil des
Artikels* eingefiihrt werden und auf denen die Losung des betrachteten Problems begriindet
wird.

ANHANG 1
Die Bedingungen A(f) = 0 und u(f) = 0 sind erfiillt, wenn
. 7)
(1) gz 1) [2 90) , 1],
10
wie es aus (16) und (17) folgt.

Im Sinne der physikalischen Beschaffenheit unseres Problems und der gegebenen
Aufgabe nach gelten folgende Bezichungen:

f§)>0,49()20,/()=20, g()=Z0-

Die Bedingung (I-1) wird erfiilit, wenn fiir die Funktion ¢'(f) gilt

(1-2) | g1 > f( [2;’-8 + 1] fiir f(¢) >0
und )
(13) a0 > 1) [2 Jf(ﬁg - 1] far f(1) <0.

* Kybernetika 6 (1970), 5, 382—398.
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In einem Zeitabschnitt {t,, fr+ 17> W0 f'{t) > 0, bestimmt man g(f) durch
(290
1-4 g'()) = k. f(1) [2 2Lt 1]0
(1-4) , 0
In einem Zeitabschnitt {4+ L+2>, Wo f(f) < O ist, bestimmt man g(f) durch

D) () = 1.50) [z %L ]

Die Grésse k, bzw. [, muss 50 bestimmt werden, dass die Gleichung (I-4), bzw. (I-5),
die Forderung (I-2), bzw. (I-3), erfiillt.

Da f(¢) > 0 und g(f) 2 0 ist, wird die Forderung (I-2) durch (I-4) immer erfiillt,
wenn die Konstante k > 1 ist.

Zur Bestimmung der Beeinflussung einer Funktion g(t) durch k schitzt man die
Bezichung

k)
ok

ab, wodurch man die Relation (20) erhilt.

Beziiglich der Forderung (I-3), welche durch die Gleichung (I-5) erfiillt werden
soll, muss die Grosse I in einem Zeitabschnitt <7, , t,+,» im allgemeinen die Werte
I Z 1 annehmen, wenn g(t) = 1£(¢) ist.

Die Streuung nimmt mit der Zeit rasch zu. Aus diesem Grunde pflegt oft in der
Praxis die Bezichung g(#) > %f(?) erfiillt zu sein. Dann ist es mdglich [ fiir eine Kon-
stante 0 < I < 1 zu halten und die Lésung von (I-5) als (19) zu schreiben.

Die Becinflussung der Funktion g(r) durch I bestimmt man durch Abschitzung

———690’ ) >0.
al

Hieraus konnen wir die Schlussfolgerung (21), bzw. (22) zichen, je nachdem, wo
im Intervall {0, 1) sich die Konstante [ befindet.

Wird nicht in einem Zeitabschnitt, in welchem f'(f) < 0 ist, die Forderung g(f) >
> 3f(1) erfiillt, so bestimmt man die Grosse [ als eine Zeitfunktion (f) durch die
Gleichung (I-5). Zugleich muss I(f) Z 1 sein, wenn g(t) = 1f(r) ist.

ANHANG II

Wir fithren

(1i-1)




ein, wo 481

g = e,
Nun schreiben wir (8) als

N+n-—k-—

(11-2) 'pt) = u"'A"A”*"(:i)(—l)k (]Z )( N1 l)(y/ZAB)”‘.

Wir bezeichnen mit 8y den Absolutwert einer Anderung des Zahlenzustandes des
betrachteten Systems, welche im Verlaufe eines Zeitabschnittes der Lange t stattfand
und schreiben -
Oy = ]n — N| ] .

Wir werden weiter folgende Fille unterscheiden:
a) Afp fir nZN;
b) A=p fir nZN.
II. 1. Abschiitzung von 4 und B

Aus (II-1) folgt

A = +!IL—J, plog_ k=2
1 1
& &
Wir setzen
u=(u—At.
Als y/(u) schreibt man
(0 =)t 1
(11-3) W) === 'T = ;"W*
— e + R —
& k=1 (k+ 1)!

Es ergibt sich dann

At = gy -2

‘ll(u)y B! = yi l//(:u)_
t t

Mit u = 3, wo » < 1 ist, ist es moglich, wenn die Grossen x hoéherer Ordnung
vernachldssigt werden und

(11-4) A<l,p<l,t=1<1
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ist, wegen (u) = () endlich
(11-5) A=1, B=—1

und
(11-6) A.|Bl =1t

zu schreiben.
II. 2. Bedingungen fiir monotones Wachstum der Reihe (8)

Im weiteren wird es notwendig sein die Maximalwerte der Ausdriicke

A (5

zu kennen. Zuerst gehen wir also an ihre Ableitung heran.

I1. 2.1 Hilfssatz. Nimmt r sukzessiv die Werte r = 1,2,...,N — 1 an, dann
bilden die Ausdriicke
L/(N~r)
win = (V
r
eine Folge, welche ein monotones Wachstum besitzt. Ein Ausdruck W(r) erreicht
den Maximalwert W(r)p,, fiir r = N — 1 und es gilt

(11-7) W(P)max = W(N — 1) = N.

Beweis.

r

W) _(N=r+I\""NN-1)..[N=-(N-r+1]
w(r — 1) ( ) TWN-AW-r-1..3.2.1"

Durch Umformung des letzten Ausdruckes erhilt man
Wr _ (N N—1 r+1\ (N—r+1 N=r+1 N-r+]
w(r — 1) ’ N N—-r N-r—-1" 1 ’

v

r r r
Hieraus ergibt sich gleich, dass

w(r)

> 1.
W(r— 1)

1. 2.2, Hilfssatz. Nimmt r sukzessiv die Werte r = 1,2,...,n — 1 an und sei



N > n. Dann bilden die Ausdriicke

L ” (1\:) 1= A »
)=

eine Folge, welche ein motonones Wachstum besitzt. Ein Ausdruck W(r) errelcht
den Maximalwert W(r),,, fiirr = n — 1 und es gllt

n
I1-8 W()pax = Wn — 1) = ———
(115) (o = W = 1) =
Beweis.

. n
W+ 1) _ (N =\ (—) B
w(r) r+1) UN-=£\
P TR
Durch Umformung des letzten Ausdruckes erhilt mann.’ G
K(j_i-_l) n—1 r+1 Neor N-=p TR N
w(r) O R ) Y L v

Hieraus ergibt sich gleich, dass

Wen) e

II. 2.3. Monotones Wachstum der Reihe (8) fiir 1 + u,n > N. Nun beachten \(S;ir
folgende Reihe

N e\ EEHN FREEY B F A DU YRS
(11-9) ¥ (N +n—k 1)-
L k=0 ‘

N -1

Wir setzen
(11-10) Wt+n-Dt_

(N=1)n!
und

n—r+.1
11-11 — =0, .
( ) N+n-—r &,
Dann ist : ’

NIN+n—-k—-1 T al
k=0 ( N-1 > a[l +1§x ¢1=—[1Q']

483
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Es gilt

(11-12) 0,

Wir schitzen jetzt die Werte von Q, ab und legen
n—r+1l=u, N+n—-r=uv.
Nun ist
Oy _u.v+v
0, u.v+u

Wegen N > 1 und v > u folgt daraus

: Q1 > Q.
Aus (1I-11) ist zugleich
Q. <1.
Hieraus ergibt sich
(I1-13) 1>0,>0,>...>Qy_y > 0y.
Wir kehren zu der Reihe (II-2) zuriick, welche man jetzt als
N — —
(11-14) ) =3 (NN E Y gy
=0\ k N-1

schreiben kann.
Ein gemeines Glied der Reihe (II-14) fiir k = r ist

(11-13) ) S, = NVQ:i Q2.2 O
r (ude?y
Das letzte Glied dieser Reihe ist

S, = Q.05..-0r Qrsy .- QN.
N (#/112)' : (#hz)N—r

Man sucht jetzt die Bedingungen, unter welchen das Glied Sy den Maximalwert von
allen Gliedern der Reihe (1I-16) annimmt. Es muss also folgende Beziehung

N

(11-16) - Su_ b2

— = ST > ]

S, <N>(Nh2)~—r
, .

fiir ein beliebiges r = 1,2, ..., N — 1 erfiillt werden.



Durch Umformungen von (II-16) erhilt man

N 1/(N=r)
()

11-17 —— — > udt?.
( ) (Il\ n+N-—-r—1 K
r) n—1
Man braucht jetzt also einen solchen Wert von r zu finden, fiir den die linke Seite
der Ungleichung (1I-17) einen Minimalwert erreicht. Dies wird durch folgendes

Verfahren leichter gemacht.
Mit Hilfe der Bezichungen (1I-13) erhili man

N
ITo>ov.
RETES!
Setzt man den letzten Ausdruck in (II-16) ein, so bekommt die Beziehung (II-16)
folgende Form:

(11-18) <-}%’LYA> <Ij )

/

Ersetzen wir hierin Qy durct {I1-12), so bekommen wir endlich die Forderung

(11-19) ik S e VS

AN\
e
r

deren Einhalten es sicher stellt, dass das letzte Glied der Reihe (II—14) zugleich das
grosste ist.
Die Beziehung (II—19) wird durch einen solchen Wert der Grosse r = 1,2, ..., N —1

1/(N=r)
erfiillt, fiir den der Ausdruck < > den Maximalwert erreicht. Aus (II-17)
F

geht hervor, dass es der Wert r = N — 1 ist und dass zugleich der erwidhnte Ausdruck
selbst den Wert N annimmt.

Mit |n — N| = 8y nimmt endlich unscre Bedingung die Form
(11-20) WEL o

: nN

an. Dadurch wird die Beziehung (30) fiir den Fall A + p und n > N bewiesen.

Nun wenden wir uns zur Abschitzung eines Verhéltnisses von zwei beliebigen
nacheinanderfolgenden Gliedern der Reihe (II— 14).

Mit Hilfe der Ausdriicke (II-11) und (II-15) erhilt man

S;41 N-—-7r n—r 1

S5, r+1 Ntn—r—1 pid’

485



486 Mit Hilfe von (II-20) und mit r = N — i, wo i £ N, ist ¥ ¢

Sei_n—=N+i n.i . N

S, n—N+]n+l—1N—zj~1

Hieraus ergibt sich, dass fir 1 <i < N

§L‘>l
S,

r “a

ist. Oﬁ"enbar hat also die Reihe (II-14) in vorhegendem Fa ¢

inonotones Wachs-
tum, wenn die Forderung (11-20) erfiillt wird. S

1I. 2.4. Monotones Wachstum der Reihe (8) fiir 1 & p, n < N. Fir diesen Fall
lasst sich die Ableitung der Forderung (30) auf dhnliche Weise wie in vorigem Fall
bilden. - - - Amelsre!

Es gilt hier 0 < k < n fiir die Reihe (II 14) Mit Auslassung von- C ist das r-te
Glied der Reihe (1I-14)

ey T aisedd

und das n-te Glied
' s :(N>QIAQZ..'Qr Qi 0,
n

([UIIZ)' . (H/'LtZ)n—r ’
WO
r=12,..,n—1 are e
Weiter ist
n—r+1 .
Q=—"—"—,0=
N+n—r

shand weh
Wleder wird gesucht unter welcher Bedingung die Bezxe}:%n%

TSh B

(11-21) Sl
s

fiir ein beliebiges r = 1,2,..,n — 1 gilt. =~ :
In dhnlicher Weise wir frither bekommt man auch in vorliegendem Fall n < N
folgende Forderung

it s N\ e
1 (n) Ly

11-22 - R AL > it
(1122) ~ 1N > e,
r/l

welche erfiillt werden muss, wenn (II-21) gelten soll. *




Nach den Ergebnissen des Absatzes I1.2.2 erreicht die linke Seite der Ungleichung
(II-22) den Minimalwert fiir » = n — 1. Hieraus bekommt man endlich die For-
derung (T1-22) in der Form

5, + 1

1123 > pit® .
(11-23) Tk

n.
Soll also das letzte Glied S, der Reihe (1I-14) fiir n < N zugleich ein Glied mit
grosstem Wert scin, muss (I1-23) gelten.
Ahnlich wie in letztem Fall kann man beweisen, dass

S, _oy+1

S,—, nNw#

n

ist und dass also auch im Fall n < N die Reihe (II-14) cin monotones Wachstum
besitzt.

I1. 2.5. Monotones Wachstum der Reihe (8) fir A = y, n =N und A =gy, n EN
kann man in gleicher Weise wie bisher beweisen. Die Ableitung wird also nicht mehr
gegeben.

ANHANG I

Es wird zuerst die Definition eines speziellen Markoffschen Prozesses der Immigra-
tion und Emigration Z(1) fiir Modellierzwecke gegeben, die die Ableitung der Formel
(37) erméglicht. .

Man setze voraus, dass in einen begrenzten Raum, der zur Zeit ¢ = 0 leer ist,
zufélligerweise positive und negative Einheiten eintreten. Wir bezeichnen mit «
die Durchschnittszahl der positiven Einheiten, die wihrend einer Zeiteinheit in den
Raum eingetreten sind. Ahnlich, mit f, bezeichnen wir die Durchschnittszahl der
negativen Einheiten. Das Eindringen der Einheiten sei cin zufilliger Prozess mit der
Poisson-Verteilung. Die gleichzeitige Erscheinung einer positiven und einer negati-
ven Einheit in unserem Raum fiihrt zu ihrer gegenseitigen Vernichtung. Dies zeigt
sich so, als ob darin keine Einheit wiire.

Nun schreiben wir die Wahrscheinlichkeit, dass wihrend der Zeit f unseren Raum n
positive Einheiten betreten, als

(1118 o epn(t)z(w')" e,

Fiir 7 negative Einheiten erhilt man

) e @e-?'.

487
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Unter der Bedingung, dass die positiven und negativen Einbeiten unseren Raum
zufilligerweise frei und unabhingig betreten konnen, erhilt man fiir die Wahrschein-
lichkeit, dass darin zur Zeit ¢ eine Zahl von »n positiven Einheiten ist, wobei n > 0,

(I11-3) 0] =kj206pn+k(t) - pdi)

und fiir die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢ eine Zahl von n negativen Einheiten
in unserem Raum ist, fiir n > 0,

(111-4) D) = X OPueild) - *R1) -
Die Wahrscheinlichkeit, dass unser Raum zur Zeit ¢ leer ist, ergibt sich zu
(ms) po(l) = 2 °00) - °nlD)-

Mit Hilfe der Gleichungen (III-1) und (III-2) und durch Anwendung der modifi-
zierten Besselschen Funktion ganzer Ordnung n schreibt man (III—3) als

(11L-6) 1) = o= (E)"/Z 1,2t ()
n ﬁ n -

und (I11-4) als

(117 “pa(f) = e <§)"l21"(2t J@B)) .

Unter der Voraussetzung dass n nur ganze Werte aus dem Intervall {(—o0, +00)
annehmen kann und mit Beriicksichtigung, dass fiir ganze n die Beziehung

I-n(z) = I,,(Z)

gilt, ist es moglich, statt der beiden Formeln (II1-6) und (III-7), eine einzige Formel

: o nj/2
(L9) ) = e (510 )

zu schreiben.
Ein negativer Wert von n in (III-S) bedeutet, dass man ein solc¢hes Ereignis betrach-
tet, wann eine Zahl von n negativen Einheiten in unserem Raum erscheinen soll.
Nun treten wir zum Beweis, dass die Formel (III-S) eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Zufallsgrosse Z(f) = n ist. Dazu beniitzt man folgende Formeln [6]:

1,02t J(@B)] = 73D J,[i2t \J(@B)]



und
+ oo
(111-9) Y &I (z) = G2

Hier setzte man
. fx .
E=—j \/E und  z = j2t /(«f) .

Jetzt kann man schreiben wie folgt:

n=—ow

£ st oo 3 [(3)" o asocsom -

= e~ @Dt itV @P(— V@B =IVE@IB)

Dics beweist, dass (III-8) die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Prozesses Z(f)
ist.

Man bestimmt noch den Mittelwert und die Streuung des Prozesses Z(1).

Zu diesem Zwecke fithrt man die erzeugende Funktion

(II-10) P(s, ) = Z pi(t) . 8"

n=—o

ein. Mit Hilfe von (III-9) schreibt man diese Funktion als
(1I-11) P(s, f) = ellestpmhm@ermn

Offenbar ist die Bedingung, die an erzeugende Funktionen gestellt wird, durch
(I11-11) erfiillt, denn
P15 =1
ist. .
Nun ergeben sich fiir den Mittelwert und die Streuung folgende Gleichungen [1]:

mz] - L&
D[Z()] = 8 P(s 1) 5Pgss, t) B (apgi, t))zl B

Hieraus erhilt man endlich die Formeln (38) und (39). Ist
(1m1-12) 2 J@p) < 1,

so kann die Formel (I1I-8) eine einfachere Form annchmen, der Eigenschaft wegen,

489
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dass es fiir z < 1 bei modifizierten Besselschen Funktionen
2
(111-13) I(z) = ——
2. n!

gilt. Zugleich ist es aber notwendig nach der fritheren Form von zwei Gleichungen fiir
Pa(t) zuriickzugreifen, denn mit (I11-13) ist die Beziehung I _,(z) = I,(z) nicht mehr
giiltig.

Wegen (ITI-12) schreibt man also statt (I11-8) die Bezichungen

ul
(111-14) pt) = (ﬁ?— LeTED fir n 20,
n:

(111-15) o) = (-ﬁt!—) e fiir n< 0.
n!

Man stellt noch den Fehler fest, der durch Néherungsformeln (11-14) und (IIf-15)
aufkommt. Fiir diesen Fehler hélt man die Abweichung von 1 der folgenden Summe S

(11L-16) 5 =§0’pn(t) +§1"’pn(t)-

Legt man
AJuf=w <1, 20<1, 2Bt=1,

so kann man mit Vernachldssigung der Grossen hoherer Ordnung

s=1-2_
4

schreiben.
Offenbar nimmt der Fehler mit dem Werte aft* ab.

ANHANG IV. UMFORMUNG DER BEZIEHUNGEN FUR
WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG NACH STIRLINGS FORMEL

Man schreibt
6N=[n—Nl und t=r.

Prozess Y(7)
Fiir A % p schreibt man statt (31) die Formel

L (N 4 8y — 1)V om0
\/(275) (N — I)N—O,SéNin+0.5

(i)™

(IV-I)' TPy ranl(T) =



und statt (33) die Formel 491

1 NN+0,5

(v-2) pn-ay(7) = \/(Z‘rr) = (SN)N—""W'SaZ"N’S (ury™.

Fiir 4 = p schreibt man statt (34) die Formel

N+6y=0,5 N 1 — I\
(IV-3)  pyray(t) = L (N+6y—1) At 1— At
J@Em) (N — ¥ TSN — Ie 1+ it

und statt (36) die Formel

1 NN+0.5 At ¥ /1 =\
TV-4) "py-s.(7) = .
) puesl®) = s om0 (T2 g) ras)

Prozess Z(t)

Statt (41) schreibt man

N
V-5 : S L0 e e
( ) P,;,,(T) 5N6N+°’5\/(2TE)

Statt (43) schreibt man

(Brey™ e~ @thr

(IV"6) . _szn(T) = 5~ou+o.sj/v(27n) .

ANHANG V

Das betrachtete Problem stellt eine Aufgabe vor uns, die Bedingungen fiir Gleich-
heit von
(IV-1) und (IV-5) bei n > N
und von
(IV-2) und (IV-6) bei n < N
zu suchen.
Es wird hier nur der Fail 1 + u geldst. Im Falle A = g schreitet man dhnlicherweise
fort.
Wegen der obigen Gleichheiten folgr also fiir A #+ ¢

;3 (N—0,5)/dn\ o
14+ X
N-—-1

[

N Sy — 1PN = o e




und

5 —(N+0,5)/6n\ ON
(-%)
S (N _ 6N)(7N . .uaN - ﬁan et
€

Ist N > 8y, so streben die Beziehungen

N/én —N/ow
1+ o und (1 - é"i)
N N

7

gegen e. .
Mit N » 1 ergibt sich hieraus fiir beide obenerwiihnten Gleichungen

(N2 = o emCt O
(NP = g et
Wihlt man den Wert von o, ff und 7 so, dass
(v-1) 1 —e @ ¢ g

gilt, gelangt man schliesslich zu den Formeln (45) und (46).

ANHANG VI

Es sei k=1,2,...,und t = kr die Zeit, wann der (k + 1)-te Zeitabschnitt der
Lénge 7 beginnt, in welchem man den Prozess X() durch den Prozess Y(r) ersetzt,
wobei die Koeffizienten « und f nach Formeln (45) und (46) bestimmt werden. Die
zugehdrigen Werte von 1 und p entsprechen den Koeffizienten A(f) und p() des
nichthomogenen Prozesses X(¢) fiir ¢ = k. Mit N bezeichnet man den Zahlenzustand,
welchen eine Realisierung zur Zeit ¢t = kr erreichte.

Durch stetige Anderung erreichen die Koeffizienten A(¥) und p(f) am Ende des
Zeitabschnittes die Werte A((k + 1) 7) und p((k + 1) 7).

Die Koeffizienten A und p des Prozesses Y () bleiben dagegen im Laufe des ganzen
Zewtabschnittes der Linge © auf denselben Werten A(kt) und p(kr).

Es enstehen hier also Abweichungen zwischen den beiden Prozessen X(z) und ¥(),
deren relativen Wert man bei der Geburt als

[N £ 8. Mk + 1) 7) = N i(ke)]
N. /'L(k‘r)

und beim Tod .z‘ils :
(N £ 6x). u((k + 1) 1) — N . u(kr)
N . u(kz)

schreibt.



Wegen N > 9y erhilt man Néherungsformeln
Ak + 1) 1) = AMkr) = X(t) =

u((k + 1) 1) — plke) = p'(8). 7,

und

wo t == kt ist.

Hieraus bekommt man direkt die Formeln (48) und (49), die die obenerwéihnten
gegenseitigen Abweichungen der Prozesse X(t) und Y(t) darstellen.

ANHANG VII

Die Momente des Prozesses der Immigration und Emigration findet man in der
Literatur in der Form ihrer Laplaceschen Bilder [4]. Hier werden die zugehdrigen
Originale festgestellt.

Laplacesches Bild des ersten Moments uj ist [4, Gl (11.58)]:

a _ L petl
(VIL1) Py =yl
P 4 p

Statt N wird man hier a schreiben, um den Anfangszustand eines Systems zu
bezeichnen,

In (VII-1) bedeutet

t=gp -2l -t Pr g o a),

Man setzt
é—(—f) = &(p),
p
so dass

oo — (4 g _ (2= S = 2B
Cayetp - (x4 p) = P

Man setzt weiter

(2. &(p — (2 + B)) = F(p) - G(p) ,

wo
=Tp— J(p® — daf\l* un - L
F(p) = [p = V(»* — 4p)}* und G(p) Fymr
Nach [7] fiir a > 0 gilt

271} = LA 1 1o apy

493



494 und

2 4G(p)} = toeletht
Wegen -

2 YF(p). G(p)} = _[;f(t) .g{t — 7)dr

o) = a ( J %) j 0 (2 - 1) P20 J(ap)] de.

Hieraus und mit Hilfe von (VII-1) erhilt man die Formel (14).
Das Laplacesche Bild des zweiten Moments pj ist [4, G1. (11.69)]:

ist

2{”,2}=§+2a(a—ﬁ):-(zx+ﬁ)_2(<x—3,8)2+

4 P
ﬁéa a§a+1 Béa aﬁcﬂrl
R

Man setzt hier

R

-]

Man schreibt weiter

2{@ay . e ()} = (2 O(p — (a + B)) =
D= -4l
-Gy 0o

wo

Fo) = [ =y~ T wnd G = s

Fiir a > 0 ist nach [7]
2} = a. ESOE e )
und ‘

2
274G(p)} = ’; e@rpr



Dann ist

(20)". e TP pff) = J.ra M[,,[Zt J@B)] . £t_;27_)i eI dp
o T

Hieraus und mit gefundenem y; erhilt man die Formel (15).
(Eingegangen am 24. April 1970.)

VYTAH

Model nehomogenniho markovského procesu vzniku a zaniku
s fizenou stfedni hodnotou II

FRANTISEK ZRCEK

V této &dsti Eldnku jsou dokdzdny véty a vzorce obsaZené v prvé &dsti &ldnku,
na nichZ je zaloZeno feSeni uvaZovaného problému.

Ing. Frantisek Zrcek, CSc., Ustav vypoltové techniky CVUT, Horskd 3, Praha 2.
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