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KYBERNETIKA CfSLO 1, ROCNIK 2/1966

Linearny model procesu ucenia

RuUZENA BAscsyovA

V &lanku sa preberd linearny pravdepodobnostny model udenia podfa Busha-Mostellera,
pricom tento model sa analyzuje z hladiska technického vyuzitia. Okrem toho je ukdzané, ze ak -
uvazujeme ststavu vo vonkaj§om prostredi, linedrny model plati len vo velmi obmedzenych
pripadoch.

UvoD

Stadium dejov pri prijimani novych poznatkov u Zivych organizmov zaujima
fyziologov, psycholégov a v koneénej fdzi i pedagbgov. Technikov v spojitosti
s procesom uenia zaujimaju tieto otdzky z hladiska chovania sa rozli¢nych kyberne-
tickych zariadeni a automatov. V naSom ¢ldnku pod pojmom ucenie sa budeme
rozumief proces, v ktorom sistava na urité vonkajsie popudy — stimuly By, B,, ...
..., B, odpovedd na vystupe postupne takymi reakciami A,, 4,, ..., 4,, ktoré kon-
verguju k uréitému predom dannému cielu. Proces udenia sa s vyhodou $tuduje na
matematickych modeloch. V literature [1], [2], [3], sa popisujti rozli¢né typy mate-
matickych modelov. Z nich z matematického hladiska velmi jednoduchy je model
uvedeny v [2] priom postaduje pre popis rozmanitych pripadov uenia a sGlasne
dovoluje hiboky, analyticky rozbor a umoZiiuje modelovanie na pocitadoch.

V prvej Gasti &ldnku strudne sa preberaji zdkladné principy uvedeného modelu.
Pritom obecny model analyzujeme pre niektoré Specidlne pripady, ktoré st zaujimavé
z hladiska technického vyuZitia (pripad s idedlnou pamifou je analogicky napr.
klopnému obvodu, pripad s tiplne potlacenou pamétou je analogicky napr. kombinac-
némeu logickému prvku, pripad s redlnou paméfou zodpovie napr. techiickému
kondenzitoru).

V druhej &asti rozoberdme vzdjomné pdsobenie slistavy a vonkajsieho prostredia,
pri¢om vychddzame z predpokladov [2].



POPIS VSEOBECNEHO MODELU

Aby se mohli sledovat zmeny v chovani sa sustavy (¢i uZ pod ststavou rozumieme
#ivy organizmus alebo automat) musime rozlifovat reakcie sastavy, ktoré vznikaji
ako odozva na stimuly B, B,, ..., B,. Reakcie tvoria mnoZinu alternativ A, 4,, ...
..., A,. Kazdd z alternativ mdZe sa pri jednej skiimanej ststave a pri jednom pokuse
{napriklad v n-tom pokuse) vyskytovat s pravdepodobnostami p;, p; ..., p,. Uve-
dené komponenty tvoria pravdépodobnostny vektor p, ktory sucasne charakterizuje
stav ststavy v danom Gasovom okamihu, &iZe pri jednom napr. n-tom pokuse.
O vektori p, plati, Ze

i:i;o(pi)" =1, 0 (Pi),, 1.

IIA

Predpokladajme, %e uciaci proces matematicky popisuje operdtor 0(p), ktory je
definovany nekoneénym mocninovym radom

O(P)n =dao + aP-1 + alp(zn—l) +oo,

vektoryp, -, ap, znamenaji pravdépodobnost chovania sa sistavy v(n — 1) avn-tom
kroku. Operdtor O vykonany nad vektorom p vyjadruje predpoved stavu sdstavy
v nasledujicom kroku.

Z ddvodov zjednoduSenia urobme linedrnu aproximdciu. Toto pribliZenie je
moZné a vyhovuje praktickym aplikdcidm, ¢o dokazujii experimenty Solomona,
Winae a Brunswika, Stanleyho a daliich [2]. Zavedme substituciu

(1 —a). 4,

ay = o

do

a oznadme linedrnu aproximdciu operdtorom Q(p). Vyraz Qi(pi) znameng pravde-
podobnost i-tej reakcie v nejakom n-tom kroku, pri¢om p = p; je pravdepedobnost
i-tej reakcie v (n — 1) vom kroku. Zavedenim substiticic dostdvdme linedrny model
ucenia sa:

(1) 0p) = 0fp) = op + (1 — ) 4y,

iné oznadenie:
(1%) P(A)y = o P(A)y=y + (1 — @) 4;.
VYZNAM PARAMETROV 1; A «;
2 je takd pravdepodobnost objavenia sa reakcie 4;, ku ktorej sa suistava v priebehu

procesu udenia bliZi a akongdhle ju dosiahne konéi sa proces uéenia. Pokusime sa to
vysvetlif z iného hladiska. Ked sa pozrieme na rovnicu (1*) vidime, Ze je to vlastne
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diferengnd rovnica, ktorej rieenie je
@ P(A), = i P(A;)o + (1 — &) 2y,

kde P(A,)o je potiatoénd pravdepodobnost objavenia sa reakcie 4; na vystupe stistavy
(bez stimulu).

Qi(p)

@

(4
e
>

T d—anki
=3

=2

Obr. 1. b

Na obr. 1 je grafické zndzornenie rovnice ( 1), kde st vyznagené jednotlivé hodnoty
pravdepodobnosti po kazdom kroku @yp);, Q{p)s, .- Qp)s @ tieto hodnoty
tvoria postupnost konvergujiicu v hodnote 4; (za predpokladu, Ze 0 < «; < 1).
KedZe 1, je pravdepodobnosf, moze nadobudaf hodnoty len v intervale 0 < 4; < 1.

a, je parametr, ktory vyjadruje vplyv neudenia sa, rozptylovania sa. V uvaZovanom
modeli sa mpZe «; nachddzaf len v intervale 0 < «; < 1. Zaujmavé st dve hraniné
hodnoty «;. Ak o; = 0, tj. koeficient rozptylovania je minimdlny, potom ako to vyply-
va z rovnice (1)

Q(P) =2

o znamend Ze nech podiatond pravdepodobnost bola akdkolvek, v dalfom kroku
pravdepodobnost sa bude rovnaf 1;, tj. kon¢i sa proces u€enia. V druhom pripade

{Bi}n S(P)n {Ai}n

Hodnotenie

Obr. 2.

ak o; = 1, tj. koeficient rozptylovania je maximdlny, potom ako to vyplyva z rovnice
(1) je :
Qi(P) =D,



&o vyjadruje proces neucenia sa. V priebehu procesu uéenia vedomosti nepribudajt
ani neubudaju. Na zdklade toho €o tu bolo povedané o chovani sa stistavy v priebehu
udenia sa, moéZeme toto chovanie zndzornif aj na blokovej schéme. Vid obr. 2.
Ststava S(P) se ui, ak jej Cinnost, ktord sa prejavuje navonok reakciami {4}, na
stimuly {B;}, smeruje k predom danému cielu — naudeniu sa. To je moZné len viedy,
ak v nej vautri pracuje samokontrola, ktord v zdvislosti na reakeii sustavy zosilfiuje
alebo zoslabuje uciaci proces.

ROZBOR NIEKTORYCH SPECIALNYCH PRIPADOV OBECNEHO
MODELU

1. Proces udenia, ak ststava m4 idedlnu pamdit, nastdva ked A; = 1. Graficky je
tento proces zndzorneny na obr. 3, kde o; je parametr. Rovnica (1) zmeni svoj tvar

op) = + (1 —a).

Qi(p) . Ai=1
ai=0
14
,//Q's
o
N
7
o
Obr. 3. P
1
Qilp) Ai=0
14
N
P
& o2
L5y
a;=0
Obr. 4. 1 P

2. Proces udenia, ak sistava je bez pamiti, nastdva ked 1; = 0. Graficky je tento
proces zndzorneny na obr. 4. kde zase «; je parametr. Rovnica (1) zmeni svoj tvar

Qp) = wp.
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3. Proces udenia, ak sistava md redlnu pamif. Zoberieme priklad ked 4; = 0,5,
potom rovnica (1)} bude maf tvar

Qfp) =ap + (1 —2)05.

Grafické zndzornenie siistavy s redlnou paméfou je na obr. 5, pri¢om o; je parameter.

[T =05
1
A
o/ ob
(5
a;=0
“n
o
f
< %
Obr. 5. P
. p=A: 1

ROZDELENIE MNOZINY r ALTERNATIV NA DVE PODMNOZINY

Zatial sme definovali udiacimodel pre jednu fubovolut reakciu z mnoZiny r alter-
nativ. V dalsom budeme uvaZovaf model, kde ststava bude reagovat vidy len tak,
Ze tieto reakcie mdzzme zaradif do dvoch skupin a to jednu, ktord podporuje ¢in-
nost udenia, tj. dosiahnutie ciela — naudenia sa, a ostatnd &innosf. Potom pravde-
podobnost, Zs nastane reakcia A, je p a Ze nastane reakcia 4, je ¢ = 1 — p. Takto
mdme na zaciatku, pred pOsobenim stimulov rozdelent pravdepodobnost stistavy.
Podobne budems uvaZovat len dve triedy stimulov By a B,, pri€om jedna podporuje
proces uéenia a druhd ho brzdi (pochvaly a tresty napr.).

Na zdklade rozdelenia reakcif a stimulov na dve skupiny u vieobecného modelu
udenia, ktory popisuje rovnica (1), dostdvame: Ak mdme ststavu, ktorej vnutorny
stav je charakterizovany vektorom p v {n — 1)—vom kroku.

- [p] _ [P(Ax)]
Pyt = = ;
qn-1 P(Az)
tak pravdepodobnost, Ze v n-tom kroku nastane reakcia A; uddva rovﬁica
P(A; | Ay = 01(p) = p.otg + (1 — ) Ay = p(Ay)my -2 + (1 — &) 4y

a pre reakciu 4,

P(Az I Al)n = Qz(P) = pay + (1 - “2) Ay = P(Az)n-l Log + (1 - O(2) Ay



Uvedené rovnice vyjadruji zavislost na pravdepodobnosti reakcie 4, v (n — 1)-vom
kroku. Podobne bude platif, ak budeme uvaZovat v (n — 1)-vom kroku pravde-
podobnost reakcie 4,. Potom v n-tom kroku pravdepodobnost vyskytu reakcie 4,
uddva rovnica

P(A1 IAZ)n = Ql(‘l) =1~ Ql(P) = 0q + (1 - “1)~(1 - Ai) =
=y P(Ay), + (1 — ay) (1 — 4,)

b Qi) =1-0Q1(p)

i

Obr. 6.

a pre reakciu 4,

P(Az | AZ)n = Qz(CI) =1- Qz(l’) = 0q + (1 - “2) . (1 - iz) =
=y P(Ay), + (1 — ) (1 — 2,).

Kvoli ndzornosti uvedieme na obr. 6. prvé dva pripady.

PRIEBEH UCIACEHO PROCESU PRI n-NASOBNOM OPAKOVANI

Postupnost vstupnych stimulov a vystupnych reakcii sustavy pri viacndsobnom
opakovdni moZe zdsadne tvorit tri rozliéné pripady:

1. postupnost ndhodild, kde reakcic alebo stimuly st soskupené v ndhodilom
poradi (4, A, A, A; A, 4, ...);

2. postupnost s uréitou vatitornou zdvislostou, kde ¢leny postupnosti st napriklad
v takejto zdvislosti: za reakciou A4, vZdy nasleduje reakcia A, priom za reakciou
A, mbZe nasledovaf Iabovolny podet reakei A, (4, A; A, A, A, 4, 4, ...);

3. postupnost systematickd, kde jednotlivé Gleny postupnosti sa pravidelne opa-
kujh (Ag Ay A, A, A, A, 4, 4, 4, ...).

Analyticky aplikujic vSeobecny model, dd sa vyjadrif priebeh procesu uéenia po
n-ndsobnom opakovdni len u systematickej postupnosti stimulov, pdsobiacich na
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sdstavu. Ako sme uZ ukdzali pri vysvetlovani parametrov 4; po n-ndsobnom opako-
vdni je pravdepodobnost objavenia sa reakcie 4, dand vyrazom

Oilp)=ai.p+(1—a))d

kde p je pravdepodobnost reakcie 4, na poSiatku. Ak n - 0 a 0 < oy < 1 v limite
nadobudne tento vyraz hodnotu

lim Q';(P) =4.

no 0
Pripady a; = 0, «; = 1 st 3pecidloe, ktoré sme rozoberali v predchddzajicich
odstavcoch. Grafické zndzornenie tychto zdvislosti pre rozliéné parametre o sl na
obr. 7. Ako je z obrdzku vidief sistava pri n-ndsobnom opakovani v limite pre
n — oo bliZi sa k hrani¢nej hodnote A. )

Podobne pre postupnost, kde sa v systematickom poradi vyskytuji podnety B;

a B, pri¢om po&et objaveni sa stimulov B, je u a po&et stimulov B, je v. Potom plati,
Ze po n ndsobnom opakovani pravdepodobnost naucenia sa je vyjadrend rovnicou:

Q..(p) = wiop + (1 — ti0) « Ay -
Ako je vidief, vzfah je linedrny, len koeficienty maji iny smysel:
Lo = ay o5,

_nl—eh) 4+ (1 - a)4,
1 —af.of

2

uv

Postupnosti ndhodilé mé¥eme vyjadrif len pomocou pravdepodobnostnych metod
ako je napriklad metéda Monte Carlo.

[HOT S

ay=0

0<ar<1

As

Obr. 7. “I n

SUSTAVA A VONKAIJSIE PROSTREDIE PRI PROCESE UCENIA

Doposial sme sa zaoberali s chovanim siistavy v procese udenia bez ohladu na to
v akom prostredi sa nachddza. Presnejie povedané, vplyv vonkajsieho prostredia sme



Liastoéne zahrnovali do koeficientu vplyvu neudenia sa o a do pdsobenia vonkajsich
stimulov, ktoré viak moZu ale i nemusia zdvisief od vonkajsieho prostredia — to
zdleZi od pripadu, ktory préve vySetrujeme. Na vonkajiie prostredie sa moZeme divat
ako na nejak sfistavu so vetkymi vlastnosfami ako uZ bolo o sistavich povedané.
To znamend, %e ked nds bude zaujimaf ststava vo vonkajSom prostredi a ich
vzdjomné pdsobenic, mbZeme uvazovat dve sustavy vzdjomne posobiace na seba.

Podla chovania stistavy na vonok, jej reakcii, usudzujeme na vnitorny stav ststavy.
Potom hovorime o sustave, Ze je:

1. ndhodild,
2. podmienend,

3. determinovand.

Je zrejmé, Ze sustava a vonkajie prostredie tvoria rozliéné kombindcie jednotlivych
pripadov. Tak napriklad: determinovand sustava v ndhodilom prostredi alebo ndho-
dild sustava v podmienenom prostredi atd.

Vztahy, ktoré urluji zdvislosti medzi sustavou a vonkaj§im prostredim z hladiska
vyslednej reakcie odvodime takouto ivahou: Na za&iatku musime povedat, Ze uva-
Zujeme determinovant sistavu (determinovand je v tom slova zmysle, Z¢ je dany
matematicky model sistavy i ked je to pravdepodobnostny model) s ndhodilymi
reakciami v podmienenom prostredi (prostredie reaguje v zdvislosti na reakcii
sustavy). Nech plati, Ze sistava md pogiatodny stav charakterizovany pravdepo-
dobnostnym vektorom p = [*] a vonkajSie prostredic md pogiato¢ny stav charak-
terizovany pravdepodobnostnym vektorom x = [}]. PHéom plati Ze x + y = L.
Pravdepodobnost, 7e v daliom kroku nastane reakcia A; je dand vyrazmi Q,(p)
a Qz(p). Podimenenost vonkajSicho prostredia spoivd v tom, Ze na reakciu 4,
ktord md podiatoéntd pravdepodobnost p odpovedd prostredic odpovedou O,

<2}

T f
0 S(p)

Qz2(p) Qi(p)
Q249) Q1(q))

Obr. 8. P(x)

s podiatonou pravdepodobnostou x. Podobne na reakciu A4, s pociato&nou pravde-
podobnostou g prostredie odpovedd odpovedou O, s podiatoénou pravdepodobnos-
tou y. KedZe ide o deje sidasné (vzdjomné pdsobenie sistavy a vonkajSieho prostre-
dia sa deje stiasne) vyslednd pravdepodobnost je zavisld na sG&ine pravdepodob-
nosti x. @4(p) v jednom pripade a v druhom p¥ipade na y . Q,(p). Aviak tieto dva
pripady sa vyskytuju alternativne, preto vyslednd pravdepodobnost p, v n-tom kroku,
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B

Ze nastane reakcia A, je dand vzfahom:

(2) Py = Xy—1 Ql(p)n + Yu-i Qz(P)n .

Podobnou uvahou by sme dospeli, Ze vyslednd pravdepodobnost reakcie A, je
dand vzfahom:

gn = Xn—s Ou(@n + Vo1 Ga@)a -

Na obr. 8. je zndzornené blokové schéma pdsobenia stistavy S s vndtornym stavom p
a vonkajsie prostredie P s vnitornym stavom x.

Vysetrovanie priebehu ucenia sa stistavy vo vonkajSom prostredi ak:

1. vonkajsie prostredie je staciondrne, nepriamo zdvisié na redkcii ststavy,
2. vonkajsie prostredie je priamo zdvislé na reakcii sustavy, staciondrne.

1. Vonkajsie prostredie stacionirne; nepriamo zavislé na reakcii siistavy. To zname-
nd, Ze podas celého procesu udenia vonkaj§ie prostredic bude reagovaf na sustavu
s konstantnymi pravdepodobnostami, tj. x = k, a y = k,, priCom plati, Ze k; +
+ ky = 1.

Ked aplikujeme vSeobecny vzfah pre vyjadrenie pravdepobonosti sistavy a von-
kajSieho prostredia dostdvame pre vyslednd pravdepodobnost ’

Pu = ky Qi(P) + k2 @o(p)a:

ak oznadime
kyoy + ko, = o
k(L — o)Ay + ky(l ~ ) 2y = (1 —a) X,

dostdvame linedrny model uenia s inym vyznamom konstant

Pa=0 Py + {1 =)V
a po n-ndsobnom opakovéni bude

Pa=0o".po+ (L =) ¥
ak n — 0. Hrani¢nd hodnota je tedy znova

limp, = 4.

no o

2. Vonkajsie prostredie priamo zAvislé na reakcii sistavy. Vtedy plati, Ze pravde-
podobnostny vektor sistavy P je totoZny s pravdepodobnostnym vektorom von-

kajsieho prostredia x
P N [P:l - - [x} '
q Y



Ak toto dosadime do rovnice (2) dostdvdme

Po = Pt Qu(P)n + due1 Qo3

po n-ndsobnom opakovani
an
3 Pa=Cpo +kzi Cu- P

kde p, je pociato&nd pravdepodobnost reakcie 4, a konstanty C,p, Cpys ---s Cpye SU
zloZené z parametrov ay, o, Ay, 4,. Ako je zo vzfahu (3) vidief p, uZ nie je linedrna
funkcia. Uvedeny vyraz (3) rychle konverguje za predpokladu, Ze konStanty C,q,
Cpy» ---» Cg U v intervale <0, 1>, a v limite pre n — oo sa blizi k hodnote C,, €o
zodpovie ndm uZ zndmej hrani¢nej hodnote A.

ZAVER

Ziaverom moZeme povedat, Ze linedrny model pre svoju jednoduchost dobre vyho-
vuje pre Studium procesov udenia ststavy bez ohladu na vonkajSie prostredie.
Akondhle viak uvaZujeme ststavu vo vonkajSom prostredi, linedrny model plati len
vo velmi §pecidlnych pripadoch (staciondrne prostredie napr.). V pripade, e vonkaj-
Sie prostredie je priamo zdvislé na reakcii sistavy plati linedrny model len vtedy
ak o; = a, = o, vtedy totiZ vietky konstanty vo vyraze (3), tj. C,g, ..., Cy, ktoré
st shdinitelmi pri premenej vySicho rddu ako prvého st nulové. V obecnom pri-
pade ak o, =+ a,, ako je to odvodené v €ldnku, neplati linedrna zdvislost pri n
ndsobnom opakovdni, ked sa sustavy nachddza v podmienenom prostredi.

(Doslo dne 24. dubna. 1965.)
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SUMMARY

Linear Model of the Learning Process

RuZena BalcsyovA

The article deals with the linear probabilistic model of learning according to
Bush-Mosteller, the model being analysed from the point of view of technical
application. It is also shown that if a system is considered in the outer environment,
the linear model is valid only in limited cases.

InZ. Ruzena Bajcsyovd, Katedra matematickych strojov SVST, Bratislava, Vazovova 1b.
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