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KYBERNETIKA — JAHRGANG 7 (1971), HEFT 6

Ein Beitrag zu Stichprobenpldnen
mit mehreren Merkmalen

MILAN ULLRICH, JOSEF KREPELA

In dieser Arbeit werden Stichprobenplidne fiir mehrere Merkmale betrachtet. Die Verfasser
haben iiber dieses Problem schon im Jahre 1967 in Magdeburg auf dem Kolloquium iiber Sta-
tistische Qualitatskontrolle referiert.

i. EINLEITUNG

In den Abnahmenkontrollen sind wir in meisten Fallen im Kontakt mit Erzeugnis-
sen, welche wir vom Standpunkt mehrerer als einem Qualitatsmerkmale iiberpriifen
miissen. Gewohnlich werden in diesen Féllen die verschiedenen Sorten der Miangel
nicht unterschieden und entweder werden die Erzeugnisse auf entsprechende oder
nichtentsprechende klassifiziert, oder es wird die Anzahl der Mingel auf einem
Erzeugniss gefolgt. Fiir diese vereinfachten Fille wissen wir verschiedene Abnahme-
pléne festzulegen.

Dieser Zutritt ist fiir uns jedoch nicht entsprechend im Falle der Abnahme der
verwickelten Erzeugnisse wie zum Beispiel bei den Radioempfangern, Fernsehgeraten
und anderen, kurz gesagt, wenn wir intiutiv fiihlen, dass die einzelnen Méngel
verschiedene Bedeutung haben. Bei den obangefiihrten Typen der Erzeugnisse miissen
wir mindestens zwei Type der Mingel unterscheiden — wichtige und unwichtige.
In die wichtigen Méngel werden alle solche, die die Unbenutzbarkeit der Erzeugnisse
verursachen (funktionelle, grobe Beschadigung des Aussehens, w.s.w.) begriffen.
In die unwichtigen Méngel werden alle andere, die zwar nicht grundsitzlich die
nétige Qualitat des Erzeugnisses vermindern, die aber trotzdem auf dem Erzeugnisse
nicht erscheinen sollen, begriffen. Ahnlich kénnen die Mingel in drei und mehrere
Gruppen geteilt werden. Die Lésung, bei welcher fiir jede Gruppe der Mingel
der einzige Abnahmeplan festgelegt wurde und die Abnahme der kontrollierten
Gabe realisiert wurde, wenn die Abnahme in Anbetracht aller erwigten Gruppen
der Méngel realisiert wurde, hat auch nicht entsprochen. Die Anwendung dieses



Verfahrens wurde durch verschiedene Stichprobenumfiange und durch die Tatsache, 459
dass gewdhnlich die resultierende Wahrscheinlichkeit der Annahme nicht erwogen
wurde.

Wir erwégen in dieser Arbeit das Annahmeverfahren des Types (n, ¢y, 3, c),
eventuell (n, c,, ¢).

Die Lieferung wird, diesen Abnahmeplidnen nach, als entsprechende betrachtet,
wenn wir in den Stichprobenumfang n, die erste Gruppe der Mingel in Betracht
nehmend, nicht mehr als ¢, nichtentsprechender Erzeugnisse finden werden, und
die zweite Gruppe der Mingel in Betracht nehmend, nicht mehr als ¢, nichtent-
sprechender Erzeugnisse finden werden und zusammen nicht mehr als ¢ mangelhafter
Erzeugnisse finden werden. Analogisch wird es bei dem Abnahmeplan (n, ¢y, c) sein,
WO ¢ = ¢,

Im folgenden Absatz werden Ausdriicke fiir Berechnung der Kennlinien dieser
Abnahmepline angefiihrt und im Absatz 3 wird die approximative Festlegung der
Abnahmepléne des erwigten Types fiir die vorgeschriebenen Qualititsforderungen
angefiihrt.

2. BERECHNUNG DER KENNLINIEN DER ABNAHMEPLANE
(n, €1, €2, ¢) RESP. (n, ¢y, ¢)

In diesem Absatz werden wir uns mit der Ableitung der Ausdriicke fiir die Kenn-
linie der entworfenen Abnahmepline befassen.

Es seien ¢ und ¢ die zufilligen Verinderlichen, welche den Wert O resp. 1
gewinnen kénnen, und das mit den Wahrscheinlichkeiten

Q) P(EW = 1) =2 = 1 — PEW = 0),
P(f(z) = 1) =1 =1 ~ p(é’(l) = 0) .

Ferner bezeichnen wir

) & = max (¢, &)
und
(3) PE=0)=1-p.

Im Falle, dass £*? und ¢2) unabhéngige zufillige Verdnderlichen sind, so
@ p=1® 4 7@ — g

Es seien (£, £ (i = 1,2,..., n) unabgingige Paare zufilliger Veréinderlichen
mit Wahrscheinlichkeitsverteilung (1) und (3) und es seien

&= max (&0, &), i=1,2..,n.



460 Unsere erste Aufgabe ist die Festlegung der Wahrscheinlichkeiten
(5) P(rD, 2, p:n, j, k1) = P(-Zlé?) - j,;ﬂz) = k’..zlé" =1,

fiir max (j, k) <1 <j+ k.
Fiir | < max (j, k) und fiir I > j + k ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 0.
Wir erhalten, dass (5) ist gleich

!
() P(r®, 7, pin, j, k, 1) = "

(I~ NG+ k=10 =) (mn—n
(p- n(l])l—k("(l) + 2 p)j+k-l(p _ 7.[(1))1,_,'(] _ P)n~l
und fiir unabhiingige zufillige Veranderlichen & und ¢ ist
n!
(= NG+ k=D =)=
. (n(l))i(l - ”(1)).'_] (n(Z))k(] _ n(Z))n -k

- Jrk! (n=N =k (n ZOV(1 — Oy |
(1—-k)!(j+k—1)!(1—j)! (n—l)!n! (]>( )(1 )

. (:) (1 — 2t

(7 P(a™, 2?, pin, j, k1) =

Bezeichnen wir fiir alle j, k und max (j, k) £ 1<j+ k

Jtk!
(= kG + k=D~ )

® Wi ks 1) =

Es gilt offenbar
. , k+ 1)(1— k)
i k+ L D) =9k 1 (—~
( )= )(j+k—l+l)
wenn max (j, k+ 1) £1<j+ k und
— M = k)
2, ke, ) D= Ry
max(i )£ 1S j+k (n = Dint
Die Kennlinic des Abnahmeplans (n, ¢;, ¢, c) ist offenbar gleich

9) L(n®, @, P n, ey, ea¢) = Y P, 7P, pyn, j, k, 1),

wo die Summe iiber alle Indexe j, k, I durchgefiihrt wird, fiir welche gleichzeitig

N

jse, kfe, 1=5c.



Offenbar wird uns bei Berechnung der Kennlinien gentigen, uns auf den Fall
(10) S scsceto

beschranken.
Wir erhalten dann

€ min(L.c2) min(l,c3)
O LW, 2P, pin, e e00) =3, Y PP, pin k1)
=0

k=0  j=1-k

Es gilt, aus Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit, fiir jedes n'*, n‘®), p, n, und fiir
S ScsSct0

. 2 . .
(11) LD, 7, pin, ey, 04, ¢,) S L(nD, 2P, pyn, oy 00, 05) £
< LM, 7P, pin, ey, 5, ¢) £ L(a™, 7P, pin, ey, 00,00 + €5) .

Dabei aber fiir jedes ¢

< 1 1
(12) Lz, 2, pin,e,e,0) =Y Y Y Pa,a?, pinj, k1) =
iZox=0 j<Tk

-nrga=n=3 ()0 -

1

und fiir jedes ¢, < ¢,

(13) Lz, 2, pim ey eaney + ¢3) = P(LED S ¢, , Y EP < ¢))
i=1 i=1

was fiir unabhéngige zufallige Veranderlichen dem Produkt

(14) HEaPse) . HEE s )

gleich ist.
Im weiteren werden wir den Ausdruck fiir die Kennlinie des Abnahmeplans
(n, c;, ) angeben. In diesem Falle ist fiir jedes j und I (I 2 j)

(15) P(nD, 2 pin,j, 1) = p('; &w :j’.; =y =
L (RO - ) (1 =

T ]

und fiir unabhingiges & und ¢

06 P w,pin ) = (1) (22) ()0 - w0y ey

=J
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Die Kennlinie fiir den Abnahmeplan (n, ¢;, ¢}, (¢; < ¢) ist also

€L <
(17 LM, 2™, pin,e,e) =Y X P, 2™, pyn,j ).

j=0 i

3. FESTLEGUNG DER ABNAHMEPLANE (n, c,, c,, ¢)
UND (n, ¢y, ¢) i

Die Forderungen auf die Abnahmepline (n, c;, ¢) sind die folgende: Fiir gegebene
Risiken o und B und gegebene p,, n{" und 7% ist es notwendig den Abnahmeplan
(n, ¢y, ¢) so zu bestimmen, damit

(13) (2 L(x®, 72, pyin i) £ B,
(b) L(x$2,0, 8% n, ¢, ¢) < B,
© LM, 0,785 n,¢0,¢) 21 —a,

fiir alle 2" 7(2 und p.
Ahnlich die Forderungen auf den Abnahmeplan (n, cq, €25 c) sind die folgende:
Fiir gegebenes a, B, Py, 735, 730, 12, ist es notwendig n, ¢;, c,, ¢ so zu bestimmen,

damit

(19) (a) L(n, 2P, pysn, ey, €5¢) £ 8,
(b) L(7Y, 0, 785 n, ¢4, 2, ¢) < B,
(©] L(nM,0, 7% n, cp,05,0) 21~ «,
(d) L0, 72, 185 n, ¢y, €5, ¢) S B

fir alle 7'V, 72 und p.

Diesen Forderungen nach ist die analytische Bestimmung nicht mdglich und man
muss nur die approximative Lsung bestimmen.

Solche approximative Losung stellt folgendes Verfahren dar: aus Forderungen
werden wir mit Hilfe von p, die Paare (n, ) bestimmen, die die erste aus den ange-
fiihrten Forderungen ( 19) erfiillen. Aus denen werden wir dann solche ausnehmen,
fiir deren kleinsten Stichprobenumfang n solche ¢, und ¢, (c, < c) existieren, dass
die Forderungen (b), (c) und (d) erfiillt werden.

Zur Festlegung dieser Abnahmepline ist es entsprechend, die folgende Tabelle 1
zu beniitzen, in der fiir gegebene Werte ¢ die Poissonsverteilungparameter 1,(c)
und 1,(c) fiir das Risiko & = f = 0,05 festgelegt sind, fiir welche

(20) P(X < c[A,(c)) = 0,05

Tesp.
PX < ¢f3(c) = 0.95.



Fiir gegebenes c gilt fiir A(c) > 1,(c)
21 P(X £ ¢fAc)) < P(X £ ¢fafe)), i=1,2.

Beispiel. Wir wollen den Abnahmeplan (n, ¢y, ¢, ¢) festlegen, bei den an sich unabhingigen
Qualitdtsmermalen fir folgende Werte:

pr =0105; 7 =0,008, 7z =0,064; ={¥ =0,093; «=p=005.

Dann erfiillen alle Abnahmepline (n, ¢) fiir n = 4,(c)/p, die Bedingung (a).

Fiir jedes diese (n, ¢) werden wir festlegen, ob die Bedingung (b) erfiillt wird und dann werden
wir aus denen das kleinste n wihlen, fiir welches auch die Bedingungen (c) und (d) erfiillt werden.
Die Werte nn!? in der vierten Spalte der Tabelle 2 fiir gegebene 75! und n aus der dritten Spalte
vergleichen wir mit A,(c;) aus der Tabelle 1. Fir ¢ = 0 und 1 sind die Werte nn(zl) = 2,(0),
das bedeutet, dass fiir diese zwei Fille kein ¢, existiert. Erst fiir ¢ = 2 erhalten wir ¢; = 0 fiir
¢=3,ist ¢y = 1 usw. Ahnlich vergleichen wir die Werte mz&‘) mit 2,(c,) und mit -+ bezeichnen
wir die fir welche nmy!) < 1,(c,), das ist aber erst fiir ¢; = 2, n = 100. Die Falle mit + be-
zeichnet entsprechen dem Risiko a.

Endlich suchen wir die kleinsten Werte ¢, fiir entsprechende Werte nn%?) aus, so dass nn$? =
= }-2(02)-

Zu diesem Zweck ist fiir diesen Fall fir konkrete Werte die Tabelle 2 berechnet und wir sehen,
dass unseren Forderungen die Pline (100, 2, 4, 5), (125, 3, 5, 7), (137, 3, 6, 8), (150, 4, 7, 9) u.s.w.
entsprechen und wir wahlen also den Plan:

n=100, ¢; =2, ¢, =4, c=5.

Fiir diesen Plan wurde mit Hilfe der im fritheren Absatz angefiihrten Ausdriicke die Kennlinie
berechnet, die Werte deren fiir verschiedene z() und 2 in der Tabelle 3 angefiibrt sind. Aus
dieser Tabelle kdnnen auch die Wahrscheinlichkeiten der Abnahme der Lieferungen, mit dem
Anteil der Ausschussteile p, fiir den erwigten Abnahmeplan festgelegt werden. Wir mdchten
nur darauf aufmerksam machen, dass

2 €2 B (np)‘
(22) L0, n, p; n, ¢y, ¢35 ¢) = L(O, p, p; n, ¢y, €35€) = 3 e " ml

i=o i
und dhnlich

(23) L=, 0, p; n, ¢, ¢, ¢) = L(p, 0, p; n, ¢y, €3, ¢) = 3, E‘"”(n%’:)
i=0 M

Fir p > p,, fir 21 > 7l und 21 < 2(1 und fir #® = 2$?) die Forderungen (a), (b), ()
und (d) sind erfillt. Eventuell kénnen wir die Forderungen (19) etwas dndern.

Wir lassen die Forderungen (a), (b), (d) und anstatt der Forderung (c) wollen wir den Stich-
probenplan mit dem Kleinsten » wihlen. In unserem Beispiel ist aus dieser Hinsicht der Plan

n=60, ¢,=0, ¢c,=1, ¢=2
der beste, Weil aber ¢ > ¢y + ¢, entspricht dieser Plan den getrennten Plinen fiir beide Merkmale.

(Eingegangen am 17, Juni 1971.)
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464 Tabelle 1.

Poinssonverteilungparameter /I‘f’, 2‘2" fiir die Risiken
ef3) = g= 0,05

P(xZ ef2) =1— a= 0,95 und P(

} c i 1(2”)
[ 0 0,05 3,0
\ 1 0,4 47
P2 09 6,3
‘ 3 1,4 78 |
‘ 4 2,0 92 |
i 5 2,6 10,5
i 6 33 11,8
i 7 40 131
| 8 47 14,4
; 9 54 15,7
10 6,2 17,0

Tabelle 2.

Berechnung des Abnahmeplans fiir p, = 0,105; n{!) = 0,008, 75!’ = 0,064;

7§ = 0,093; x= f= 0,05

c A3(0) = n bV < nnt) nn? ¢y
= np,

|
1 2 3 4 5 6 7 8
0 3.0 29 1,86 - 0,232— 2,79 —
1 4,7 45 2,88 - 0,360— 4,18 0
2 6,3 60 3,84 0 0,480— 5,58 1
3 7.8 75 4,80 1 0,600— 6,97 2
4 92 | 88 5,63 1 0,704— 8,18 3

|

{ : |
5 10,5 ; 100 6,40 2 0,800+ 9,30 4
6 11,8 113 723 | 2 0,904 10,51 5
7 13,1 125 800 | 3 1,000+ 11,62 5
8 14,4 137 877 | 3 1,096+ 12,74 6
9 15,7 150 960 | 4 1,200+ 13,95 7

I
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VYTAH

Prispévek ke stanoveni pfejimacich plant pro vice jakostnich
vlastnosti

MILAN ULLRICH, JOSEF KREPELA

Prace pojedndvd o stanoveni pfejimacich postupli pfi kontrole posuzovinim,
je-li sledovdno vice jakostnich vlastnosti. Jakostni vlastnosti jsou déleny do dvou
kategorii a pro tento piipad jsou naviZeny dva typy piejimacich plang, (n, ¢y, ¢,, c)
resp. (n, ¢y, c), kde n je rozsah nadhodného vybéru, ¢, piejimaci &islo pro vady prvého
typu, ¢, piejimaci &islo pro vady druhého typu a ¢ je nejvySe piipustny pocet pro
viechny vady.

Pro uvedené piejimaci plany je odvozena operativni charakteristika a podan
navrh na postup pfi stanoveni pfejimaciho planu podle pfedem zvolenych specialnich
podminck (vyrazy (18) resp. (19)). NavrZeny postup je demonstrovin na konkrétnim
piikladu.

Dr. Milan Ullrich, CSc., Ing. Josef K¥epela, Ustav teorie informace a automatizace CSAV
(Institur  fiir Infor i heorie und A isation - Tschechoslowakische Akademie der
Wissenschaften), Vysehradskd 49, Praha 2.
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