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K Y B E R N E T I K A Č Í S L O 4, R O Č N Í K 2/1966 

Numerické řešení Wienerovy-Hopfovy 
rovnice při statistické identifikaci lineární 
dynamické soustavy 

A N N A F O Ř T O V A , J I Ř Í K R Ý Ž E , VÁCLAV P E T E R K A 

Článek se zabývá určením neznámé váhové funkce lineární dynamické soustavy, je-Ii známa 
autokorelační funkce náhodného vstupního signálu a vzájemně korelační funkce výstupního 
a vstupního signálu soustavy. Předpokládá se, že korelační funkce jsou zadány grafem nebo 
tabulkou. Odvozuje se metoda řešení této úlohy založená na oboustranné transformaci Z. 

1. ÚVOD 

Myšlenka použití metod statistické dynamiky pro experimentální vyšetřování dynamických 
vlastností lineárních soustav není nikterak nová. Teoreticky byla v literatuře již mnohokráte 
diskutována (viz např. [1] až [13] a objevila se i nevelká řada prací, které se snaží o její praktické 
využití [1, 2, 4 až 8]. 

Přestože se teoreticky jeví jako velmi slibná, praktické výsledky zatím dosažené nejsou příliš 
uspokojivé a metoda nenalezla dosud širokého praktického uplatnění. Příčiny těchto dosavad
ních neúspěchů jsou v podstatě dvojího druhu. Jsou to jednak obtíže realizační a jednak některé 
nedořešené teoretické otázky. 

Statistický přístup k otázce experimentální identifikace dynamické soustavy přináší podstatné 
výhody především v takových případech, kdy soustava podléhá působení neměřitelných náhod
ných poruch, které znehodnocují měření jednorázová. Vliv takovýchto poruch je možno elimi
novat pouze dlouhodobým pozorováním soustavy a statistickým vyhodnocením naměřených 
vstupních a výstupních signálů. Korelační analýza, na které se dosavadní statistická identifikace 
zpravidla zakládá, je statistickou metodou limitní, tj. dává teoreticky přesné výsledky až po ne
konečné době pozorování. Při praktické aplikaci této metody je ovšem třeba omezit se na časové 
intervaly konečné. Teoretické rozbory ukazují, že pro dosažení spolehlivých výsledků je často 
třeba statisticky zpracovat desítky až stovky tisíců hodnot naměřených vstupních a výstupních 
signálů. Zpracování takového množství hodnot není myslitelné bez použití matematických strojů 
a automatizace celého výpočtu včetně zavádění zpracovávaných dat do stroje. Výpočty, které 
přicházejí pro daný účel v úvahu, mají svůj specifický charakter. Vyznačují se poměrně jednodu
chým algoritmem a mimořádnými nároky na paměť a rychlost stroje, má-li být výsledku dosa
ženo v rozumně krátké době. Běžné universální číslicové počítače těmto nárokům plně nevyho
vují a jeví se proto účelné konstruovat stroj speciální. Z těchto důvodů byl v ÚT1A ČSAV vyvinut 
šestikanálový magnetofonový universální statistický analyzátor MUSA 6 a byl tak vytvořen 
důležitý předpoklad pro širší uplatnění statistických metod u nás. 

Vedle popsaných obtíží realizačních vyskytují se při identifikaci soustav statistickými metodami 
některé obtíže teoretického rázu. Jednou z nejvážnějších překážek tohoto druhu je v současné 
době ta skutečnost, že nebyla dosud vypracována spolehlivá metoda numerického řešení integrální 
rovnice, která váže hledanou váhovou funkci (impulsní charakteristiku) lineární soustavy se 



vzájemnou korelační funkcí vstupního a výstupního signálu a autokorelační funkcí vstupního 
signálu. Účelem předkládané práce je vyplnění této mezery. 

Protože se v literatuře objevily kolem zmíněné integrální rovnice některé nejasnosti princi
piálního charakteru, odvodíme ji nejprve a ukážeme, že se jedná o rovnici Wienerovu - Hopfovu. 

2. STATISTICKÝ ODHAD NEZNÁMÉ VÁHOVÉ FUNKCE 
LINEÁRNÍ DYNAMICKÉ SOUSTAVY 

Uvažujme lineární dynamickou soustavu podle obr. 1, jejímž vstupním signálem y 
je spojitý stacionární náhodný proces. Vedle tohoto vstupního signálu působí na 

Obг. 1. 

uvažovanou soustavu jedna nebo více náhodných poruch u, (i = 1, 2, ...)/kteréjsou 
rovněž stacionární s nulovou střední hodnotou, jsou však neměřitelné. Jedinými 
informacemi o vyšetřované soustavě, které máme k dispozici, jsou změřené průběhy 
vstupního a výstupního signálu y(t) a x(i). Chyba, která při každém měření vzniká, 

Obr. 2. 

je ve schématu na obr. 1 respektována veličinami rj(i) a č,(i), o kterých předpokládáme, 
že jsou rovněž náhodné stacionární s nulovou střední hodnotou. Podle principu 
superpozice platného pro lineární soustavy můžeme všechny poruchy ut(i) redukovat 
na výstup soustavy a společně s chybou £(í) je uvažovat jako jedinou poruchu v(i) 
(obr. 2). O poruše v(i) víme, zeje rovněž stacionární s nulovou střední hodnotou, další 
její statistické charakteristiky však neznáme. 

Vyšetřované soustavě s váhovou funkcí g(i) přiřadíme matematický model s váho
vou funkcí h(i), kterou určíme tak, aby byla odhadem pro neznámou váhovou funkci 

f(0-



Odezva modelu i odezva soustavy na tentýž vstupní signál mají tedy být stejné, 333 
nepůsobí-li poruchy Uj. V praxi ovšem nemáme k dispozici ani průběh y(t) ani x(t) 
a tak musíme pracovat s naměřenými signály ý(t) a x(t) zatíženými chybou. Ukážeme 
si, že i z těchto signálů je možno dostat vyhovující odhad, vyjdeme-li z požadavku, 
aby střední kvadratická odchylka mezi naměřeným výstupem soustavy jč(ř) a naměře
ným výstupem modelu m(t) (obr. 3) byla minimální: 

1 C+T I fT 

lim — g2(/)dZ = lim — [x(t) - m(t)]2 dt = min . 
r _ = o 2 T J _ r r ^ 2 T J _ T 

Nejprve si vyjádřeme f_T£2(z) d/jako funkcionál váhové funkce h(t): 

e(/) = x(t) - m(t), 

(/) = h(г)ў(t-г)dг 

a tedy 

(i) r e

2(/)d/ = r x2(od/ - 2 f x(t) r hooxt - to dt! d«+ 

+ r r r Híoxí-^dtiirr K^^t-^át^át. 

Zavedeme-li do (1) korelační funkce definované vztahem 

Rob(x) = «It) b(t + Ť) = lim i - fT a(t) b(t + T) dt = 
r-.co 2TJ-T 

= a(t - x) b(t) = lim _L f a(t- x) b(t) dt 
r- , a >2TJ_ T 

a dále symbol 

Пm J _ Г e2(/)d/=в2(/) 
г ,«2TJ_ Т 



máme po provedení limity a po úpravě 

(2) e\t) = Rix(0) - 2 ^ h(tl) * „ ( . . ) dí. + 

+ i Kh) i h(ř2) Rj/ř! - t2) dř2 dřt . 

Váhovou funkci, minimalizující s2(í), budeme nyní hledat pomocí variačního 
počtu. Je-li hopt hledaným řešením, pak pro funkci 

(3) h(t) = hopt(ř) + X hk(t), 

(kde hx(t) je libovolná realizovatelná váhová funkce a X koeficient, nabývající různých 
hodnot) musí při X + 0 vždy s2(t) nabýt větší hodnoty než pro X = 0. Dosazením (3) 
do (2) se stává (2) funkcí argumentu X a nabývá své minimální hodnoty pro X = 0. 
Derivujeme-li tedy (2) podle X a derivaci položíme rovnou 0, dostáváme podmínku, 
z níž lze vypočítat hledanou funkci hopt(t): 

(4) [ ^ ] ^ o=-2J" hA(řl)M^i + 

! f" *a(.i) [ ltop,(t2) *j?(ti - t2) dt2 dí. = 

!.r *a(íi)[r ltoP,(
ř2)^(ti -ř2)-i?, ie(ř1)id.-2dř1j.o. 

+ 2 

= 2 

Zde hx(t) je libovolná realizovatelná váhová funkce, tj. hx(t) musí být pro záporné 
časy nulová. Kdybychom nerespektovali podmínku 

hx(t) = 0 pro t < 0 , 

připouštěli bychom i takový matematický model soustavy, jehož odezva na daný 
vstupní signál se objeví dříve než tento signál sám a to je fyzikálně nesmyslné. 

Vztah (4) je tedy pro záporné časy anulován funkcí hx(t), ať je hodnota v hranaté 
závorce jakákoliv. Pro kladné časy je možno (4) splnit jediným způsobem; musí 
totiž platit 

(5) P h(t2) R,Jt - t2) dt2 - R}X(t) = 0 
J - 0 0 

pro ř ^ 0. 
Integrální rovnice (5) je, jak známo, rovnicí Wienerovou - Hopfovou. 
Skutečnost, že stačí, aby integrální rovnice (5) pro neznámou h(t) byla při identi

fikaci splněna pouze pro ř jž 0, není v literatuře o identifikaci zpravidla uváděna, 



ačkoliv právě toto její omezení umožňuje zajistit podmínku realizovatelnosti hledané 335 
funkce h(t). 

Zbývá zjistit, jaké podmínky musí splňovat rušivé signály v(t) a r\(t), má-li se h(ř) 
vypočtená na základě rovnice (5) co nejvíce blížit ke g(t). 

Podle obr. 2 platí 

x($) = r(S) + v(9) , 

r(3) = f °°g(t2)y(9 - ř2)dt2 - f " W a M * - t2)dt2, 

(6) x(9 + t) = f g(t2)y(9 + t-t2) dř2 -

p+co 
g(ti) n($ + t - t2) df2 + v(3 + t). 

Vynásobíme-li obě strany rovnice (6) íj2T.y(9>), integrujeme podle 9- v mezích 
< — T T> a limitujeme pro T-+ oo, máme po zavedení příslušných symbolů korelač
ních funkcí 

(7) Rjt)- f ^ R ^ t - t ^ d ř , -

p+CO 

g(h) Ryn(
l ~ h) dt2 + Rp(t) 

a po dosazení Rpi ze (7) do (5) 

(8) ^Rry(t-h)[h(h)-g(h)ldt2 + 

f+OO 

+ g(h) Rp,(t - h) dt2 - RPu(t) = o . 

Rovnice (8) vyjadřuje vliv poruchových signálů v obecné formě. 
Ve zvláštním případě pro 

Í: g(h) Ryn(t - t2) dř2 - Rj,„(í) -* o 

bude se i h(t) blížit ke g(t). 
Jsou-li jak vstupní signál y, tak chyba r\, vznikající při jeho měření, jakož i rušivá 

složka v výstupního signálu všechny vzájemně nekorelované, tj. platí-li 

(9) Rjt) = Rjt) = Rjt)-0, 



336 lze rovnici (8) přepsat na 

(10) rXRPÍ(t~t2)[h(t2)-g(t2)]dt2 + 

+ CmR„(t-t2) ff(ť3)día«0, 

protože platí 

(11) RP„(t) = Rjt) + Rnn(t), 

(12) RM = R^t) + Rjt). 

Z rovnice (10) by bylo možno určit rozdil h(t) — g(t) ze známé autokorelační funkce 
Rnn(t) chyb měření signálu y exaktně. V praxi bývá zpravidla n daleko menší než 
měřená veličina y. Platí proto 

RjO) < R-yy(0) • 

Např. je-li hladina chyb níže než 1/10 měřeného signálu, bude R„„(0) menší než 1/100 
Rn(0). 

Kdyby funkce R„(t) a Ryy(t) měly shodný tvar, tj. kdyby platilo 

fi3) ňáň m IižM 
K„(0) Ryí(0)' 

bylo by řešení rovnice (10) 

(14) 9(t)-h(t) = ^Mg(t). 
KyyVJ) 

Náhodné chyby měření ^ v blízkých časových okamžicích bývají téměř nezávislé, což 
platí zejména pro vzorkovací metody měření. Tato skutečnost se obráží na rychlém 
poklesu autokorelační funkce Rnn(t), jež ubývá zpravidla daleko rychleji než funkce 
Rjj(í). Rozdíl \g(t) — h(f)| vychází proto z rovnice (10) ještě podstatně menší než 
podle vztahu (14) a pro praktické účely lze tedy klást h(t) = g(t). 

3. DOSAVADNÍ ZPŮSOBY NUMERICKÉHO ŘEŠENÍ ROVNICE (5) 

Dříve než přistoupíme k odvození nové metody numerického řešení Wienerovy -
Hopfovy rovnice (5), naznačíme dosavadní přístup k tomuto problému a ukážeme 
jeho nedostatky. 

Integrální rovnice typu (5) se numericky řeší zpravidla tak, že se integrál přibližně 
vyjádří jako součet diskrétních hodnot integrandu a úloha se tak převede na řešení 
soustavy lineárních algebraických rovnic. 



Použijeme-li např. lichoběžníkového pravidla a označíme-li 

(15) R^(kT) = ck, 

h0(kT) = hk, k>0, 

Íti(O) = K, 
TR-yP(kT) = ak, 

přejde integrální rovnice (5) na algebraický vztah 

(16) C . . - 2 . M . - . - 0 , k^G. 

Rozepíšeme-li tento vztah pro různá k _ 0, dostaneme systém lineárních algebraic
kých rovnic pro diskrétní hodnoty hledané váhové funkce h;. Teoreticky bychom 
potřebovali nekonečně rovnic pro nekonečně mnoho neznámých h-. (i = 0, 1, 2,...). 
Protože však pro dostatečně velké N je u stabilní soustavy /j; = 0 při i > N, vystačíme 
s konečným počtem rovnic, odhadneme-li správně N. V maticovém zápisu je 

(17) 

kde 

(18) 

M-мю-o, 

м-
Cí 

c? . м-
V 
A. 
A2 

. C Л'_ .V 

a matice [a] je symetrická, jelikož a t = a_k, a má stejné prvky na rovnoběžkách 
s hlavní diagonálou: 

(19) 

м-

ЯoíЦ a2 ..a„ 
ŰIŰO « i • aN-l 

a2ax a0 .. aN_2 

aNa. NlaN- -2 • ..a0 

Soustava rovnic (17) se pak řeší běžnými metodami buďfinitními (není-li řád matice 
[a] příliš vysoký) nebo iteračními. 

Popsaný postup má následující nevýhody: Má-li být náhrada integrálu v rovnici (5) 
součtem diskrétních hodnot integrandu vyhovující, je třeba volit interval T dosta
tečně malý. Při malém Tvšak velmi narůstá řád matice [a] a mimo to se prvky v sou
sedních řádcích jen málo liší, matice se stává špatně podmíněnou. 

Použití finitních metod pro řešení soustavy algebraických rovnic v takovém pří
padě naráží na známé potíže s odečítáním velkých čísel sobě blízkých a iterační me-
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