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KYBERNETIKA C{SLO 4, ROCNIK 2/1966
Numerické feSeni Wienerovy-Hopfovy
rovnice pfi statistické identifikaci linearni
dynamické soustavy

ANNA FoRToVA, Jiki KRYZE, VACLAV PETERKA

Clanek se zabyva urenim neznamé vahové funkce linedrni dynamické soustavy, je-li zndma
autokorelaéni funkce ndhodného vstupniho signdlu a vzdjemné korelaéni funkce vystupniho
a vstupniho signdlu soustavy. Pfedpokladd se, Ze korelani funkce jsou zadiny grafem nebo
tabulkou. Odvozuje se metoda feseni této tilohy zaloZend na oboustranné transformaci Z.

1. UvOD

Myslenka pouZitf metod statistické dynamiky pro experimentéini vy3etfovani dynamickych
vlastnosti linedrnich soustav neni nikterak novad. Teoreticky byla v literatufe jiZz mnohokréte
diskutovdna (viz nap¥. [1] aZ [13] a objevila se i nevelka fada praci, které se snaZf o jeji praktické
vyuziti [1, 2, 4 az 81.

PrestoZe se teoreticky jevi jako velmi slibnd, praktické vysledky zatim dosaZené nejsou piilig
uspokojivé a metoda nenalezla dosud Sirokého praktického uplatnéni. PFi¢iny téchto dosavad-
nich neuspéchl jsou v podstaté dvojiho druhu. Jsou to jednak obtiZe realizalni a jednak nékteré
nedofesené teoretické otazky.

Statisticky pfistup k otdzce experimentalni identifikace dynamické soustavy pfinasi podstatné
vyhody pifedeviim v takovych pfipadech, kdy soustava podléhd plisobeni neméfitelnych nahod-
nych poruch, které znehodnocuji méfeni jednordzova. Vliv takovychto poruch je mozno elimi-
novat pouze dlouhodobym pozorovanim soustavy a statistickym vyhodnocenim naméfenych
vstupnich a vystupnich signali. Korela¢ni analyza, na které se dosavadni statistickd identifikace
zpravidla zaklada, je statistickou metodou limitni, tj. ddva teoreticky pfesné vysledky aZ po ne-
koneéné dobé pozorovani. Pii praktické aplikaci této metody je oviem tieba omezit se na Easové
intervaly kone&né. Teoretické rozbory ukazuji, Ze pro dosaZeni spolehlivych vysledkil je Zasto
tfeba statisticky zpracovat desitky a? stovky tisict hodnot naméfenych vstupnich a vystupnich
signalll. Zpracovani takového mnoZstvi hodnot neni myslitelné bez pouZiti matematickych stroji
a automatizace celého vypotétu véetn& zavadéni zpracovavanych dat do stroje. Vypolty, které
piichazeji pro dany el v ivahu, maji svij specificky charakter. Vyznacuji se pomérné jednodu-
chym algoritmem a mimofadnymi naroky na paméf a rychlost stroje, ma-li byt vysledku dosa-
Zeno v rozumné kratké dobé. Bézné universdlni &islicové pocitale témto narokam plné nevyho-
vuji a jevi se proto tidelné konstruovat stroj specidlni. Z téchto divodd byl v UTIA CSAV vyvinut
Sestikandlovy magnetofonovy universdlni statisticky analyzator MUSA 6 a byl tak vytvofen
dulezity ptedpoklad pro $ir$i uplatnéni statistickych metod u nas.

Vedle popsanych obtizi realizanich vyskytuji se pi identifikaci soustav statistickymi metodami
nékteré obtiZe teoretického razu. Jednou z nejvaZnéjiich piekdZek tohoto druhu je v soudasné
dobé ta skute&nost, Ze nebyla dosud vypracovana spolehlivd metoda numerického feSeni integraini
rovnice, kterd vaze hledanou véhovou funkci (impulsni charakteristiku) linedrni soustavy se
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vzajemnou koreladni funkci vstupniho a vystupniho signalu a autokorelaéni funkci vstupniho
signalu. Utelem predkladané prace je vypinéni této mezery.

ProtoZe se v literatufe objevily kolem zmin&né integrdlni rovnice nékteré nejasnosti princi-
pidlniho charakteru, odvodime ji nejprve a ukazeme, Ze se jedna o rovnici Wienerovu - Hopfovu.

2. STATISTICKY ODHAD NEZNAME VAHOVE FUNKCE
LINEARNI DYNAMICKE SOUSTAVY

Uvazujme linedrni dynamickou soustavu podle obr. 1, jejimZ vstupnim signdlem y
je spojity staciondrni nahodny proces. Vedle tohoto vstupniho signdlu plsobi na

ui(t)
) x(1)

Obr. 1. )

uvaZovanou soustavu jedna nebo vice ndhodnych poruch u; (i =1,2, ...),fkteréjsou
rovnéZ staciondrni s nulovou stfedni hodnotou, jsou viak neméfitelné. Jedinymi
informacemi o vySctfované soustavé, které mdme k dispozici, jsou zméfené prabéhy
vstupniho a vystupniho signalu j(¢) a %(¢). Chyba, ktera pfi kazdém m&feni vznikd,

X1y

Obr. 2.

je ve schématu na obr. 1 respektovdna veliinami #(f) a &(#), o kterych pfedpokldddme,
Ze jsou rovndZ ndhodné staciondrni s nulovou stfedni hodnotou. Podle principu
superpozice platného pro linedrni soustavy mizeme viechny poruchy u () redukovat
na vystup soustavy a spoletng s chybou &(r) je uvaZovat jako jedinou poruchu o(f)
(obr. 2). O poruse v(t) vime, Ze je rovnéZ staciondrni s nulovou sttedni hodnotou, dalsi
jeji statistické charakteristiky viak nezndme.

Vysettované soustavé s vdhovou funkei g(t) prifadime matematicky model s vdho-
vou funkei h(f), kterou uréime tak, aby byla odhadem pro nezndmou vdhovou funkei

9(®).



Odezva modelu i odezva soustavy na tentyZz vstupni signdl maji tedy byt stejné, 333
neplsobi-li poruchy u,. V praxi oviem nemdme k dispozici ani pribéh y(r) ani x(f)
a tak musime pracovat s naméfenymi signdly j(r) a X(f) zatizenymi chybou. UkdZeme
si, Ze i z téchto signdld je moZno dostat vyhovujici odhad, vyjdeme-li z poZadavku,
aby stfedni kvadratickd odchylka mezi naméfenym vystupem soustavy X(t) a naméfe-
nym vystupem modelu m(t) (obr. 3) byla minimalni:

1 +T 1 T
lim — e (t)dt = lim - (1) — m(£)]* dt = min .
raw 2T) _y (e = Jim ZTjJ[ () = m(n)

Nejprve si vyjadfeme [*Te%(f) dt jako funkciondl vahové funkee h(t):

() = (1) — m(t),

1) “(r)
T '_/1(1_)1 w1y
Obr. 3. I I
mt) = J h(z) 5(t — 7)dz
b=}
a tedy

1) Ji (1) dt = fr ¥ty de — zrrg(,) j'ojmh(t,)ﬁ(t — ) dt, dt +

-T

+ .[:U:h(tl) (it — 11)dt1] Ufmh(tz) J(t — 1) dtz:| dt.

Zavedeme-li do (1) korelagni funkce definované vztahem

I

Ro7) = a(t) b(t + 7) = ;T; i%‘,[i Ta(z) b(t + 1)dt =

I

T
a(t — 7) b(t) = lim _1_ a(t — ©) b(r) dt
Tow 2T -7
a ddle symbol

fim L Jﬁ (1) dt = €41,

Taw 2T -T
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médme po provedeni limity a po ipravé

@ 70 = Resl0) - 2 f " b)) Ryslty) dy +

o 0
+ f h(zl)j h(t) Ryt — 1) dt, dey .
— o0 -

Vahovou funkci, minimalizujici az(t), budeme nyni hledat pomoci variaéniho
poétu. Je-li kg, hledanym feSenim, pak pro funkci

(3) B(t) = hope(t) + A y(1),

(kde h,(t) je libovoln4 realizovatelnd vahovd funkce a 4 koeficient, nabyvajici riznych
hodnot) must pfi 4 = 0 vzdy &%) nabyt v&ti hodnoty ne# pro 4 = 0. Dosazenim (3)
do (2) se stdvd (2) funkci argumentu A a nabyvd své minimdlni hodnoty pro 2 = 0.
Derivujeme-li tedy (2) podle 2 a derivaci poloZime rovnou 0, dostdvame podminku,
z niZ 1ze vypocitat hledanou funkci hom(t):

@) F%’Q]A:o: -2 J :ﬂhl(tl) Rys(t,)ldt, +

+ ZJ hl(tl)f hopt2) Ryglty — t,) di,dty =

=2 f %:h@(n)U:hm(tz) Ryt — 1) — R;;(tl)] dt,dt, L0,

Zde h,(t) je libovolnd realizovatelnd vdhovd funkce, tj. h,(z) musi byt pro zdporné
Casy nulovd. Kdybychom nerespektovali podminku

hy()=0 pro t<0,

pfipoustéli bychom i takovy matematicky model soustavy, jehoZ odezva na dany
vstupni signdl se objevi dfive neZ tento signdl sdm a to je fyzikdlné nesmysing.

Vztah (4) je tedy pro zdporné &asy anulovén funkei h,(r), af je hodnota v hranaté
zdvorce jakdkoliv. Pro kladné Zasy je moZno (4) splnit jedingm zptisobem; musi
totiZ platit

o
s) f h(ts) Rog(t = £:) dty — Rysft) = 0
-0
prot = 0.
Integralni rovnice (5) je, jak zndmo, rovnici Wienerovou - Hopfovou.
Skutegnost, Ze stadi, aby integrdlni rovnice (5) pro nezndmou h(t) byla pii identi-
fikaci splnéna pouze pro t = 0, neni v literatufe o identifikaci zpravidla uvddéna,



ackoliv prdvé toto jeji omezeni umoZiiuje zajistit podminku realizovatelnosti hledané
funkce h(z).

Zbyva zjistit, jaké podminky musi spliovat rusivé signdly o(r) a n(r), md-li se h(f)
vypodtend na zdkladg rovnice (5) co nejvice bliZit ke g(1).

Podle obr. 2 plati

X(9) = (9) + v(9).

H9) = J‘*wé/(%] WS — t,)dt, — f g(2) 71(9 = t;)dt,,

@

o

(6) 9 + 1) =J~ g(t2) 59 + ¢ — t,)dt, —

- f wg(tz) S+t —1)de, +o(9 +1).

—o

Vyndsobime-li ob& strany rovnice (6) 1/2T. $(9), integrujeme podle 8 v mezich
{—T, T) alimitujeme pro T — oo, mdme po zavedeni pfislu§nych symbola korelaé-
nich funkei

™ Ryslt) = J jmg(lz) Ryt — 1) dty —

+ o0
—f g(t2) Ryt — 1) dty + Ryft)

—o

a po dosazeni Ry; ze (7) do (5)

®) j Ryt~ 1) [H0s) — g(ta)] s +

+
+f g(t:) Ryt — 1) dt, — Ry,(1) = 0.

Rovnice (8) vyjadiuje vliv poruchovych signdll v obecné forma.
Ve zvldstnim pfipad@ pro
) + o0
j g(t2) Ryt — 1) dt; — Ry,(1) - 0

bude se i h(f) blizit ke g(2).
Jsou-li jak vstupni signdl y, tak chyba n, vznikajici pfi jeho méfeni, jakoZ i rusivd
slozka v vystupniho signdlu viechny vzdjemné nekorelované, tj. plati-li

© Ry(t) = Ry(1) = Ry(1) = 0,

335



336

Ize rovnici (8) prepsat na

(10 f i me(t — 1) [h(t,) — 9(t)] d1; +

@

+ o0
+J Rt — 1) g(t2) dt; = 0,

protoZe plati
(11) Ri’n(’) = Ryn(t) + Rﬂ’l(t) >
(12) Riv(t) = Ryv(t) + Rmr(t) .

Z rovnice (10) by bylo mozno urdit rozdil h(t) — g(¢) ze zndmé autokoreladni funkce
R,,(t) chyb m&feni signdlu y exaktng. V praxi byvd zpravidla 1 daleko mensi nez
méfend veli¢ina y. Plati proto

Ry (0) < Rys0)

Napt. je-li hladina chyb niZe nez 1/10 m&feného signdlu, bude R,,(0) mensi nez 1/100

R;4(0).
Kdyby funkee R,,(f) a Ry;(t) mély shodny tvar, tj. kdyby platilo

Ryft) _ Rl
*3) Rof0) ~ Rof0)’

bylo by FeSeni rovaice (10)

(14) oft) — i) = %y% o(1).

Ndhodné chyby mé&feni 5 v blizkych Sasovych okamzicich byvaji témeF nezdvislé, coZ
plati zejména pro vzorkovaci metody méfeni. Tato skuteCnost se obrd#i na rychlém
poklesu autokorelaéni funkce R,,,,(t), jeZ ubyvd zpravidla daleko rychleji neZ funkce
R;5(2). Rozdil |g(t) — h(z)| vychdzi proto z rovnice (10) jestd podstatné mensi nez
podle vztahu (14) a pro praktické GZely lIze tedy klast h(f) = g().

3. DOSAVADNI ZPUSOBY NUMERICKEHO RESENI ROVNICE '(5)

Diive neZ pfistoupime k odvozeni nové metody numerického feSeni Wienerovy -
Hopfovy rovnice (5), naznatime dosavadni p¥istup k tomuto problému a ukéZeme
jeho nedostatky.

Integrélni rovnice typu (5) se numericky fesi zpravidla tak, Ze se integrdl p¥iblizné
vyjddii jako soudet diskrétnich hodnot integrandu a uloha se tak pfevede na feseni
soustavy linedrnich algebraickych rovnic.
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(15) Rys(kT) = ¢,
ho(KT) = he, k>0,

3h(0) = ko,

TR (KT) = &

prejde integrdlni rovnice (5) na algebraicky vztah
(16) G~ hap;=0, k=0.
i=0

RozepiSeme-li tento vztah pro riiznd k = 0, dostaneme systém linedrnich algebraic-
kych rovnic pro diskrétni hodnoty hledané vdhové funkce h;. Teoreticky bychom
pottebovali nekonedné rovnic pro nekoneén& mnoho nezndmych h; (i =012, )
ProtoZe v8ak pro dostatedné velké N je u stabilni soustavy h; = Opfii > N, vystadime
s koneénym poétem rovnic, odhadneme-li spravng N. V maticovém zdpisu je

(17) [€] - [a] [#] = 0,

kde

Teo ho'|
€1 hy

(19) [ =|e|. 0=k
cx _).1N

a matice [a] je symetrickd, jelikoZ a, = a_,, a m4 stejné prvky na rovnobdzkdch
s hlavni diagondlou:

(19) aga; a, ...ay
aja, day ...4y-y
[a] =920 do .- An-2is

aNA-N1dN-2 .-+ Qo

Soustava rovnic (17) se pak fesi b&znymi metodami bud finitnimi (neni-li f4d matice
[a] pili§ vysoky) nebo iteradnimi.

Popsany postup md ndsledujici nevyhody: Ma-li byt ndhrada integralu v rovnici (5)
souftem diskrétnich hodnot integrandu vyhovujici, je tfeba volit interval T dosta-
ten& maly. PF malém T'vSak velmi nartstd ¥dd matice [a] a mimo to se prvky v sou-
sednich Fddcich jen maélo lisi, matice se stdvd $patn& podmindnou.

Pouziti finitnich metod pro Fefeni soustavy algebraickych rovnic v takovém pfi-
padg nardZi na zndmé potiZe s odeCitdnim velkych &isel sobé blizkych a iteradni me-
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