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ZUR DIFFERENTIALGEOMETRIE DER rn-DIMENSIONALEN KUGEL —
UND LINIENMANNIGFALTIGKEITEN
IM (n + 1)-DIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN RAUM

ZDENEK VANCURA, Koptivnice

(Eingegangen 17. 5. 1988)

Summary. In der Arbeit [17] hat der Verfasser versucht, die Konzeption, Inhalt und Form
der Differentialgeometrie der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im (n 4+ 1)-
dimensionalen euklidischen Raum zu erzeugen.

Zu dieser durch das Theorem aus [17] charakterisierten Differentialgeometrie versucht nun
der Autor einige Vertiefungs- und Entwicklungsideen insgesamt einiger ihren wichtigsten Reali-
sationen aufs kiirzeste darzustellen.

Keywords: Differentialgeometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten.

AMS Classification: 53A25.

In der Arbeit [17] versuchten wir die Konzeption, Inhalt und Form der Differen-
tialgeometrie der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im (n + 1)-
dimensionalen euklidischen Raum (n = 2) zu erzeugen.

Zu dieser durch das Theorem mit "(T)g,,, aus [17] charakterisierten Differential-
geometrie versuchen wir nun bei n = 3 einige Vertiefungs und Entwicklungsideen
insgesamt einiger ihren wichtigsten Realisationen aufs kiirzeste darzustellen.

Unter Anwendung von in dieser Arbeit definierten Begriffen und von Prinzipen,
Begriffen, Methoden, die durch Erzeugung der zweckmdssigen, zuldssigen, inter-
pretationsfdahigen Auswahl, Verallgemeinerungen, Kombinationen, Modifikationen
der Prinzipe, Begriffe, Methoden aus meiner Arbeit [17] entstehen, bei prinzipiell
gleicher Bezeichnung der verallgemeinerten Begriffe wie der Ausgangsbegriffe
aus [17] und bei zugehorigen Voraussetzungen bekommt man:

Unter Voraussetzung, dass der Durchschnitt 22~ Ls der Mittelpunktmannigfaltigkeit
"s(u', ..., ") der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit ([17] (1), n = 3) mit der
durch den Punkt *'s = "s(°u', ..., °u") gehenden Ebene vom Einheitsnormalvektor
v die (n — 1)-dimensionale Punktmannigfaltigkeit in dieser Ebene als im °E,
darstellt, so wollen wir den Durchschnitt dieser Ebene mit den Kugeln der n-dimen-
sionalen Kugelmannigfaltigkeit deren Mittelpunkte in dieser Ebene liegen als die
°"v-Richtungscharakteristik der n n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit ([17] (1),
n 2 3) bezeichnen. Die zur erwihnten Richtungscharakteristik adjungierte (n — 1)-
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dimensionale Linienmannigfaltigkeit wollen wir als die °"v-Richtungscharakteristik
der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit ([17(11), n 2 3) bezeichnen. Kurz
sprechen wir iiber die °"v-Richtungscharakteristik der n-dimensionalen Kugel- und
Linienmannigfaltigkeit. (Unter dem Durchschnitt werden wir immer die Punkt.
menge verstehen, die durch erwihnte implizite Funktion zur zugehdrigen Durch-
schnittsgleichung ausgedruckt wird.) Die Operation, welche die °"v-Richtungs-
charakteristik erzeugt, werden wir die °'v-Richtungsoperation nennen. Bei den ge-
gebenen (fiir die nachfolgenden Operationen zuldssigen) Vektoren °'v,...,*" " Pv,
n=3 0<p=<n-3 werden wir die °~!v-Richtungscharakteristik der *'v-
Richtungscharakteristik bzw. die®” ~Pv-Richtungscharakteristik der®" P+ 1v"~P*2y
on-1yony_Richtungscharakteristik als die °"~ !v*"v-Richtungscharakteristik bzw. die
°"~Py ... °"v-Richtungscharakteristik (°"v ...°"v = °"v) bezeichnen. Die Operation,
welche die °"~Pv ... °"v-Richtungscharakteristik erzeugt, werden wir die °"~?v ...
°"v-Richtungsoperation nennen. '

Wir werden weiter eine solche (existierende) Parametrisierung der Mittelpunkt-
mannigfaliigkeit "s(u’, ..., u") der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltig-
keit voraussetzen, in der die Mittelpunktmannigfaltigkeit op_2Z)s der " ?v ... °"v —
Richtungscharakteristik (in einer Umgebung des Punktes s = "s(’u', ..., °u" 777",
w""?=0,...,°%" = 0)) die Form

-

(1 z::z_f,s(ul, e WP = syl w TP TP =0, .., u" = 0)
n=z3, 0sp=<n-3

besitzt. Wenn (1) in den Kriimmungsparametern u', ..., u" der Mittelpunktmannig-

faltigkeit "s gilt (was moglich ist), so werden wir iiber die *"~Pv ... °"v-Richtungs-

kriimmungscharakteristik sprechen.
Fiir die Grundtensoren

on—p—1ss __on—p—1 on—p—1 PR
(2) on—p v Tij — on—p vsion—p vs‘ L= 1’ ey — p — 1 ’
on—p—1ds _ on—p—1 on—p—1 soe _
(3) on—p v T‘ij — Ton-p vdion-—p WS L= 1’ ey —p 1

(in (3) eventuell bis auf das Vorzeichen) der Mittelpunktmannigfaltigkeit 2,-2" s

on—=p v
der °""Pv ... °"v-Richtungscharakteristik der n-dimensionalen Kugel- und Linien-

mannigfaltigkeit (n 23, 0 < p < n — 3) gelten auf 37" s (im Punkt °"s die

on—p v
rechte Seite in (5) durch den angehirigen Grenzwert, ;n_2~ \*T,; eventuell bis auf
das Vorzeichen) die Gleichungen

4 oy STyt u TP =T L wt T w TP =0, u" = 0)
ih,j=1,..,n—p—1,
6) BT W) =

="T (u', .., 0P L u""?=0,..,u"=0).
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p
. Ho(l _ [on—av g:::+lvd(u1, ey un—a-—l’ e = 0)]2)—1/2
a=

i,j,..on—p—1,

o td(ut, L, WP =

= (1= [P S P 7 = ).

¢ (::::+ lud(u‘l’ CERE) un-—p—l’ un—'p = 0) -

- [on-‘pv g::§+ lvd(u:7 RS} un—p—l’ un-—p = O)] on—pv) s z;+lvd = nd .

: on—p—~1_ on—p—1_ on—p—1ldp on—p—1ls on—p—111 on-p—1_ . .
D’e Tensoren on—p vv5on—-p uui’an—p v Ti#on—p v Tij?an—p v Tij:on—p W)= 1’
....h — p — 1 werden in den Kriimmunsparametern der Mittelpunktmannigfaltig-

keit °*~2~1s der =Py . °"v-Richtungscharakteristik durch die Gleichungen

on—p Vv
on—p—~1, _ ~on—p-1 __on—p—1_2on—p—1sspqq\1/2
(6) on—p ,;U - znn—p ur(l on—p vrq on—p v T ) >
n—p—1
on—p—1 . __on—p—1_2o0n—p—1sspqq\1/2 on—p—1
(7) on—p uvi"‘z(l on—p vrqan—p v T ) Z on—p vrc'
. c=1
on—p—1 _on—p—1_  on—p—-1pt _ on—p—1_on-p—1 _
'(on—p vron—p vrton—p vrci on—p vron—p vl ci
on—p—-1 on—p—1 on—p—1ss on—p—1sspcc
~ on-p vrcon—p vri+ on—p v Tci)an—-p v T >
on—p—11d _ _on—p—1_on—p—1_ on—p~—1ldspi
(8) on—p v Ti“ on-p vron—p viion—p v Ti ’
on—p—1lis __on—p—1 on—p—-1_ on—p—-1yt _ on—p-—-1_
(9) on—p v Tij_an—p vron—p v'ton—p vrij on—p ol -
on—p~-1 __on—p—1_ on—p-1 on—p—1ss
s on—p vrij on—p vrion—p urj+an-p v Tij*
n—p—1
on—p-—111 — on—p—1_on—p—1_ on—p—1yt _ on—p—1 on—p-—1 _
(10) on—p v ’Tij"" Z (on—p vron—-p vrrnn—p vrci on—p vron—p vrci
c=1

_ on—p—lr on—p—-1 on—p—1ss on—p—1_on~p—1_ on—p—1

t
on—p v'con—p vri+on—p v Tci)(on—p vron—p urton—p urcj_
an—p-—lssch +

on—p v cj) on—p v
! —-p—1 —p—1 —p—1 —-—p—1 ion—p—1 i
on—p 2o0n—-p r on—p on—p dsTl on—p dsTj! ,

an—p—lron—p- 1

__on—p—-1 on—p-—1 on—p—1ss
on—p v'on—p of r Fe + T,

cj on—p v'jon-p v

on—p v' on—p viion—p v jon—p v ion—p v
(11) det |— on 227 BT on 27w + o BT BTy =0
ausgedriickt.
Die Menge von Kugelfidchen (-5 s = "s(u', .., u" P~ u" ? = 0,...,u" = 0);
b ="t uT P WP =0, .., u" = 0)) bzw. von Linien (2273

on—p o'
on_b73d) bildet die °""Pv...°"v-Richtungscharakteristik der n-dimensionalen

Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeit [17](1) bzw. [17](11) (n 23,0 < p < n — 3)
genau dann, wenn auf der Menge von Kugelflichen ({10 is; -~ Lr) bzw. von
Linien (2511, on=2~1d)

on—p v

(12) . det|mZfi=Ty +0 i,j=1,..,n—p—1
bzw.

(13) det [on22= Tl 0 ij=1,...,n—p—1

gilt.
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Fiir die Grundtensoren on_%" i ta,;, Z:_I,_:}b bzw. =P a,;, 27l b, der
Brennmannigfaltigkeiten 5,7~ " bzw. JnZP"lg der Py ... ° v-Ru:htungscharak-
teristik der n-dimensionalen Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeit (n =2 3, 0 <
Spsn-3,i,j=1,...,n—p—1) gelten (bei den zweiten Grundtensoren
eventuell bis auf das Vorzeichen) die Gleichungen

on—p—1h __on—p—111 on p—-l on—p-— on—p-1 2
(14) on—p ufau_on p v T +%on P v ion—p +%on -p v .

on—p—1ss on—p—1dspk on—p—1lds~ol _ han—p—-t
son—p v T;(lon -p v Tl on—p v T %( 1 on—p oV -
fon—p—1dsk on— p—lls on—p —lds k on— p—lls
on—p v Tl on—p T + on—p T on—p Tk) +
h (on p—lld on—p—1 on—p—11d on—p—1
+ %(_1) (an— Tton—p v + on—p v T on—p D)
n—p-— 1 n—p—1
on— p—lh on—p—1h on— p—-lh on—p—11k
(15) on—p vf = Z (on p ckl + Z on—p v qon P r
__on—p—1h_, on— p—lds k\ on p—lls
on—p vcnan—p v T‘)on p T
n—-p—1

on-—p—lh on—p— lh on—p—1lds
+(on—-p v m+ Z on—p v qonp v T)
n—p—1

G, 3Pl — (P S e e +

n—p—1
on— p—lh on—p—1yk _ on—p—1h_ on— p—lds k\ on p—lds lon—p—1ss
+ Z on—p v qon )4 ur on—p vcnon— T)on p v TJon p v T;:l’
n—p-— 1
on p—-lls __1\hon—p—1_ on—p—1lss on—p—1ldsk\ on—p—1h
Z (an— T %( 1 on—p vV on— p v T;cqon— v Tj)on-—p ch+
on—p—11d hon—p— on—p— 1h -
+ (on P v Tj + %(_1) on—p v J) on—p =0 s
n—p—1
on—p—1ss on—p~1h_, on— p-—lh on—p—1h 2 __
Z on—p v anon P caon p C + on—p vcp - 1 ’
a,q=1
on—p—1 __on—p—11l on—p—1 on—p—1 on—p—1_ 2 on—p—1ldsk
(16) on—p uga" ~ on—p v T +on—p wton )4 W +on P vw on—p v Tl .
on—p—1ldsl on—p—1ss _on—p—1_ (on—p—1ldspk
‘on—p v T on—p v T;(l on—p w(on p v T
on—p—1lis on—p—1ldspkon—p—1lis
*on—p vT on—p vTonpuTk)+
on—p—~1ldqn on—p—1 on—p—1ldp on—p—1
+onvaump w+onpuTonp Wi
n—p—1
on—p—1 on—p—1 on— p—l on—p—1yk
(17) on—p uybu - Z (an -p vgCki + Z on—p vgSqon—p r )
on—p—11s on—p~—1_ on—p—1ds lan p— l.ss
(on p v T — on-p vWon- p v T on—p Tkl)
-p—1
on—p—11d on—p— on—p—1 on—p—1ds
+ (on—p v Ti + on—p vwi) Z on-p vg€qon—p v th*
n—p—1
on—p-—1lis __on—-p-1 ,on p—lss on—p—1dsk) on—p—1 -
Z (on p v T on—p vWon-p quon p v Ti)on-p vCq = 0,
q=1 .
n—p-—1

on—p—1ss on—p—1 on—p—1 _
Z on—p v Taqon 4 vgcaon )4 vgcq_ 1'

aqg=1

Die zugehdrigen Gaussschen und mittleren Kriimmungen definiert man auf
iibliche Weise (d.h. prinzipiell so wie in [17]).
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Alle auf der °*~Pv ... “"v-Richtungscharakteristik der n-dimensionalen Kugel- und
Linienmannigfaltigkeit festgestellte Eigenschaften gelten auf der " ?v... °"-
Richtungscharakteristik der speziellen n-dimensionalen Kugel- und Linienmannig-
faltigkeit und zwar fiir ®*~P~ 'y = "r = const > 0, o""P-1[ = on—p=1g on—p—1, _

on—py ’ on—pv on—pv %> on-—py
_ ~on—p—1 on—-p—1 - on—p—1ld — on—p—1ls __on—p-—-1]] .

- 2on-p vr9 on~p uvi - 09 on—p v Ti - 0’ on—p v le ~on—p v Tij -

o On—p-—lss __on—p—1dsp on—p—1 on—p—1ss _

~ on—p v le’ det I on—-p v Tijan—p oW + on—p v Tij‘ = 0.

Die spezielle n-dimensionale Kugel- und Linienmannigfaltigkeit, welche mit der
n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeit die Mittelpunktmannigfaltigkeit
"s(u', ..., u") und die Kugelfliche ("s(°u', ..., °%"); "r(°u', ..., °u")) gemeinsam hat,
wollen wir als die zur n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeit im
Punkt "s(°u',...,°u") beigeordnete n-dimensionale Kugel- und Linienmannig-
faltigkeit bezeichnen. Wir sprechen auch iiber die beigeordneten n-dimensionalen
Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten.

Die Gausssche Kriimmung der Brennmannigfaltigkeit der speziellen n-dimen-
sionalen Kugelmannigfaltigkeit bzw. ihrer °*~Pv ... °"v-Richtungscharakteristik
ist genau dann gleich Null, wenn die Gausssche Kriimmung der Mittelpunkt-
mannigfaltigkeit der speziellen n-dimensioqalen Kugelmannigfaltigkeit bzw.
ihrer °*~Pv ... °"v-Richtungscharakteristik gleich Null ist.

Die beigeordneten n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten be-
sitzen die gemeinsame °"~Pv ... °"v-Richtungscharakteristik genau dann, wenn die
o""Py ... °"v-Richtungscharakteristik der n-dimensionalen Kugel- und Linien-
mannigfaltigkeit die spezielle (n — p — 1)-dimensionale Kugel- und Linien-
mannigfaltigfaltigkeit darstellt.

Die " Py ... °"v-Richtungscharakteristiken der beigeordneten n-dimensionalen
Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten stellen die beigeordneten(n — p — 1)-dimen-
sionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten dar.

Der Begriff der beigeordneten Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten ist gegen-
tiber der °""Pv ... °"v-Richtungsoperation invariant.

Die Asymptotenkurven der Mittelpunktmannigfaltigkeit der °"~Pv ... °"v-Rich-
tungscharakteristik werden genau durch alle Asymptotenkurven der Mittelpunkt-
mannigfaltigkeit der n-dimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeit ge-
bildet, die auf der Mittelpunktmannigfaltigkeit der °"~Pv ... °"v-Richtungscharak-
teristik liegen. -

Wenn wir die Brennmannigfaltigkeit op-27 kg = on P~ lg(0n P~}
= o S T bV T ', on 227 )5 Ty + 0((1) in Kriimmungsparametern der "s) als
die k-te Brennmannigfaltigkeit der”~Pv... °"v-Richtungskriimmungscharakteristik
der speziellen n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit bezeichnen, bekommen wir:

Fiir die °""Pv ... °"v-Richtungskriimmungscharakteristik der speziellen n-dimen-
sionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeit gelten die Gleichungen, die aus den
Gleichungen (31) bis (36) in [17] durch die Verwechslung "; gegen on-5"\7 bzw. ™
gegen 2= ' % entstehen.

on—p—1k

W = on-p v W=
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Die Gausssche Kriimmung der Brennmannigfaltigkeit der speziellen n-dimen-
sionalen Kugelmannigfaltigkeit bzw. der °"~Pv ... °"v-Richtungskriimmungscha-
rakteristik ist genau dann gleich Null, wenn die Gausssche Kriimmung der Mittel-
punktmannigfaltigkeit der speziellen n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit
bzw. der "~ Pv ... °"v-Richtungskriimmungscharakteristik gleich Null ist.

Die Gausssche Kriimmung der k-ten Brennmannigfaltigkeit der spezietlen
n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit bzw. der °*"Pv...°"-Richtungskriim-

" mungscharakteristik ist genau dann gleich Null, wenn auf der Mittelpunktmannig-
faltigkeit der speziellen n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit bzw. der ** Py ...
... ™v-Richtungskriimmungscharakteristik ("*T,"*T;x'), "Ti; = 0 bzw.

(@ ST ool o op=IrL — 0 (im Fall "Th = 0 baw. $37273Th = 0 fiir
irgendein i * k) gilt.

Wenn die Gausssche Kriimmung der Mittelpunktmannigfaltigkeit o2~ 's der
°"~Py _..°"v-Richtungskriimmungscharakteristik der speziellen n-dimensionalen
Kugelmannigfaltigkeit gleich Null ist, so sind auf ﬂ::;"f,s gleich Null die Gauss-
schen Kriimmung sowie der Mittelpunktmannigfaltigkeiten so der Brennmannig-
faltigkeiten der °"~Pv ... °"v-Richtungskriimmungscharakteristik bis der *"v-Rich-
tungskriimmungscharakteristik und der speziellen n-dimensionalen Kugelmannig-
faltigkeit.

Wenn auf der Mittelpunktmannigfaltigkeit on_2"}s der " Pv ... %" P'v .. °y-
Richtungskriimmungscharakteristik der speziellen n-dimensionalen Kugelmannig-

)4
faltigkeit IE[""‘T,,_,,,,_,, 0,0 p=<n-—-3bzw. [] "™Tt-a*0,0=p <
a=0 a=p'+1

< p < n— 3ist, so sind auf 322" Lsdie GaussschenKprﬁmmungen sowieder Mittel-
punktmannigfaltigkeiten so der Brennmannigfaltigkeiten der °* Py ... ®"v-Rich-
tungskriimmungscharakteristik bis der °"v-Richtungskriimmungscharakteristik
und der speziellen n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit bzw. der °" Pv...
...o" P’y . "v-Richtungskriimmungscharakteristik bis der ®*~?'v ... °"v-Richtungs-
kriimmungscharakteristik gleizeitig entweder gleich oder ungleich Null.

Wenn auf der Mittelpunktmannigfaltigkeit Z:::‘f,s der "~y ot Py ony.
Richtungskriimmungscharakteristik der speziellen n-dimensionalen Kugel- und

P
Linienmannigfaltigkeit Z"”T,,'_},,,_a""‘n_,,,_a =00=Zp=<n-—3bzw
a=0

T anedTyan-g =0 0 S p' <p<n—3 ist, so sind auf _2"is die
a=p'+1 .
mittleren Kriimmungen der Mittelpunktmannigfaltikeiten der °"~Pv ... °"v- Rich-
tungskriimmungscharakteristik und der speziellen n-dimensionalen Kugel- und
Linienmannigfaltigkeit bzw. -der”™ v ... P'v ... °"v-Richtungskriimmungscha-
rakteristik und der °*~?'v ... °"v-Richtungskriimmungscharakteristik gleizeitig
entweder gleich oder ungleich Null.
Wenn auf der Mittelpunktmannigfaltigkeit Jn_2"\s der °"~Pv ... °"v-Richtungs-
kriimmungscharakteristik der speziellen n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit
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fiir irgendein i % k (0/0u*)"*T,, = 0 ist, so sind auf 2:-2"'s die Gaussschen

on—p
Kriimmungen der k-ten Brennmannigfaltigkeit der speziellen n-dimensionalen
Linienmannigfaltigkeit und .der °"~Pv ...°"-Richtungskriimmungscharakteristik
gleich Null.

Wenn auf der Mittelpunktmannigfaltigkeit °"~2~'s der ®*~Py ... °"v-Richtungs-

on—p ¢

kriimmungscharakteristik der speziellen n-dimensionalen Lzmenmannigfaltigkeit
P

ofou (TT(1 = [ venZayid(ut, ..., u" %", u"™* = 0)]%)"/?) = 0 ist, so sind auf
a=0

on—p—1

on-p o5 die Gaussschen Kriimmungen der k-ten Brennmannigfaltigkeit der spe-
ziellen n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit und der °*~Pv...°"v-Richtungs-
kriimmungscharakteristik gleichzeitig entweder gleich oder ungleich Null.

Die Gaussschen Kriimmungen der k-ten Brennmannigfaltigkeiten der °" ?v ...
...”"-Richtungskriimmungscharakteristik- (mit der Mittelpunktmannigfaltigkeit
e :'us) und der speziellen n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit sind auf
on—p-1

o k=is gleich Null genau dann, wenn auf 3m_2"is (9/ou*) (" T, ""S’Tkk’)

on—p
.(0]ou*)"*T;; = 0 (tm Fall (8|ou*) "*T;; = O fiir irgendein i * k), (3/ou*) ( 1—[ -
_ [on a, z: :“d(u u"- a— 1 na 0)]2)1/2) =0 gllt
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Souhrn

K DIFERENCIALNf GEOMETRII n-ROZMERNYCH KULOVYCH . . ..
A PRIMKOVYCH VARIET V (n+ 1)-ROZMERNEM EUKLEIDOVSKEM PROSTQRU

ZDENEK VANEURA b

Ve své praci [17] pokusil se autor vytvorit koncepci, obsah, formu diferencialni ‘geometrie
n-rozm&rnych kulovych a ptimkovych variet v (n + 1)-rozm&rném eukleidovském prostoru.

K této, teorémem v [17] charakterizované diferencialni geometrii, pokousi se autor v pfedlo-
Zené préci stru¢n& formulovat a v hlavnich rysech realizovat n&€které ideje, které by tuto diferen-
cidlni geometrii vyrazn& geometricky prohloubily a motivicky rozvinuly.

Anschrift des Autors: ul. Osvoboditela 1214/11, 74221 Kopfivnice.
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