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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y S B O R N Í K 
R O Č N Í K II . Č Í S L O l-

MARKO ŠVEC 

K PROBLÉMU JEDNOZNAČNOSTI 1NTEGRÁLOV SYSTÉMU 
LINEÁRNYCH DIFERENCIÁLNYCH ROVNÍC1 

K 70. narodeninám prof. Dr. Jara H r o n c a. 

§ 1 
V tejto práci sa zaoberám problémom jednoznačného určenia riešenia 

systému lineárnych diferenciálnych rovnic za špeciálnych podmienok kla
dených na funkcie y%[x). Dochádzam k výsledku, že riešenie je jednoznačné 
v případe, že sú vopred udané hodnoty funkcií: yx (x) v bode a?1? y2 [x) 
v bode x2l . . ., yn (x) v bode arn, ak priemer množiny 2?, ktorá obsahuje 
v sebe body xt1 . . ., xn, nepřekročí určitú medzu.2 Najprv riešim problém 
pre lin. dif. systém homogenný a potom pre nehomogenný. Nakoniec 
uvádzam niektoré obecnéjšie systémy, na ktoré sa dá rozšířit platnost 
získaných výsledkov bez váčších ťažkostí. 

Pre uvažovaný systém lin. dif. rovnic 
n 

yí = 2ailc (x) yk + QÍ (x), i = 1, 2, n, (1) 
fc = l 

budem předpokládat, že je udaný fundamentálny obor nezávislej pre-
mennej. Pre reálnu premennú je to konečný, uza tvořený interval, v ktorom 

1 Doslo dna l . o k l ô b r a 1951. 
2 Riesenie podobného problému pre lineârnu diferenciâinu rovnicu pozri prâce: 
G. De la V a l l é e - P o u s s i n , Sur Véquation différenlietie linéaire du second 

ordre; Détermination d'une intégrale par deux valeurs assignées, Extension aux équa
tions d'ordre n, Journal de Mathématiques pures et appliqées, Ie s., t . 8, 1929, 
125—144; Sur l'unicité de la détermination d'une intégrale d'une équation linéaire 
d'ordre n par n points dans le plan complexe, Annales de la société scientifique de 
bruxelles, t. 49, 1929, 11—22, 

W. B. F i t e , The Relation beiween ihe zéros of a solution of a linear homogeneous 
dif. équation andihose of ils derivatives, Annals of mathematics, 2 e s., t. 8, 1916—1917. 
214—220. 

R. B a 11 i e u, Sur l'unicité de l'intégrale d'une équation différentielle, Académie 
Royale de Belgique, Bull. Cl. Se. (5) 33, 1947, 725—742. 



funkcie aik(x) a at(x) sú spojité, pre komplexnú premennú je to rovinný 
konvexný ohraničený a uzatvořený obor, v ktorom sú aik (x) a a* (x) 
funkciami analytickými. Tento obor bude oborom definície riešení systé
mu (1), ktoré budu spojité ako aj ich derivácie v případe reálnej premennej, 
analytické v případe komplexnej premennej. Z našich úvah vylúčime zatiaF 
případ, že by sa niektorá dif. rovnica redukovala na tvar 

yí = okk (x) yk + ak (x), 
t. j . budeme zatiaF předpokládat, že z veličin aik (x), k = 1, 2, . . ., i — 1, 
i + 1, . . ., n aspoň jedna nie je identicky nulová na celom fundamentál-
nom obore. 

§3 

Formulácia problému. Majme homogenný systém lin. dif. rovnic 
'n 

y't = Z a« (x) yk, i = 1, 2, . . . , n, (2) 
k = i 

a hladajme také riešenie, aby v bode xx bolo y± (x{) = 0, v x2 zasa 
//2 {x2l = 0, . . ., v bode xn yn(xn) = 0. Množina nulových bodov x^ 
i = 1, 2, . . ., n, nech leží v uzatvorenej konvexnej množině E priemeru 
h, ktorá leží vo fundamentálnom obore. 

Vyšetřujme najprv špeciálny dif. systém 

yí = a i2Í/ 2 

&% = «23Í/3 

í/w — 1 — <1n —i, nř/w 
yn = «nií/i + «n 2 í/ 2 + • • • + «nn í/n (3) 

Pre tento systém dokážeme tieto vety: 
Veta 1. Ak niektoré yi (x) systému (3) (vyhovujúce podmienkam § 3) je 

identicky nulové, polom všelky yk (x), k = 1, 2, . . ., n, sú identicky nulové 
a je to jediné riešenie iohlo systému. 

Prv ako dokážeme vyslovenu vetu, zavedme označenie, ktorého sa 
v dalšom budeme dósledne držat. Znakom Mik označme maximum z | a&\, 
znakom Ui maximum z \ yi \ na uzatvorenej konvexnej množině E. 

D ó k a z v e t y : Nech podFa předpokladu napr. yi EE 0. Potom zo 
systému priamo vyplývá, že aj ř/{_3, y^2, . . ., y2, y1 sú identicky nulové, 
ak majú splňovat podmienky § 3. Ak však je y» EE 0 (i < n), potom 
y'% = «i,i+iyi+i j e tiež identicky nulové. Pretože však ař, ť + 1 podl'a před
pokladu § 2 nie je identicky nula na celom fundamentálnom obore, musí 



ř/i+1 — O. Z toho dalej dostaneme, že í/ í+2:z:0 atd.7 čiže všetky yu[x) ^ 0 r 

k = 1, 2, . . ., n. 
Veta 2. .A/t niektorá z veličin Ui je nula, potom jediné riešenie systému (3) 

splňujúce podmienky § 3 je riešenie identicky nulové, t. j . yk(x) EI 0 r 

k = 2, 2, . . ., n. 
D ó k a z: Nech napr. Ui = 0, t. j . yí ^n 0, odkiaF yi = c (c je konstanta). 

Pretože však podlá předpokladu §3 má, byť yi[x%) = 0, musí c = 0, čiže 
yi[x)^0. Potom však na základe vety 1 sú všetky yt[x) ~ 0, k = 1, 
2, . . . , n: 

Označme znakom fť bod z množiny JE, v ktorom | y[(x) \ nadobúda hod
noty Ui. Potom platí relácia (pre i < n) 

"i = I ^ (&) I = I ^ > Í + I (&) ÍA+i (5«) I (4) 

= I aM+i (&) | ' | / y í + i c/z | =£ M i ? ť+iW i + 1 • | & — £ i + 1 | 
*i+i 

alebo 
wť á M i > + 1 ui+1/l, i = 1, 2, . . ., n — 1, (5) 

alebo tiež 

Mi ^ M i , ť + 1 M ť + 1 . í + 2 . . . M * _ l f iMjfc/i*-* = I I Ms> s+iUkh*-*, 
s = l 

i* = 1,2, . . . , n - 1, \ <i <k ^n. (6) 
Z poslednej rovnice systému (3) dostáváme reláciu pre un: 

un = | yň (Én) | = | Mnij/i + tfn2 y 2 + . . . + annyn | x^n 

$n *n *n 

á M«i • |/yídx | + M„2 • l/^do; | + . . . + M„„ • \fykdx\ (7) 
#1 Za X n 

^ MniUi • | Šn~ Xx | + M n 2 M 2 • |En — # 2 | + . . . + MnnUn \Šn — Xn\ 
alebo 

Mn á Mniuxh + Mn2u2h + . . . + Mnniiji. (8) 
Použit ím relácie (6) je 

Mn ž [Mni
nnM8i8+1h

n + Mn2IlM^+Ji"-1 + . . . 
í = 1 í = 2 

+ . . . + M n , n - i M n - i > 2 + Mnnh] • Mn. (9) 
odkiaF 

Mn • [1 ~ Mnn/* - 2 Mn^M Mn-S, «-*+i/.'+1] ž 0. (10) 
/ = i s = l 

Pre h = 0 dostáváme z tejto relácie Mn ^ 0. Pretože Mn je nezáporné, splní 
sa táto relácia len pre Mn = 0, z čoho na základe vety 2 vyplývá, že riešenie, 
splňujúce podmienku § 3, je identicky nulové a je to jediné. V tomto pří
pade množina nulových bodov redukuje sa na jeden bod, v ktorom všetky 
yi(x) majú nadobudnúC hodnotu nulovú (Cauchyho teorém). 



Ak h je menšie ako pozitivny kořeň rovnice 
n—1 j 

U(X) = 1 - MnnX - 2TMn,n-;i7Mw_s,n-S+i^ + 1 = 0, (11) 
j=1 5 = 1 

je výraz v hranatej zátvorke na Favej straně v (10) kladný, preto nerovnost 
(10) móže sa splnit', kedže un je nezáporné, len ak un = 0. To však na 
základe vety 2 znamená, že riešenie systému (3) splňujúce podmienky § 3 
je identicky nulové a je to jediné tej vlastnosti. Platí teda veta: 

Veta 3. Ak priemer h množiny E obsahujúcej nulové body riesenia systému 
dif. rovnic (3) je menší ako pozitivny kořeň rovnice (11), má systém dif. 
rovnic (3) jediné riešenie splňujúce podmienky § 3, a to riešenie identicky 
nulové. 

Optimálnejšiu podmienku pre h dostaneme, ak pri limitácii veličin u 
postupujeme takto: 

Pre hodnoty | yi(x) |, i = 1, 2, . . ., n — 1 dostá.vame, 

I yi(x) | - I fyídx | =f(ai>i+1 (z) fy'i+1 (t) dt) dz \ (12) 
xi xi n + \ 

z 
š Mi}i+1ui+1 - \f \z — xi+1 | dz \. 

Ukážeme, že integrál 
z 

I = f\z- xi+1\dz ^Kh\ (13) 
H 

kde A = — v případe realnej premennej a K == !—--—^~ v případe 

komplexnej premennej.3 

V případe reálnej premennej patria x, x^ xi+1 do tohože intervalu 
dížky h. Pretože pod integrálom je kladná funkcia, je 

xi + h 
I ^ f | z — xi+1 | dz. 

Použime substitúciu z = x{ + hl. Pretože je z € < x^ Xi + h >, bude 
/ € < 0,1 >. Bod Xi posunieme přitom do Tavého koncového bodu intervalu 
dížky h. Potom pri vhodnom a 6 < 0,1 > je xi+1 ~ Xi + ha a 

| z — xi+1 | = h | / — a |, dz = h dt. 
Po převedení substitúcie je 

I ^h2f\t - a \dl. 

n Pozři citovaný článok R. B a l l i e u , 729—730. 
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Označme 

g(a) = f\t-a\ dl. 
0 

Po rozděleni integračného oboru bude 
a i 

g (a) = f (a - t) dl + / (í - a) dl = a2 - a + -~. 
o a c 

Táto funkcia nadobúda v intervale 0 ^ a š 1 najváčšiu hodnotu v bodoch 
a = 0 a a = 1, 

a to 
Je teda skutočné 

g(0)=g(l)=-,=K 

i âЛ 2 

1. 

V případe komplexnej premennej je I integrál zo vzdialenosti vrcholu 
trojuholníka, připadne de
generovaného, od bodovproti-
lahlej základné, pričom inte-
grácia sa prevádza pozdlž 
tejto základné. Strany tohto 
trojuholníka sú najviac rovné 
priemeru h množiny £ , kedže 
všetky tri vrcholy trojuholníka 
ležia v množině E. Nechajme 
základnu pevnú a označme 
znakom A vrchol rovno-
ramenného trojuholníka so-
strojeného nad touto základ
nou, pričom obe rovné strany 
nech majú dížku h. (Pozři 
obrázok.) 

Ak póvodný trojuholník 
přejde v uvedený rovno-
ramenný trojuholník, nado-
budne integrál svoju najváčšiu 
hodnotu, a to z tohto dóvodu: 
ak je B vrcholom póvodného 
trojuholníka, ktorého strany 
sú menšie, najviac rovné ft, 
tento vrchpl leží v uzatvorenom obore Q spoločnom dvom kruhom 
o polomeroch h a o stredoch v koncových bodoch základné. Vz;dialenosť 
1'ubovorného bodu X(z) na základní od bodu B z Q má najváčšiu hodnotu, 

s l ^ \ / I \\ \ 
' / 

/ 1 
\\ \ \ 

\ 
\ 

1 \ \ ' t \ N 
/ Ih \ \ 

/ îP iи V ť\' \ / îP iи V 
\ V \ 
\ ^ > 

/ 1 ' ^ N ч ч^ ^ ř l / »•_ X "» < 1 
| fr N ">A [ 
; * 0 X,Z> -i 1 
\ / 
\ / 
\ / 

ч 
\ 

/ 

\ / 
\ / 

/ \ 
Ч / 

/ 
Ъ s 

Obr. 1. 



ak bod B splynie s bodom A. V tedy aj funkcia pod integrálom nadobúda 
najváčšiu hodnotu, a preto aj integrál I. 

Dlžka základné uvažovaného trojuholníka je | x —- Xi \ = 2ah, 

0 = a ž-^-. Položme počiatok súradného systému do středu základné. 

Os z nech je totožná so základnou. Potom, ak xi+1 e Q a z je súradnica bodu 
základné A~(z), je 

| z ~ xiJrl \^XA = //T2 - a2W + z2, 
takže 

z _ _ _ ah __ 
I < ffl? - aV?'+z2dz = 2 ffh*~- a2h2 + z2 dz. 

Ak použijeme substitúciu z = ht, je dz = h • dt a medze O a a. Potom je 
a a 

/ _= 2f1h*~-TiW+Ji*F • hdt = 2h* ffV- a2'"+ t2 dt 
o o 

alebo 

kde 

^ (a) - 2 / y n ^ a M 1 ? dí. 
o 

Vypočítáním tohto integrálu dostáváme 
£ 7 ( a ) = l [ 2 a + ( l - a - ) - I o g l ± - 2 ] , 0 á a s + 

Táto nadobúda v intervale 0 _= a ___ -hy najváčšiu hodnotu v bode a = 9 

a to 
(£)=A'---4 + 3 , 0 S 3 

8 

Tým je horné tvrdenie dokázané. 
Po tomto z (12) móžeme písať 

| # ( a ) | ž M,, i + 1 a i + 1 A7^ i = 1,2,. . ., n - 1 . (14) 
Pre un dostaneme na základe (14) a (3) 

an <_ MnlM12Kh2 • «2 + Mn2M23Kh* • u3 + . . . + 
+ • • . + Mn^Mn-^nKh* • Mn + Mn n/l ' Wn- (15) 

Použitím (6) dostaneme 

Uw f 1 - Mnn/í - K^M^n-j i7Mn_.,n- f i + 1^+ 11 ^ 0. (16) 
L / = 1 _ = i J 

Pře h menšie ako pozitivny kořeň rovnice 

/2 {X) = l - Mnn X - K Í M n ^ ^ I I M n ^ n - . + l * J '+ 1 = 0 (17) 
? = 1 s = 1 

je výraz v zátvorke r (16) kladný. Preto relácia (16) splní sa v tom případe 

8 



jediné pře un = 0. Potom však riešenie systému (3) splňujúce podmienky 
§ 3, je na množině E identicky nulové a je to jediné tej vlastnosti. Je 1'ahko 
zistiť, že pozitivny kořeň rovnice (17) je váčší ako pozitivny kořeň rov
nice (11). 

Všimnime si toto: Ak v (5), (8) a (15) vezmeme znamienko rovnosti, je 
rovnica (11) totožná s charakteristickou rovnicou systému (5) a (8) a rov-
nica (17) je zasa totožná s charakteristickou rovnicou systému (5) a (15). 
Napr. rovnica (11) je totožná s charakteristickou rovnicou 

/ i W 

1 
0 

Ml/, 0 

1 , - M 2 3 * . 

0 . . 
0 . . 

0 
0 

0 
0 

0 , 0 , 0 , 0 , . . . , 1, -Mn-!,n* 
мnl

x -мna-, —мm

x, - мnг,.... —M„,,,_!-, 1 - м».«-

0. 

§5 

A. Vezmime teraz obecný homogenný systém lin. dif. rovnic 

yí = 2a*{x)yh, i = 1,2, ...,n. (2) 
& = i 

V obore __?, ktorý obsahuje množinu nulových bodov xx, nech majú veličiny 
Ui a Mik tenže význam ako prv. 

Nech | y[ (x) | nadobúda v bode | ť z E hodnotu u^ Potom 
Ui = | yí (&) | = | aily1 + ai2y2 + . . . + ainyn \x = &^ 

^ [ I Oii I ' I í/i 1 + I ai2 | | y 2 | + . . . + | ain | • | y n \ ] x __ H ž 
Ši H h 

á Mft • I fy[dx | + M ia • | fy'2dx \ + . . . + MiB • | fy'ndx \ < 
ix 7i y.n 

_š M^ii! I li — a;i | + Aíi2a2 | §i — _r2 | +- . . . +- Minaii | li ~ xn \ 
a konečné 

Ui _̂  M^uji + M%2u2h + . . . + Mxnunh 
alebo sumárně 

Ui _S 2 Mikukh, i = 1, 2, . . 
* = i 

Označme 
Mi - max{Ařa}, k = 1,2, 

Potom z (20) dostaneme 
n 

uť g Mih2uk, i = 1, 2, 
fc = i 

Spočítáním pre všetky . je dalej 
n n n 

i^u. £2Mih-2ui. 
ť = l i = 1 ť = l 

п. 

n. 

.,n. 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 



Predpokladajme, že existuje riešenie splňujúce podmienky §3 a nie je 
n 

identicky nulové, t. j . j e v i l i 4=0. Potom z (22) máme 
i = k 

1 ^ h2Mi, 
i = l 

odkiať 

n ^ 
2 Mi 

ť = i 

(23) 

Ak teda existuje riešenie systému (2), splňujúce podmienky § 3, a nie je 
identicky nulové, musí byť priemer množiny nulových bodov váčší alebo 

rovný hodnotě— . Ak však je ten priemer menší ako uvedená hod-
2 Mi 
i = i 

nota, z (22) vyplývá, že musí 2 Ui = 0, t. j . všetky íiť = 0, i = 1, 2, . . ., n, 
t = i 

co značí, že riešenie systému (2) splňujúce podmienky § 3 je identicky 
nulové. 

Napr. v případe systému 
í/í = y2 

y* = -yi 

je n = 2, M n = 0, M 1 2 = 1, M 2 1 = 1, M 2 2 = 0 a M1 = M 2 = 1. Z (23) 

vyplývá, že riešenie je identicky nulové, ak h < —. Netriviálně riešenie 

móže existovat pre h > —. Eahko sa dá zistiť priamo, že existuje, pravda, 

až pře h = \ x2 — xx \ = 0- . Ako vidieť z příkladu, hranica (23) pre 

číslo h je dosť hrubá. Ide o to, zlepšiť tuto hranicu. 
B. Vyšetřujeme systém nerovností (20) ďalej a pišme ho v maticovom 

tvare 
(rJ - M) (u) ž (0),* (24) 

kde r = —, h #= 0, J je jednotková matica a M je štvorcová matica n-tého 

rádu, ktorej prvky sú nezáporné. Vezmime najprv případ, že p r v k y 
m a t i c e M s ú v š e t k y k l a d n é . Potom matica M iste nie je 
nilpotentná, pre to že žiadna jej mocnina nedá nulovú maticu. Jej charak
teristická rovnica nemá teda nulu za n-násobný kořeň. Pre tuto maticu 
dalej platia nasledujúce vety, ktoré uvádzame bez dókazu. 

4 (u) a (O) sú stlpcové matice, (O) je nulová matica. Relácia ^ zavedená v (24) 
medzi rnaticami je v smysle, že tá istá relácia <̂  platí medzi odpovedajúcimi prv
kami onor-h norovnávanvch matic. 
lIieU.Z.1 HltALIUčUlll JC V M i i y í í l C , AC LU 

kami oboch porovnávaných matic. 

ю 



I. A k s ú v m a t i c i v š e t k y p r v k y Mlj6 r e á l n é a k l a d n é , 
m á m a t i c a n a j m e n e j j e d e n c h a r a k t e r i s t i c k ý k o ř e ň 
k l a d n ý . A k p z n a č í n a j v á c š í k l a d n ý k o ř e ň , s ú 
v š e t k y m i n o r y c h a r a k t e r i s t i c k é h o d e t e r m i n a n t u 

r-Mn,-M12, . . . , - M l n 

(25) 

I -MnU-Mn2,...,r-Mnn 
pre r ^ Q kladné.5 

II. A k s ú v š e t k y p r v k y m a t i c e k l a d n é , m á j e j c h a 
r a k t e r i s t i c k á r o v n i c a j e d e n j e d n o d u c h ý k o ř e ň , 
k t o r ý j e k l a d n ý a k t o r ý j e v á č š í a k o a b s o l u t n a 
h o d n o t a k a ž d é h o i n é h o k o ř e ň a.5 

Z tohto plynie, že pre najvácší kladný kořeň p, pretože je jednoduchý, 
je hodnost matice 

{pj - M) (26) 
ako aj všetkých jej mocnin právě n — 1. 

Tiež matice 
{pkJ -M% k= 1,2, . . . 

majú hodnost n — 1, pretože ak je Q najváčším kladným charakteristickým 
koreňom matice M, je Qk najváčším kladným charakteristickým koreňom 
matice Mk a je jednoduchým, ako to vyplývá z vety II. Platí totiž: Ak sú 

rli r2> • • • ? r " - l 5 P 
charakteristické kořene matice M, sú 

rk rk, . . ., rnÍt, pk 

charakteristickými koreňmi matice Mk. Podl'a vety II 
I Ti | < p, 

odkial' 
| r«* | < p*. (28) 

Je teda pk kořeň kladný, najvácší zpomedzi koreňov r a je jednoduchý, 
odkial' naše tvrdenie o maticiach {pkJ —- Mk) vyplývá. 

G. Predpokladajme teraz, že v (24) platí znamienko rovnosti. Potom 
máme před sebou homogenný systém. Pre r rovné koreňu charakteristickéj 
rovnice 

|| r J - M || = 0 (29) 
má tento systém nenulové riešenie. Ak vezmeme r = p, t. j . najvácší kladný 
kořeň rovnice (29), pretože je tento jednoduchý, je v tom případe hodnost 
charakteristického determinantu práva n — 1 a okrem toho sú vtedy 
všetky jeho minory kladné, móžeme preto riešenie systému (24) písať 
v tvare 

Pozři O. P e r r o n , Algebra I I , 37, 40. 
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U1 '. U2 ' . . . . ' . Un — ^Tni • An2 • • • • • -"-»»? ("^/' 

kde Ani sú minory charakteristického determinantu. Podlá uvedených 
vlastností minorov charakteristického determinantu je zřejmá nasledujúca 
vlastnost riešenia: všetky uť majú rovnaké znamienko; ak jedno z Ui je 
nulové, potom sú v š e t k y. 

D. Vezmime opat reláciu 
(rJ - M) (u) < (0) (31) 

a eliminujme v tejto relácii všetky t^, okrem jedného, napr. uk. Dosiahneme 
to napr. tak, že riadky systému (31), t. j . systému 

(r — Mu) u1 — M12u2 — . . . — Mln un áO 

(32) 

— Mniu± — Mn2u2 — . . . + (r — Mnn) un ^ 0 , 
násobíme podl'a poradia miiiormi (n — l)-radu, patriacimi k prvkom 
/c-tého stípca determinantu | | rJ — M ||, kde r ^ p. Označme tieto minory 
.Atf, ^42i, . . . , Ank. Podlá vety I sú tieto minory pre r ^ p kladné, preto 
nerovnosti (32) sa nezmenia, ak ich podlá poradia násobíme týmito minor-
mi. Po vynásobení získané nerovnosti spočítajme. Dostáváme 

2 (r 8ťl - Mix) Aikux + ... + 2{roik~ Mik) Aik uk +... 
i=l i=l 

+ -.-+2(r8in- M^) Aik un ž 0, (33.) 
1 = 1 

kde 8ik = 0 pre i + k a 8ik = 1 pre i = k. 
PodFa známej vety o determinantech je 

n 

2 (r 5 ím — Mim) Aik = 0 pře m^k. (34) 
í = i 

Preto nerovnost (33) sa redukuje na 
2(rSik-Mik)Aikuk^0, (35) 

alebo 

kde 
f(r)-ut^0, (36) 

f(r)=2 (r 5ť i - Mik) Aik=\\rJ -M\\ 
1 = 1 

je charakteristický polynom. Pre r > p je / (r) > 0, preto nerovnosť (36) 
sa splní, pretože uk je nezáporné, iba ak uk = 0. Ak urobíme tento pochod 
pre k = 1, 2, . . ., n, prichádzame k výsledku: Systém nerovností (32) má 
pře r > g a uk nezáporné jediné riešenie, a to nulové, t. j . uk = 0, 
k = 1, 2, . . ., n. To však znamená, že pre r > p má systém dif. rovnic (2) 
jediné riešenie splňujúce podmienky § 3, a to identicky nulové. Dokázali 
sme teda (zatial' s obmedzením Mik > 0) tuto vetu: 
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Veta 4. Biešenie systému (2) splňujúce podmienky § 3 je identicky nulové 
<x je to jediné tej vlastnosti, ak priemer h množiny E uzatvárajúcej množinu 
nulových bodov Xi (i = 1,2, . . . , n ) je menší ako prevrátená hodnota naj-
váčšieho kladného koreňa charakterislickej rovnice \\ rJ — M \\ = 0. 

V dalších odsekoch E, F ukážeme, že předpoklad MM > 0, za ktorého 
sme dokázali vetu 4, nie je p o d s t a t n ý m a že ho možno nahradi t obecným 
totiž Mik ^ 0. 

E. Predpokladajme teraz, že prvky matice M s ú n e z á p o r n é , a l e 
t a k é , ž e v k a ž d o m r i a d k u m a t i c e M j e n a j m e n e j 
j e d e n p r v o k MiJc, iy^k, r ó z n y o d n u l y . Ukážeme najprv, 
že matica M nie je ni lpotentná. V í-tom riadku podlá předpokladu je 
aspoň jeden prvok nenulový, kladný. Označme ho M&, t . j . je v i-tom 
riadku a /otom štipci. Tvořme maticu M 2 . Hradajme jej prvky í-tého 
riadku. Dostaneme ich ako súčty súčinov prvkov ř-tého riadku s prvkami 
jednotlivých stlpcov matice M . V k-tom r iadku je podlá předpokladu tiež 
aspoň jeden prvok nenulový. Nech je to napr . M^-, t . j . je v /-tom stípci. 
Potom prvok c^ matice M 2 je 

cif= . . . +MihMkj+ . . . 
zrejme nenulový. Má teda matica M 2 v i-tom riadku prvok nenulový. 
Z ú v a h y je dalej zřejmé, že matica M 2 má v každom riadku aspoň jeden 
prvok nenulový, t a k ako to bolo u matice M . Úplnou indukciou sa dá Tahko 
dokázat, že matica Mk má tiež v každom riadku aspoň jeden prvok ne
nulový (k = 1 , 2 , . . . ) , ak mat ica M m á v každom riadku aspoň jeden 
prvok nenulový. Ináč povedané, žiadna mocnina matice M , ktorá má 
v každom riadku aspoň jeden prvok nenulový, nedá mat icu nulovú, čiže 
matica M nie je ni lpotentná. Znamená to dalej, že charakterist ická rovnica 
tej to matice nemá všetky kořene nulové. Dokážeme dalej platnost ve ty : 

Charakteristická rovnica matice M má aspoň jeden nezáporný kořeň. Ak p 
značí najváčší nezáporný kořeň, sú minory determinantu \\ rJ — M | | pre 
r ž g všetky nezáporné. 

D ó k a z vykonáme úplnou indukciou. Pre n = 2 ide o determinant 

A . ( ' ' ) = 
Mu, - Mn 

- M21, v - M22 

J e A 2 (Mu) = — M2i^i2 = 0. Pre r dostatočne vel'ké je v š a k A 2 ( r ) > 0. 
To značí, pretože Mu ^ 0, že rovnica A 2 ( ' ' ) = 0 má nezáporný kořeň a naj
váčší nezáporný kořeň, označme ho p, je váčší, najviac rovný Mu. Minory 
determinantu A 2 ( r ) s ú 

d(r-Mn) - r ~ M™ 3 ( - M „ ) ~ J U » ' 

_AA*ir) - M ^ A a ( r ) = r - M „ 
l21J 
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Vidieř, že pře r ž p sú nezáporné. Pre r > p sú kladné alebo ktoré nie 
sú kladné, sú identicky nulové. Tým je tvrdenie pře n = 2 dokázané. 

Predpokladajme teraz, že veta je správná pre n, t . j . pre determinant 

r - M u . . . .. - M l n 

A „ ( r ) = 

- M W 1 , . . ., r - M ) i ) ( 

Ukážeme, že platí aj pre n + 1, t . j . pre determinant 

r - M n , - M 1 2 , . . ., - Min, - M 1 > n + 1 

— M 2 1 , r — M 2 2 , . 

П + i(r) = 

M 2 „, - , M 2 , „ + 1 

м, JU> M„2, ...,/•- м, M»,„+г 
— M n + 1,1, — M n + i,2,- • •,— M n + i , n , r — Mn + 1 ,n + i 

Tento sa dá písať v tvare 
A n + i ( r ) = (r - M n + i , n + i ) A n ( r ) + ř7, 

kde ř7 je determinant, ktorý vznikne z An+i, ak miesto prvku (r — M n + 1 , n + 1 ) 
dáme nulu. Ak U rozvinieme, bude 

A n + i ( r ) = (r - M „ + l f n + i ) A n ( r ) — 2 2AiiMi,n+1Mn+l,j, (a) 
t = l y = l 

kde Aji sú minory determinantu A n ( r ) . Podlá předpokladu existuje 

pí ž 0, že A (pí) = 0 a pre r ž p l 7 sú Aji(r) ^ 0. 
Pretože prvky 

Mi, n +i, • • • , M w , n + i 
Mn+i.1, . . . , M n + i,n (b) 

sú nezáporné, je pre r = p1 prvý člen na právej straně v (a) nulový, druhý 
nezáporný, preto 

A»+ l f(Pi) ^ 0 . (b') 
Avšak pre r dostatočne veťké je A n +i(r) > 0. Z toho vychádza, že existuje 
nezáporný kořeň rovnice A n +i(r) = 0 a je váčší, najviac rovný px. Tým 
je prvá časť vety dokázaná. 

Označme najváčší nezáporný kořeň rovnice A n +i(r) = 0 znakom p. 
Je p ^ pí. Pre tento dostáváme 

A„(p) ž O , Afiip) ^0. (c) 
Pre r > p sú A^(i / k adné alebo nulové. Ktoré sú nulové, sú identicky. 
Ich anulácia je spósobená tým, že niektoré prvky M& sú nulové. Avšak, 
nie všetky sú nulové, pretože potom by i An(r) = 0, co je spor s pred-
pokladom, že totiž px je najváčším nezáporným koreňom rovnice A n (r) = 0. 
Napr. minory Akjc(r) nie sú nulové, pretože podl'a předpokladu pre r ^ p 
sú Ai-kir) > 0, ale pre dostatočne vel'ké r sú kladné. Aby sme dokázali aj 
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druhů časť vety, berme do úvahy najprv minory determinantu An+i(r)7 

ktoré patria k prvkom posledného stípca. Tieto sú: 
dAn+t(r) __ y A M • _ -i 9 

-zr. rj-, r — Zi Sljimn+1,%. / — 1, 6, . . ., n, 
C[—ÍVlhn+x) i = x 

_ _ _ _ _ A f l ( r ) 
d{r—Mn+i,n+^ 

a sú pre r _ p zrejme nezáporné, ako to vyplývá z (b) a (c). Zároveň je 
zřejmé, že nie všetky sú nulové. Tak napr. pre r > p je An(r) > 0. Ďalej 
podfa předpokladu je v poslednom riadku aspoň jeden prvok nenulový. 
Nech je to Mn+i,*. Minor Akk(r) je pre r > p kladný, ako bolo už prv 
ukázané. Preto minor determinantu An+i(r) patriaci ku k-tému prvku 
posledného stípca je 

d An+jir) __ " A M __ 
3/ 7T77 \ — 2i AfdlVJn+ui — 
0{~lMkin + x) i = s l 

= ... + AkkMn+ltk + . . . > 0, 
lebo súčin AkkMn+lik je kladný. 

Vezmime teraz minor patriaci k libovolnému prvku determinantu 
An+i(r). Napr. k prvku Mik, t. j . k prvku /c-tého stípca. Přesuňme k-tý 
stípec za posledný a potom tiež k-tý riadok za posledný. Vznikne deter
minant A'n+i[r), ktorý má právě také minory (okrem poradia indexov) 
a právě také vlastnosti ako determinant An+i(r), sú teda jeho minory 
patriace k prvkom posledného stípca pre r _ p nezáporně a nie všetky 
nulové. Tým je dokázaná aj druhá časť vety. 

Poukázali sme, že p _ Mu. Aby teda bolo p kladné, stačí, ked niektorý 
z prvkov Mu je nenulový. Ďalej, aby p > 0, stačí na základe (a), aby 
aspoň jeden zo súčinov 

AfiMi}n+1Mn+1,j, i = 1, 2, . . ., n, / = 1, 2, . . ., n, 

bol od nuly rózny. Potom je p > px a An(p) > 0 a tiež súčet hlavných mino-
rov determinantu An+i(r) je pre r = p kladný, čo znamená, že derivácia 
charakteristického polynomu je nenulová, čiže p j e j e d n o d u c h ý m 
koreňom. 

Po tomto možeme pristúpiC k eliminácii (n — 1) veličin u% zo systému 
nerovností (32), kde teraz prvky Mik sú nezáporné a v každom riadku je 
aspoň jedno z Mik 4= 0, i =f= &, k = 1, 2, . . ., n. Ponechajme uk a ostatně 
eliminujme. Násobme po poradí riadky uvedeného systému nerovností 
minormi (n — l)-radu Blk, B2k, . . ., Bnkl patriacimi k prvkom k-tého 
stípca determinantu | | rJ — M | |, pre r _ p, kde p je najváčší nezáporný 
kořeň rovnice | | rJ — M || = 0. Tieto sú nezáporné, nie všetky nulové. 
Preto znak nerovnosti sa pri násobení zachovává. Ak po vynásobení ne
rovnosti spočítáme, koeficienty u všetkých Ui podl'a známej vety o deter-
minantoch vypadnu a ostane len 
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Z(rhik-Mik)Bikuk ^ 0 , (d) 
i - = i 

kde hik = 0 pre i 7-= fc, <?** = 1 pře 1 = A% alebo, ak koeficient pri uk, ktorým 
je charakteristický polynom, označíme / (r), je 

/ (r) • uk ž 0. 
Pre r > p je / (r) > O, preto pre r > p a nezáporné Č/& splní sa táto nerov
nost len pre uk = 0. Ak úvahu prevedieme pre k = 1, 2, . . ., n, dostáváme, 
že pře r > p pripúšťa systém nerovností (32) jediné riešenie, a to uk = 0, 
k = 1, 2, . . ., n. To však znamená, že vtedy systém dif. rovnic (2) má 
jediné riešenie splňujúce podmienky § 3, a to riešenie identicky nulové. 
P l a t í t e d a v e t a 4 a j p ř e p ř í p a d n e z á p o r n ý c h Mik 

takých, že v každom riadku matice M je aspoň jeden prvok Mik nenulový, 
í ^ k. 

F. Teraz ukážeme, že veta 4 platí za předpokladu Mik ^ 0 bez dalšieho 
obmedzujúceho předpokladu. V odsekli E uvedený obmedzujúci před
poklad vylúčil tieto případy: 

a) v niektorom riadku matice M sú všetky prvky nulové, 
b) v niektorom riadku matice M, napr. v k-tom, sú všetky prvky, 

s výnimkou Mkk nulové, 
c) všetky prvky matice M sú nulové, 
d) všetky prvky matice M sú nulové, s výnimkou všetkých prvkov 

hlavnej diagonály. 
Ukážeme, že prípadom a) a b) možno vždy vyhnúť a v prípadoch c) 

a d) platí veta 4: 
a) Ak nastane případ a), značí to, že příslušná rovnica je tvaru yk = 0, 

čiže yk = konšt. Pretože podlá §3 má byť yk(xk) = 0, je yk ^ 0. Tuto 
rovnicu móžeme však z nášho uvažovaného systému vypustit a uvažovat 
zbývajúcich n — 1 rovnic, v ktorých členy s yk vynecháme. Tento nový 
systém už případ a) nebude obsahovat. Ak by v našom póvodnom systéme 
bolo viacej rovnic tvaru yk = 0, vynecháme všetky a budeme sa zaoberať 
systémom zbývajúcich rovnic, v ktorých vypadnu příslušné členy obsa-
hujúce yk. 

b) Ak nastane případ b), potom příslušná rovnica (resp. rovnice, keby ich 
bolo viacej) je tvaru yk = akk(x)yk. Jej riešenie je yk = konšt. exp. 
Jakk(x)dx. Pretože podl'a §3 má byiyk(xk) =0, musí byť konstanta rovná 
nule, čiže je yk ~ 0. Takúto rovnicu (rovnice) v našom systéme opat vy
necháme a budeme uvažovat systém o zbývajúcich rovniciach, v ktorom 
členy obsahujúce yk vynecháme. Tento nový systém už ťažkosť b) ne
bude mať. 

c) V tomto případe ide o systém tvaru y\ = 0, i = 1, 2, . . ., n. Matica M 
tohto systému je nilpotentná. Jej najvačší nezáporný charakteristický 
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kořeň je p = 0. (Vieme, že všetky kořene sú nulové.) Preto pre každé 
r > 0 je charakteristický polynom / (r) = rn > O a minory determinantu 
\\rJ ~— M ||, patriace k prvkom l'ubovolného riadku alebo stípca, sú 
nezáporné, nie všetky nulové (nenulové sú hlavné minory). Preto elimi-
nácia m zo systému (32) je aj v tomto případe možná a z týchže dóvodov 
ako prv dostáváme, že pre r > 0, t. j . pre h lubovoTne velké, sú všetky 
iii = 0, čiže riešenie splňujúce podmienky §3 je identicky nulové a je 
jediné. (To sa shoduje s našimi vedomosCami o tomto systéme.) Tým sme 
ukázali, že veta 4 platí aj pre tento případ. 

d) V tomto případe uvažovaný systém je tvaru y- = au(x) yi, 
i = 1,2, . . ., n. Charakteristická rovnica matice M, ktorá má len prvky 

n 

hlavněj diagonály nenulové je f(r) = II [r — M%%) = 0. Jej najváčší ne-
' i = 1 

záporný kořeň je rovný najváčšiemu z Mu. Pre r > max \Mu} je f(r) > 0 
a minory (n — 1) rádu determinantu || rJ — M | | sú nezáporné, nie všetky 
nulové (nenulové sú opat hlavné minory). Preto eliminácia wť z (32) je 
opat možná a dává výsledok, že pre r > max -{Mu}, t. í. pre h < -f—-r 

max\3Iu) 
sú všetky ui = 0, čiže riešenie tohto systému splňujúce podmienky § 3 
je pre uvedené h identicky nulové a je jediné. 

Teda veta 4 platí aj v tomto případe. Tým je zároveň dokončený dókaz 
tvrdenia vysloveného na začiatku tohto odseku. 

P o z n á m k a . Takto najdená hranica pre číslo h v případe d) je lepšia 

ako by bola podTa (23) v odseku A /podía (23) je h < — \,aIevzhl'adom ( 2 3 ) j e ň < n r i - \ r 
-̂  Mul 

na skutočnosC je poměrné slabá. My totiž vieme, že uvažovaný systém má 
riešenie splňujúce podmienky § 3 jediné identicky nulové, a to pre h 1'ubo-
volne velké. 

Teraz ukážeme na příklade, že veta 4 dává pre číslo h lepšiu hranicu 
ako (23) z odseku A: 

P ř í k l a d : (tenže ako v odseku A) 

yí = ř/2 
y'*= — Í/I-

Charakteristická rovnica je / (r) = | j T }•= r2 — 1 = 0; jej najváčší 

nezáporný kořeň je p = 1. PodFa vety 4 pre h < 1 je riešenie tohto systému 
splňujúce podmienky § 3 identicky nulové. V odseku A dostali sme pre h 

hranicu -,y~. 
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§6 . 

Ak Mik sú kladné, dostaneme optima lnejšie ohranicenie priemeru hr 

ked postupujeme takto: Nech &, je bod, v ktorom \yí \ dosiahne hodnoty u*. 
Potom 

h k H 

ta = I ž/í(Ši) I š Mit • | /yídx i + Mi2 • | / y íd s | + . . . + Min • l/i/id* | 
Xi z - * n 

** X X X 

á Mix | J[an Jy[dz + a22 J yójz + . . . + ain J yndz \]dx\ + 
Xi Xi Xt xn 

H X l 'p 
+ Mi2 \J[a21Jy[dz + a22Jy2dz + . . . + a,nJyndz]dx \ + 

Xi Xi Xi Xn 

H X Z X 

+ Min | J[anlJy[dz + an2Jy'2dz + . . . + annJyndz] dx \ 
Xn Xi Xt xn ' 

á Mii[ Muiii \J{x~ xjdx | + M12u2 | J (x — x2)dx \ + . . . + 
Zi *-

H 

+ Minun \j{x — xn)dx\] 
7.\ 

H ft 
+ Mi2 [M21ux I / [x - ?t)dx J + M22ua \] [x — x2)dx\ + . . . + 

k 
+ M2n Un\f [X —Xn)dx\] 

X> 

MiлtMлiUxl/fæ - xг)dx | + MП2a2 \J(x~ x2)dx | + . . 

+ Mnn un\J{x— xn) dx] — 
Уn 

Absolutné hodnoty tu vystupujůcich integrálov sú menšie ako Kh2, kde 

v případe reálnej premennej je K = --, v případe komplexnej premenne j 

je K = - - i — 1 - — ( p o z ř i §4), preto po úpravě bude 
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tu ž {M^Mu + Mi2M21 + . . . + MinMnl) • utKh2 . ' 
+ {MitM12 + M Í 2 M 2 2 + . . . + MinMn2) • ua/f/ia 

+ (37) 

+ (Mť-Mm + Mi2M2n + . . . + MinMnn)-unKh2. 
Označme X ===—-, (/z 4= 0). Máme v maticovom tvare 

(XJ - M2) • (u) ^ (0). (38) 
Označme najváčší kladný kořeň charakteristické]' rovnice || XJ — M 2 || = 0 
znakom X2. Potom relácia (38) pripúšťa pre nezáporné m a pre \2 < X 

alebo /z2 < ~ ^ r = h\ jediné riešenie, a to Ui = 0, i = 1, 2, . . ., n. To 

však značí, že systém (2) má jediné riešenie splňujúce podmienky § 3, a to 
identicky nulové, ak priemer množiny nulových bodov je menší ako h2. 
Ak sú Ma kladné, vtedy medzi koreňmi p a X2 platí známy vzťah medzi 
koreňmi charakteristické] rovnice matice M a matice M2, a to 

p2 = Xa, 
odkial' je 

1 _ _1_ 
Kli\ ~ h\' 

kde znakom h± sme označili—ako prvé ohraničenie priemeru h a zna

kom h2 zasa - = = ako druhé ohraničenie. Z predchádzajúcej rovnosti je 

zřejmé, kedže K < 1, že 
/i2 > ftx. (39) 

P o z n á m k a . Zistili sme, že s ^ t é m (2) má jediné riešenie, identicky 
nulové na množině £", ktorá obsahuje v sebe body anulácie funkcií #*(#), 
ak priemer tejto množiny je menší ako prevrátená hodnota najváčšieho 
nezáporného kořena charakteristickej rovnice matice M. Nahradme hod
noty Ma hodnotami Mlh = max | cia | na celom fundamentálnom obore. 
Potom riešenie systému (2) bude identicky nulové na konvexnej množině 
priemeru /i', ak tento bude menší ako prevrátená hodnota najváčšieho 
nezáporného koreňa charakteristickej rovnice matice M', ktorej prvky 
sú Ma, ak tá množina bude v sebe obsahovat body anulácie riešenia. Toto 
riešenie bude však potom identicky nulové na celom fundamentálnom 
obore. Ak totiž pokryjeme fundamentálny obor takýmito množinami, 
budu riešenia identicky nulové najprv na prvej množině a potom na 
všetkých. 

§7 
V tomto §-e zovšeobecníme známu vetu o alternativě na systém diferen-

ciálnych rovnic. 
Veta 5. Nech xx, x2, . . . , xn je n bodov obsažených v konvexnej uzavre-

* 19 



nej množině E. Nech priemer E je menší ako reciproká hodnota naj-
váčšieho nezáporného kořena charakteristickej rovnice matice M. Nech 
Yi> T21 • • •> Y» s ú 1'ubovol'né čísla, z ktorých aspoň jedno je rózne od nuly. 
Potom systém (2) má jediné riešenie splňujúce podmienku y1(«x1) = 
— Yl? • • • ? yn(Xn) = Yn. 

D o k a ž . Vezmime fundamentálny systém riešení systému (2) 

#1*, i/a*, • • • > ÍM, A: = 1, 2, . . ., n. (40) 
Potom naše riešenie bude 

n 

yk = 2" Cit/a, A: = 1, 2, . . . , n, (41) 
i = 1 

kde konstanty C ,̂ C2, . . ., Cn sa určia z podmienky 

2 Ciyilc (xk) = r * . k = 1, 2, . . ., n. (42) ^ 
i = l 

Pretože podl'a § 5 pripúšťa systém 
n 

2 Ciyik(xk) = 0 
i = - l 

jediné riešenie, a to nulové, ie jeho determinant | | yik \\ od nuly rózny 
a preto nehomogenný systém (42) dáVa pre C% jediné, nenulové riešenie. 

Veta 6. Nech body x±, x2, . . . , # » a množina E splňujú předpoklady 
vety 5. Nech a1? a2, . . . , a n sú 1'ubovoi'né čísla. Potom nehomogenný 
systém (1) má jediné riešenie splňujúce podmienky yx(xx) = a 1 ? . . . ? yn(xn) = 
= an. 

D ó k a z. Vezmime f u n d a m e n t á l n í systém riešení systému (2), ktorý 
je asociovaný k systému (1), 

í/i*, y&, • • •, ž/**> /c = 1,2, . . ., n, 
a partikulárně riešenie systému (1) nadobúdajúce v bodoch #*, i = 1,2,. . . ,n, 
hodnot PÍ. Označme ho 

Obecné riešenie systému (1) je potom 

ř/A = y0ic (x) + 2* Biyik(x), k = 1, 2, . . ., n. (43) 
i = i 

Námi hFadané riešenie dostaneme, ak za Bt dáme h o d n o t y splňujúce 
systém 

n 

2 Biyik (xk) = <xk — pj., k = 1, 2, . . ., n. 
i = 1 

Z tohto systému dajú sa hodnoty B; určit jednoznačné, pretože, ako sa 
už vyššie povedalo, je jeho determinant | | yik | | od nuly rózny. 
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Naše úvahy, ktoré sme previedli pře systém (1) resp. (2), móžeme pre-
niesť aj na obecnéjšie systémy prvého rádu. 

Nech je daný systém 
yíc = /* (ž/i, Ž/2, . • •, yn)y i = 1, 2? . . ., n, (44) 

kde funkcie fi nech majú v uzatvorenom obore priestoru P, ktorý má 

rozměry n + 1, spojité parciálně derivácie ^ , i, k = 1, 2, . . ., n. Tieto 

parciálně derivácie sú v tom obore ohraničené. Označme ich maximálnu 
hodnotu Mik. Funkcia | y[ (x) | nech nadobúda svojej maximálněj hod
noty Ui v bode ^. Potom 

u«Hy.(t.)l = |J^<-*|-s|J (^-yx + aj^ -'- ••+a^!j»)^^ 
odkial' je potom 

Ui á Mnuji + Mi2u2h + . . . + Minúnh, i = 1, 2, . . ., n. 
Zo systému týchto nerovností určí sa potom priemer h množiny E tak ako 
v případe systému (32) a dostaneme, že jediné riešenie identicky nulové 
splňuje podmienky § 3, ak h menšie ako prevrátená hodnota najváčšieho 
nezáporného charakteristického kořena matice M, ktorej prvky sú MiJc. 

ВЫВОДЫ 

В настоящей работе я исследовал систему линейных дифференциаль
ных уравнений 

или 

n 

= 2 
* = i 

aih(x)yh-\-ai Г )̂ l" = 1,2 , . . . . " , 

n 

Уi = 
n 

2 
= i 

OІҺM Уk, i = 1, 2 , . .. n, 

( * l ) = = 0, í/2 (ж2) = o, . • y« Ы = 0, 
xг) = Ti Уг (я8) = Ï2 i • y« {x«) = ү» 

у'г = 2" а.*г*; у*+а. (х), I = 1, 2, . . . , п, (1) 

(2) 
» = 1 

с условиями 
У11*1) = и, У2 (ж2) = и, . . . у» [хп) = V, (а) 

(б) 
где хотя одно ух ф 0. 

При етом я предполагаю, что коэфициенты а а (#), а<(ж) являются 
1) в случае вещественной переменной ж непрерывными функциями на 
замкнутом конечном отрезке, 2) в случае комплексной переменной ана
литическими функциями на плоской ограниченной и замкнутой области. 

Главным резульматом этой работы является теорема: система диф
ференциальных уравнений 2) имеет только тривиальное решение удо
влетворяющее условию а), если диаметр к выпуклого множества Е, 
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содержащего точки хъ хг . . .хп, меньше чем- где р — наи а ольший 

неотрицательный корень характеристического уравнения || гч/ — М | | = 0. 
При этом М-матрица, элементы которой суть М а . ш [ ^ ( а ; ) ] на мно
жестве Е. 

Этот результат я применил к доказательству других теорем, касаю
щихся выше данных проблем (1) и (2) с условиями а), б) при 1) и 2). 

Результаты этой работы можно применить и для далее общей системы 
дифференциальных уравнений в виде 

У% = МУи У* •> У*), * = 1, 2, . . ., п, 
где функции Д суть непрерывные на замкнутой области (п + 1) — мер
ного пространства и имеют там непрерывные первые частные произ
водные. 
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