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Matematicky &asopis 22 (1972), No. 2

UBER EINIGE ENDOMORPHISMEN DER ADDITIVEN
GRUPPE DES ENDOMORPHISMENRINGES
EINES VOLLSTANDIG REDUZIBLEN MODULS

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

Scien J/ ein vollstindig reduzibler Modul, @ der Endomorphismenring
dieses Moduls und ¢ ein Endomorphismus der additiven Gruppe des Ringes ®.
Im vorliegenden Artikel wird bewiesen, dass alle Linkshauptideale (Rechts-
hauptideale) des Ringes @ genau dann o-zulissig sind, wenn ¢ die linke
(rechte) Translation des Ringes @ ist. Es werden auch einige Spezialfille
behandelt.

Ist ein Modul M die direkte Summe seiner einfachen Untermoduln, so
heisst er vollstindig reduzibel. Wir werden uns lediglich mit unitiren, voll-
stindig reduziblen Linksmoduln itber dem Ring R mit Einselement befassen.
Die Tatsache, dass U ein Untermodul des Moduls M ist, wird als U < JJ
geschrieben. Ein monogener, durch das Element w € A erzeugter Untermodul
wird mit Ru bezeichnet. Die Summe zweier Untermoduln P, Q, fur die
PNQ o gilt, wird mit P @ @ angegeben. Zu jedem Untermodul U = M
gibt es einen solchen Untermodul V < M, dass U @ V — M. (Vgl. Theorem
aus [2], Seite 96). Die Summe I aller untercinander isomorphen einfachen
Untermoduln des Moduls M nennt man homogene Komponente. Der Modul 1/

ist die direkte Summe seiner homogenen Komponenten — kurz M > @ II,

vedJ
(Vgl. Folgerung aus [2], Seite 99). Zu jedem x € M gibt es daher n solcher

Elemente a; % o, a; € H,, dass x = a1 + ... + x, ist.

Bezeichnen wir mit @ den Ring aller Endomorphismen des Moduls A/,
mit ¢ das Kinselement dieses Ringes, mit Mp das Bild vom Modul A/ im
Endomorphismus g, mit Ker (o) seinen Kern und mit @¢ bzw. ¢@ vom Ele-
ment ¢ erzeugtes Links- Rechtshauptideal des Ringes @. Nach [3] sind die
Beziehungen @p N @ow =0, Mo N Mw = o0, idquivalent. (Wir benutzen
dieselbe Bezeichnung fiir das Nullelement des Ringes @ und des Moduls 1)
Wenn g € @, dann ist Hp £ H fiir jede homogene KXomponente /I des Moduls /.
(Vgl. Satz 10 aus [1], Seite 152.) Die Bildmenge des Illementes x € A in allen
Tndomorphismen des Moduls J/ wird als M, geschrieben.
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Lemma 1. My ist eine additive Gruppe beziiglich der Addition im Modul M.
Wenn =21+ ... + 2p und Rx;n (D Rxy) =o0 fir i=1,...,n, so ist
Mao= Mg + ... + M, . g

Beweis. Ist u,veM,, dann existieren «, € @ derart, dass za = u,
xff = v gilt. Daraus ergibt sich ¥« — v = a(c — ), d. h. w — v € M, und M,
ist eine additive Gruppe.

Gegeben sei uw € M;. Dann existiert « € @ derart, dass u = xa = 210 +
4+ oo+ zpa. Weil as0€ My, ist we My + ... + My, und M, < My +
4 ...+ M,,. Wahlen wir nun umgekehrt ein beliebiges Element y € 4/,, +
+ ... + M, . Dann lasst sich y = xjou + ... + Zpa, schreiben. Es existiert
ein Untermodul ¢ < M derart, dass Rx; @ ... @ R, @ Q@ = M gilt. Jedes
ze€ M lisst sich eindeutig als 2=z + ... + 2, +¢q, wo z, € Rx;, ¢,
schreiben. Die durch die Vorschrift za = zy0; -+ ... 4+ 24, definierte Abbil-
dung « stellt einen Endomorphismus des Moduls M dar. Setzen wir z = 2.,
dann ;o0 = o und y = 10 + ... + Xpoy = X120 + ... + 2pa = za. Folglich
ist ye My und My, + ... + My, < M,.

Lemma 2. Rx sei ein monogener Untermodul des Moduls M.
a) Jeder Untermodul des Moduls Rx ist monogen.
b) Rux tst eine direkte Summe einer endlichen Anzahl einfacher Untermoduln.
c) Es set. Re = Ru @ Rv und x ="+ o', wo v € Ru, v' € Rv. Dann ist
Ru = Ru’, Rv = Rv'.

Beweis. a) P sei ein Untermodul vom Modul Rx. Es existiert ein solcher
Untermodul £ Rz, dass Rx = P @ Q. Zufolge x € Rx gibt es pe P, g€
derart, dass x = p + ¢. Offensichtlich ist Rp < P. Wihlen wir ein beliebiges
Element y € P. Es existiert ein r € R derart, dass y = rx = r(p + ¢q). Weil
rq = o gilt, ist y = rp. Dies bedeutet, dass y € Rp und mithin P < Rp.

b) Der Modul Rz lisst sich als direkte Summe > @ Ru, einfacher Unter-

ves

moduln schreiben. Es existiert eine endliche Anzahl von k Elementen u; € Ru,,,

2
u; # o derart, dass x = u; + ... 4 u, ist. Offensichtlich gilt Z ® Ru, < Rr.
-1
Jedes Element Rz ldSSt sich in der Form 7z = ru; + ... + ruL schreiben.

Daraus folgt Rx < z ® Ruy, und somit Rz = z ® Ru,,.
=1 -1
c) Nehmen wir an, es existicren Ru”, Rv” derart, dass Ru = Ru’ @ Ru’,

Ry = Rv' @ Rv". Offensichtlich gilt Rx = R(»' +v') < Ru’' @ Rv' £ Ru @
@® Rv = Rx, woraus sich Ru @ Rv = Ru’ @ Ru" @ Rv' @ Bv" = Ru’ @ Rv’
und mithin Ru" = Rv" = o ergibt.

Lemma 3. Seien Rp, Rq einfache Untermoduln des Moduls M, die zu einer
und derselben homogenen Komponente gehoren, wobei Bp N Rq = o. Dann
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existiert esn derartiger Untermodul Ru < M,dassS = Rp @ Rq = Rp ® Ru —
— Ru @ Rq gilt.

Beweis. Die Moduln Rp, Rq sind isomorph. Nehmen wir an, dass « der
zugehorige Isomorphismus ist und schreiben wir pe = ¢’. Dann gilt Rqg = Rq’.
Wenn z € Bg n R(¢’" — p) ist, dann existieren r1, r2 € R derart, dass x = r1q' =
= r9(q¢" — p), woraus sich (rg — r1)q" = rap ergibt. Nach der Voraussetzung
Rp N Rg = o gilt r2p = 0. Dann ist auch 72¢" = r3pa = o und deshalb gilt
2 = o. Folglich Bq n R(¢" — p) = o. Nach Theorem aus [2], Seite 97, ist
R(q¢' — p) ein einfacher Modul und S = R(¢' — p) ® Rq. Weil p = ¢’ a1 ist,
kann man analog beweisen, dass RpnNR(@ —p)=0 und S =Rp @
@ R(q¢' — p). Der Untermodul R(¢" — p) = Ru erfiillt also die Bedingungen
des Satzes.

Lemma 4. Gegeben sei ein Endomorphismus w € @. Die folgenden zwei Be-

hauptungen sind dquivalent:

a) Fiir jedes p € D gilt wo = wow.

b) Der Endomorphismus w ist idempotent und Mo ist die Summe ein er gewissen
Menge homogener Komponenten von Modul M.

Beweis. @ ->b. Setzt man p =, so erhalten wir w = ww und o ist ein
idempotentes Element. Offenbar gilt Mwp < Mo fir jedes o € @. Nach Satz 11
aus [1], Seite 152 ist also Mw die Summe einer gewissen Menge homogener
Komponenten von Modul M.

b—a. Weil Mo die direkte Summe homogener Komponenten darstellt,
gilt nach Satz 11 aus [1], Seite 152, dass Mwpe = Mw fir jedes o € @ ist.
Man wihle ein beliebiges Element x € M, dann xwp € Mw. Nachdem o ein
idempotenter Endomorphismus ist, gilt xwpw = xwe und somit ist wew = wp
fiir jedes p € .

Satz 1. Setzen wir voraus, dass in jeder homogenen Komponente vom M odul D
mindestens zwei verschiedene einfache Untermoduln existieren und o sei ein
Endomorphismus der additiven Gruppe des Ringes @. Alle Linkshauptideale
des Ringes @ sind genaw dann o-zuldssig, wenn o eine, durch die V orschrift
0% %, o € D bestimmte linke Translation dieses Ringes ist.

Beweis. Nehmen wir an, dass ¢ eine beliebige linke Translation des Ringes @
ist, d. h. es gibt ein Element & € @ derart, dass ¢° = &g fir jedes ¢ € @ gilt.
Alle Linkshauptideale sind offensichtlich o-zulédssig.

Setzen wir nun voraus, dass jedes Linkshauptideal des Ringes @ o-zuléissig
ist. Es gilt (DPp)° < Dp fur jedes ¢ € D, also auch ¢e @p. Dann existiert
zu jedem Element ¢ ein derartiges &y € @, dass ¢f = &g ist. Da o ein Endo-
morphismus der additiven Gruppe des Ringes @ ist, gilt fiir beliebige o, ¢ € @:

(1) (0 4 @)° = Eorg0 + Eoro® = 00 + Eop,
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woraus wWir (&prp— Eo0)o — (S0 — Epro)p ecrhalten. Ist @o N Pp o, so gilt
(2) geﬂpﬁ’ 'EQQ , §g+tp¢ = fcp @.

Fiir beliebiges x € .M gilt dann x&,19 @& + u, Wo u € Ker (o) und zugleich
2oy @&y + v, wo v e Ker (p) ist. Aus diesen Beziehungen ergibt sich

(3) 2o &g) =v—u —z, ze Ker (o) + Ker (¢) .

Betrachten wir nun ein beliebiges idempotentes Element o € @. Dann vy

¢ — o ist wiederum idempotent und es gilt ®o N @y — o. Nach (2) erhalten
wir w®  E,o = &pipw Lo, Nach (3) gilt sodann fir alle idempotenten
Klemente © mit der Eigenschaft @p N @ — o, folgende Beziehung:

(4) a(&o — &) 2z, ze€Ker (o) + Ker (m).

Das Element z ist also unabhingig von der Wahl dieses idempotenten Endo-
morphismus.

Wihlen wir ein beliebiges o € @ und ein Element x € 3/, v + o, welches
in gewisser homogener Komponente II des Moduls A7 liegt. Nach (4) ist auch
z€ H. Gemiss Lemma 2 ldasst sich Rz n Hp — Ru schreiben. Wihlen wir
cinen Untermodul Rv < M derart, dass Rz = Ru @ Rv. Offensichtlich «ilt
Bvn Hp = 0. Nehmen wir an, dass v¢ Ker (0). Bezeichnen wir Rv’

Rv n Ker (o). Dann existiert ein Rv” # o derart, dass Rv  Rv' @ Ru” ist.
Hicrbei gilt Rv” n Ker (o) = 0. Wahlen wir den Untermodul @ so, dass
M — Rv" @ Ker (p) ® @ ist und das idempotente Element o @, welches
durch dic Untermoduln Mw — Rv”, Ker (0) — Ker (9) @ @ bestimmt ist.
Klar gilt Mo n Mo = o. Weil v" € Rz, v" ¢ Ker (), liegt z nicht in Ker (m).
Dies steht jedoch im Widerspruch zur Bezichung (4), d. h. v € Ker (o).

a) Es sei Ho  o. Dann ist H < Ker (0), und auch z € Ker (o). Nach (4)
crgibt sich a0 &0  (2& + =)o 2ép0.

b) Es sei o < Ho < H. Setzen wir voraus, dass z ¢ Ker (0) gilt. Dann gilt
auch u ¢ Ker (0). Es gibt einen einfachen Untermodul Ru’ < Ru derart,
dass Ru' N Ker (p) = o ist. Bezeichnen wir K H n Ker (¢) und wiihlen
einen Untermodul U =< M derart, dass H = Ru' @ K @ U gilt. Wenn wir
P K ® U setzen, bekommen wir

(5) H—Ru @ P.

Wegen Ru' < Ho und Hpo << H, gibt es ein solches p e P, dass Bpn Ho o
und Rp ein einfacher Untermodul ist. Setzen wir § = Bp @ Ru'. Dann gilt
SN Ho = Ru', Sn P = Rp. Nehmen wir z. B. an, dass s€ S, s € Hp. Dann
lisst sich s = rip + rau’; 71, r2 € R schreiben, woraus rpe Ho, mip o
und s = ru’ folgt.

134



Nach Lemma 3 existiert ein einfa cher Untermcdul Rw < S derart, das
(6) S - Rw@® Rp=LRw® Ru'.

Offensichtlich gilt Bw N Mo — o, Rw N P = o. Betrachten wir einen Unter-
modul ¢ mit der Eigenschaft P — Rp @ @. Nach (5) ist

(7) H RuW®P RV ORpDQ—SDQ.

Wihlen wir ferner Untermoduln V und Z derart, dass die Beziehungen Ker (o)
KNV uwmd I S®Q @V ®Z gelten. Nach (6), (7) ergibt sich

(8) M _RwolkpodQedVeZ _RweolPoVoZ-
—RuvoelPoVodcZ.

Betrachten wir cinen idempotenten Iindomorphismus o mit den Eigenschaften
Ker (0) =P ®V ®Z, Moo — Rw. Offenbar gilt Ker (o) < Ker (0), Mo N
N Mo o. Nach (8) liegt der Untermodul Ru’ nicht in Ker (w) und deshalb
liegt auch Rz nicht in Ker (w). Folglich gilt z ¢ Ker (w). Dies steht jedoch
im Widerspruch zu (4) und deshalb z € Ker (o). Ahnlich wie in a) erhalten
wir die Bezichung a0 = x&0.

¢) Essei Hp  H und zugleich Ker (9) n H # o. Bezeichnen wir wiederum
K Ker (o) n H und wihlen einen Untermodul B derart, dass II K @ B
ist. Offensichtlich gilt o < B < I1. Wegen Ho = H gilt B << Ho und es existicrt
cin Untermodul C des Moduls H derart, dass Cp == B gilt. Aus der Voraus-
setzung ¢ H ergibt sich Co9 = Ho = H = B, was einen Widerspruch
enthilt, denn B < H. Somit gilt o < C < H und es ist mdéglich einen Unter-
modul S so zu wihlen, dass H C @ 8 gilt. Offenbar ist 0o < § < H. Wird
ein solcher Untermodul U betrachtet, wo M C @ S @ U, dann lisst sich
jedes m € M in der Form m — ¢ + s + u schreiben, wo ce C, se S, ue U.

Definieren wir einen Endomoprhismus « des Moduls M durch die Vorschrift:
mo co. Hiernach ist Moo — Ha — B und Ha < H. Nach a), b) gilt

9) ro®  x&.

Betrachten wir ferner den Endomorphismus « + g. Fir ein beliebiges Element
m € H Dbekommen wir m(x + 9) = (¢ 4+ 8)(« + 9) — so und deshalb ist
H(x 4 0) < So. Zufolge S < H gilt auch Sp < H und H(x 4 ¢) << H. Nach
a), b) gilt x(« 4 0)°  xé + x&0 und nach (1), (9) gilt a(e + 0)°  x&x

209, Durch Vergleich ergibt sich 2o  x&,0.

d) Es sei Ho — H. Wihlen wir einen, der homogenen Komponente
gehorenden einfachen Untermodul Re und einen Untermodul U derart,
dass ) Ra @ U gilt. Dannist m = a’ + u, @’ € Ra, w e U fir jedes m € 1.
Betrachten wir nun einen, durch die Vorschrift mf = —a’-p bestimmten Endo-
morphismus . Wegen Mp  (Ra)o ist entweder MpB = o oder Mp ist ein
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einfacher Modul. D. h. es gilt Hf < H, denn H ist laut Voraussetzung die

direkte Summe von mindestens zwei einfachen Untermoduln. Nach a), b)
gilt dann

(10) xfs = x&,f.

Fiir alle a’ € Ra gilt a'(8 4 ¢) = 0, d. h. Ra £ Ker (8 + ¢) und Ker (8 + 0) n
N H + o. Jetzt konnen zwei Fille auftreten: Entweder H(f 4+ o) < H
oder H(B + o) = H. Im ersten Falle laut a), b) und im zweiten Falle laut
c) gilt 2(B + 0)° = x&,(B + ). Unter Anwendung von (1) und (10) bekommen
wir xp® = x£,0. Somit ist bewiesen, dass fir jedes o € @ und fiir ein beliebiges
Element x € M, x % o, welches der homogenen Komponente H des Moduls A/
zugehort, xp® = x&,0 gilt. Falls © = o ist, kann man auch z9® 2&0 — 0
setzen.

Gegeben seien x + oe M, o € @. Das Element x lisst sich in der Form
& = a1 + ... + @, darstellen, wobei x; + 0, 2; € Hy fur ¢ =1,...,n ist.
Dann ist xp% = x10° + ... + @pe® = 110 + ... + xnfio = x&0. Es gilt des-
halb g% = &;p fir ein beliebiges o € @. Zufolge (o = &, lasst sich auch g7 = %o
schreiben.

Satz 2. Sefzen wir voraus, dass in jeder homogenen Komponente vom M odul I
mindestens zwer verschiedene einfache Untermoduln existieren und o sei ein
Endomorphismus der additiven Gruppe des Ringes @. Alle Rechtshauptideale
des Ringes @ sind genau dann o-zuldssig, wenn o eine, durch die Vorschrift
0% = @, 0 € @ bestimmie rechte Translation dieses Ringes ist.

Beweis. Ist ¢ eine rechte Translation des Ringes @, so ist offenbar jedes
Rechtshauptideal o-zuléssig.

Nehmen wir an, dass ¢ ein Endomorphismus der additiven Gruppe des
Ringes @ ist und dass alle Rechtshauptideale o-zuldssig sind. Dann gilt
0° € p® und ¢ = &, fir jedes p € @. Hieraus ergibt sich Ker (o) = Ker (p%)
und aus der Beziehung xp = o folgt daher xp® = 0. Weil ¢ ein Endomorphis-
mus der additiven Gruppe des Ringes @ ist, gelten folgende Beziehungen:

(1) Wenn xp = yp ist, dann auch z9% = yo°.
(2) Wenn zp = zw ist, dann auch xo® = zw°.

Wihlen wir ein beliebiges € M und ein beliebiges u € M, und setzen wil
(3) uoy = xp°® genau dann, wenn xp = u ist.

Nun werden wir zeigen, dass o, ein Endomorphismus der additiven Gruppe M~
ist. Zu jedem w € M, existiert ein derartiges y € @, dass xy = w ist und man
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kann us; = xy° schreiben. Nehmen wir an, dass uoy = 20%, sz = xw’ Dann
gilt © = 2p = 2w, nach (2) ist 2p° = 2w’ und o, ist also die Abbildung von
M, in M,. Wahlen wir u, v € M. Dann ist u = xp, v = 2w und (v + v)oz =
— z(0 + w)° = 20° + 2w’ = U0z + Voz.

a) Wihlen wir ein beliebiges p € M derart, dass der Modul Rp einfach ist.
Liegt p in der homogenen Komponente H, dann liegt dort auch M,. Fuar
jedes v % o0, ve My ist M, = M,. Nach der Voraussetzung gibt es einen
einfachen Untermodul Rs £ H derart, dass Bp N Rs = o ist. Es existiert
ein Isomorphismus & von Moduln Rp, Rs. Nach Satz 1, aus [2], Seite 185 lasst
sich dieser Isomorphismus auf einen Automorphismus o« vom Modul M er-
weitern. Dann gilt pa + o, pa € Rs und My N Bs + o. Wahlen wir ein beliebi-
ges Element q & 0, ¢ € Mp N Rs. Dann ist B¢ = Rs und aus dem Beweis
von Lemma 3 folgt R(@q — p) n Rp = o0, R(q — p) n Rg = o. Wahlen wir
ferner ein beliebiges € M. Dann existiert ein § € @ derart, dass pf = u ist.
Betrachten wir einen Untermodul Q@ < M derart,dass M = Rp @ R(q — p) @
@® Q und setzen wir K = R(q — p) @ Q. Jedes Element x e M lisst sich
dann in der Form « = rp 4 k, k € K darstellen. Die Abbildung ¢: xp = rpf
ist ein Endomorphismus des Moduls M, wobei K = Ker (p) ist. Wegen
q — p € Ker (¢) ist qo = po und aus der Definition der Abbildung p ergibt
sich pg — u. Nach (1) ist pp® = go® und nach (3) gilt sodann wuop = wuoyg.
Weil diese Beziehung fur alle w e M, gilt und M, = M, ist, gilt op = ay.
Wihlen wir nun ein beliebiges v + o, v € M. Hiernach kénnen zwei Fille
vorkommen. Entweder Rv N Rp =o0 oder Rv= Rp. Ist Rvn Rp = o,
so folgt aus dem Vorhergehenden ¢, = o,. Ist Rv = Rp, dann ist Rv n Rq —o
und dhnlich wie im letzteren erweist sich, dass oq = g, gilt. Wegen o4= op
gilt auch o, = o05. Speziell fur ein beliebiges 4 + o0, u € M, gilt also uop = uou
und nach (3) gilt uou = w®. Somit gilt fir ein beliebiges Element w € 1/,
die Beziehung us, = wi.

b) Wihlen wir ein beliebiges Element  + o des Moduls M, welches zu einer
homogenen Komponente gehort und ein beliebiges u € M, derart, dass Ru
einfach ist. Es existiert ein g € @ derart, dass xp = u ist. Setzen wir nun
Rw = Rx n Ker (9p) und wihlen einen Untermodul Rwv derart, dass Rx

- Bv ® Rw ist. Nach Lemma 2 kénnen wir die Bezeichnung so wihlen,
dass x — v 4 w ist. Es gilt ®p = vo = u. Weil die Moduln Ru, Rv isomorph
sind, ist Rv einfach. Nach (3) erhalten wir uo; = wo,. Da Rv ein einfacher
Untermodul ist und w € My, gilt nach a) usy, = w® und daher ist uoy = wes.

¢) Wihlen wir ein beliebiges Element « #+ o, x € M, welches zu einer homo-
genen Komponente gehort und ein beliebiges z € M. Es existiert ein o € @
derart, dass xo = z ist. Bezeichnen wir Rw = Rz N Ker (9) und wihlen

k
wir Rw so, dass Rx — Rv @ Rw gilt. Nach Lemma 2 lasst sich Rv = Z @ Ry,

i
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schreiben, wo Rv; einfache Untermoduln sind. Wir kénnen die Bezeichnung
so wihlen, dass @ = vy + ... + vx + w ist. Hiernach ist a0 w10 + ...
+ vz und Rvp sind einfache Untermoduln. Nach Lemma 1 ist I,

My + ...+ My, + My. Wegen vip € M, ist v;0 € My fiir alle ¢ 1, ...,k
Die Abbildung ¢, ist ein Endomorphismus der additiven Gruppe M, deshalb
gilt zoy = (vio)ow + ... + (vko)o.. Nach b) gilt dann auch zo, vy +
+ o+ R0t — 200 '

d) Wahlen wir ein beliebiges Illement a e J/. Dann existicren x; = o,
x; € H, derart, dass = a; + ... + 2,. Zufolge M — Z ¢ H, ist Ry; N

veJ
A (2 Ray)  o,i=1,...,n. Offenbar gilt B(> a;) < > Rr;. Wegen R(> ;)
j+1 = ) i

}f(m —a;) gilt R@x — x;) n Ra; — o. \’Véilhlpn Ni;‘ nun ein beliebijges Ele-
ment w € M, Hiernach existiert v € @ derart. dass xje  u ist. Sei Ruw

Rx; n Ker(e) und Rz; — Rv @ Rw. Wiahlens wir die Elemente v, w so.
dass a; — v + w ist, dann gilt w;e  ve = u. Bs existiert ein Untermodul
) << I derart, dass M — Rv @ Rw @ R(r — a;) @ @ ist. Setzen wir I

w @ R(x — a;) @ Q. Dann lisst sich jedes y € Al in der Form y = ro + k,
ke K darstellen. Die Abbildung ¢:yo  rve ist ein Endomorphismus des
Moduls M, wobei Ker (o) — K ist. Offenbar ist ;0 % und zufolge ¥ — xv; €
€ Ker (o) ist xo  ay0. Folglich gilt uoy = uo,. Nach Absatz c) ist uo,  we
und daher gilt wo;  we. Wiéhlen wir nun ein beliebiges Element z € ./,.
Iis existiert ein § € @ derart, dassz — xff — x1ff + ... -+ x,fist. Nach Lemma 1
ist My — My, + ... + M, und mithin x;f € M,. Aus der Tatsache, dass oy
ein Endomorphismus der additiven Gruppe 3 ist, ergibt sich 26,  (v1ff)oz +
+ ...+ (xnf)oz und aus dem Vorangehenden erhalten wir (2;8)o,  &:ipt®
fur alle i. Folglich gilt zoy — z°.

Es liegen beliebige x € M, o € @ vor. Geméss (3) gilt (xo)or  xp9. Zufolge
2o € My ergibt sich aus Absatz d) die Beziehung xo® — (x0)or,  @o®. Dies
bedeutet, dass ¢ ¢ fur beliebige ¢ € @ ist.

In den folgenden zwei Séitzen sei angenommen, dass der Modul J/ die in den
Séitzen 1,2 besagte Bedingung erfilllt und bezeichnen wir wiederum mnit @
den Ring aller Endomorphismen von diesem Modul.

Satz 3. o sei ein Endomorphismus der additiven Gruppe des Ringes @ derart,
dass alle Linkshauptideale dieses Ringes o-zuldssig sind. Folgende Behauptungen
sind dquivalent:

a) Die Abbildung o ist ein Endomorphismus des Ringes @.

b) Das Element © ist idempotent und M0 ist die direkte Summe einer gewissen
Menge homogener Komponenten vom Modul M.

Beweis. a—b. Gemiiss Satz 1 gilt oo = 1% — (01)° ¢ fiir alle g € @.
Unsere Behauptung ergibt sich aus Lemma 4.
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b — a. Gemiiss Lemma 4 gilt % 900 fiir alle ¢ € @. Durch Heranziehung

des Ergebnisses aus Satz 1 erhalten wir fiir beliebige o, y € @ die Beziehung
(0v)° S0y 9%y — 0%°. Die Abbildung ¢ ist also ein Endomorphismus

des Ringes @.

Satz 4. o set ein Endomorphismus der additiven Gruppe des Ringes @ derart,
dass alle Rechshauptideale dieses Ringes o-zuldssig sind. Folgende Behauptungen
stnd dquivalent:

a) Die Abbildung o st ein Endomorphismus des Ringes @.

b) Das Element ° ist idempotent und Ker (19) ist die Summe einer gewissen
Menge homogener Komponenten vom Modul M.

Beweis. a - b. Gemiiss Satz 2 gilt o — p®  (9)° 900 fiir jedes g € D.

Dies bedeutet:
o [
(1) s g,

Offenbar ist @ ein idempotentes Element. Wird @ — ¢ 19 gesetzt, so ist auch
o idempotent und

(2) Mo  Ker (9).

-

Durch Einsetzung von ¢ — ¢ — o in (1) bekommen wir wp = wpm. Nach
Lemma 4 erhalten wir, dass /o eine direkte Summe homogener Komponenten
ist und aus (2) gewinnen wir sodann unsere Behauptung.

b — a. Setzen wir wieder

(3) o —t 1.

Wegen Ker (19) Mo ergibt sich aus Lemma 4, dass wp  wpw fir alle
o € @ ist. Durch Einsetzung von (3) erhalten wir pi© 900, Fiir beliebige
v, 0 € @ ergibt sich sodann (y0)® — yoi% = y®0t® — %9 und o ist ein Endo-
morphismus des Ringes @&. .
Bemerkung 1. o sei cin Automorphismus des Ringes @ und alle Links-
hauptideale (Rechtshauptideale) seien ¢-zulédssig. Dann ist ¢ ein Automorphis-
mus des Moduls M/ und nach Satz 3 (4) ist er ein idempotentes Element. Es gilt
darum ¢ ¢ und o ist der identische Automorphismus des Ringes ®.
Bemerkung 2. Setzen wir voraus, dass Modul J lediglich eine homogene
Komponente hat z. B. wenn M iber einem belicbigen Korper cinen Vek
torraum darstellt. Dann ist nach Satz 3 (4) und nach Bemerkung 1 jeder
Endomorphismus ¢ # o des Ringes @, wo alle Linkshauptidcale (Rechts-
hauptideale) o-zuldssig sind, der identische Automorphismus des Ringes @.
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