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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
R O Č N Í K VII Č Í S L O 2 

NIEKTORÉ LINEÁRNĚ SYSTÉMY 
SINGULÁRNYCH KOLINEÁCII 

VÁCLAV M E D E K 
Katedra deskriptívnej geometrie Slovenskej vysokej školy technickej v Bratislavě 

1. Uvažujme o reálnéj projektívnej rovině P2 a o jednoznačných bodových 
zobrazeniach tejto roviny do seba, daných rovnicami 

QX* = aijX'i, Q + 0, (i, j = 0, 1, 2), (1) 

kde hodnost matice (a^) je _i_ 1 a čísla Q a atj sú reálné. Príbuznosť (1) budeme 
označovat 91. Príbuznosť 21 je presne určená maticou (airj), pričom matica k(ai,j), 
kde k 4= 0, určuje tú ?stú příbuznost. 

Zaveďme označenie 

a = Ooo. a = aoí, a = a02, a' = aU), a = a^, 

a5 = a1 2, a6 — a2 0, a1 — a21, a8 = a2?. (2) 

Potom čísla kal (i = 0, 1, . . ., 8), kde k 4- 0, určujú tiež príbuznosť 91, a pretože 
aspoň jedno z nich je rózne od nuly, móžeme ich považovat za projektivně 
súradnice bodu A v reálnom projektívnom priestoreJV Takým spósobom sme 
jednojednoznačne zobrazili příbuznost 91 na priestor P8. 

Nech ah je hodnost matice (atj). Ak ah = 3, je příslušná príbuznosť 91 koli-
neáciou. Ak ah < 3, budeme príbuznosť 91 nazývat singulárnou kolineáciou, 
a to pre ah = 2 singulárnou kolineáciou hodnosti 2 a pre a A = 1 hodnosti ] . 

Pre singulárně kolineácie X platí 

I Vij | = 0. (3) 

Ak do rovnice (3) zavedieme namiesto čísel x^ čísla xl podlá (2), dostaneme 
rovnicu 

,-y-O /y»4 -y>8 _! /y»l/y»D/y»6 _l /y»2/y 3/y»7 /y»0/y»5/y»7 /y»l /y>3/y»8 /y»2/y»4/y»6 f\ ( /__ \ 
•A> xAs %*J | t*/ t/l/ t*/ I * * i(/ t*/ t*/ t/l/ i*/ tX< t*.' t/ť «A/ \A/ V/. V / 

Z tvaru rovnice (4) vidieť, že singulárně kolineácie 7i sa zobrazujú do bo-
dov K, ktoré vypíňajú nadplochu tretieho stupňa V*. 

Veta 1. Nadplocha V2 je pravá, t. j . neobsahuje ziadnu nadrovinu. 
Dok a z. Keby nadplocha V'] obsahovala nejakú nadrovinu, dala by sa 
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Tavá strana jej rovnice (4) rozložit. To však nie je možné, lebo determinant 
ako funkcia svojich prvko v je nerozložitelný. 

Dofiníoia 1. Pod lineárny m systémom kolineácií budeme rozumieť systém 
příbuzností x${ určený vzťahom 

QX{ = Ak
kai}xi (i. j = 0, 1, 2, & = 0,1. . . . . Z. l< 8). (f>) 

kde h. sú reálné čísla, z ktorých vždy aspoň jedno je rózne od nuly. Pre l --- 1 
a pre dve od seba rózne kolineácie °9Í, ls3( hovoříme o zvázku kolineácií. 

Vota 2. Příbuznosti tvoriace lineárny systém kolineácií sa zobrazuji) do bodov 
lineárneho podpriestoru priestoru P 8 . 

D ó k a z priamo vyplývá z definície 1. Speciálně obrazom zvázku je pria nika 
určená bodmi °A,lA. 

VTota 3. Příbuznosti ?í, pre ktoré hodnosť matice (x{j) je xh = 1, zobrazujú sa 
na varietu XV, ktorá sa skládá z dvoch dvojparametrických systémov rovin. 

Dókaz . Označme lP bod, pre ktorý xi' = 1 a všetky ostatně súradnice má 
rovné nule. Potom pod symbolom ř l ' 2 lfíP budeme rozumieť lineárny pod-
priestor priestoru P 8 určený bodmi llP, ? 2 P . . . nP. 

Aby matica (x^) malá hodnosť xh = l, na to třeba a stačí, aby buď každé 
jej dva riadky, alebo každé jej dva stípce boli lineárně závislé. Z toho hněď 
vidieť, že body rovin ( ) 1 2P, 3 4 5 P , 6 7 8 P, 0 3 6 P , 1 4 7 P, 2 5 8 Psúobrazmi singulárnych koli
neácií hodnosti 1. Zvolme si teraz v rovině 0 1 2 P 1'ubovol'ný bod X (x°. xl. x2. 0. 0. 
0,0,0,0) a přiřaďme mu v rovině 3 4 5 P bod X' (0, 0, 0, x°. x\ x-. 0. 0. 0) 
a v rovině 6 7 8 P bod X'' (0, 0, 0, 0, 0, 0, x°, x1, x2). Tieto tri body sú lineárně 
nezávislé a určujú teda rovinu XP2. Zrejme všetky body roviny r P 2 sú obrazmi 
singulárnych kolineácií hodnosti 1. Medzi bodmi X, X', X" rovin ° -P. 3 i r P . 
6 7 8 P je kolineárny vzťah. 

Podobné móžeme zvoliť v rovinách 0 3 6 P , 1 4 7 P , 2 5 8 P body Y (H°, 0, 0 ?/3, 0. 0, 
if, 0, 0), Yf (0, H°, 0, 0, y*, 0, 0, y\ 0), Y" (0, 0, %f, 0, 0, y\ 0, 0. íf). ktoré sú 
tak isto lineárně nezávislé a určujú tiež rovinu yP2. Všetky body roviiy yP2 sú 
tiež obrazmi singulárnych kolineácií hodnosti 1. Medzi bodmi Y. Y\ Y ro
vin 0 3 6 P , 1 4 7 P , 2 5 8 P je tiež kolineárny vzťah. 

Dofiníoia 2. Systém rovin XP2 budeme oznacovať S ei systém rovin yP.. budeme 
označovat' H. 

P o z n á m k a 1. Roviny 0 1 2 P ? * 1 5 P, 67»P prislúchajú k systému H. rov ny 036I\ 
wip 2r>sp prislúchajú k systému S. Skutočne, napr. rovinu 0 I 2 P dostaneme 
j)re bod Y (l, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Podobné napr. rovinu 0 3 6 P dostán3me pre 
bod Z (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). 

Vota i . Dve od seba rózne roviny systému S (systému II) nemaje ziaden 
spolocný bod; každá, rovina systému S má spolocný právě jeden bod .s každou 
rovinou systému H. 

Dókaz. Uvažujme o dvoch od seba róznych rovinách , r P.,. 21\, systému S. 
Body roviny XP2 uiajú súradnice (o1x°, Q1X1, Q1X2, Q'1XÚ. Q'1XK Q'1X'\ Q"1X{), 
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Q"1X\ Q"XX2), kde aspoň jedno z čísel Q, Q', Q" je rózne od nuly. Podobné body 
roviny ~XP2 majú súradnice (x2x°, x2x1, x2x2, x'2x°, x'2xx, x'2x2, x"2x°, x"2x1, 
x"2x2), kde aspoň jedno z čísel x, x , x" je rózne od nuly. Aby tieto dva body 
splynuli, museli by splynut body 1K2K, 1X'2X', 1X"2X" a teda aj obidve ro
viny lxP2,

 2fP2. Tým istým spósobom by sme dokázali tvrdenie aj pre dve 
od seba rózne roviny systému H. 

Majme teraz jednu rovinu XP2 systému S a jednu rovinu yP2 systému H. 
Body roviny XP2 majťi súradnice (QX°, QX1, QX2, Q'X°, Q'XX, Q'X2, Q"X°, Q"X\ Q"X'~) 
a body roviny yP2 majú súradnice (xy°, x'y°, x"y°, xy3, x'yz, x"y'3, xy*, x'y^, x"yCy). 
Položme x = xQ, x = x1, x" = x2, Q = y°, Q = ]f, Q" = y6. Pre takto volené 
čísla x.x',x"; Q,Q\Q" dostáváme spoločný bod oboch rovin. Všetky spoločné 
bodyr rovin XP2,

 yP2 dostaneme riešením systému homogénnych lineárnych 
rovnic 

Xìf QXL 
Xlf x y» QfX° — xy* = QIJ1 — Xlf 

кïý = 0. (6) 

QX-

= Q x2 — x" y* = Q"X° — xy6 = Q x1 — x'y6 = QX2 

Tento systém má však jediné, už uvedené riešenie. 
P o z n á m k a 2. Čísla Q, Q , Q móžeme chápat ako projektivně súradnice 

bodov v rovinách XP2, podobné čísla x, x , x" móžeme chápat ako projektivně 
súradnice bodov v rovinách yP2. Zvolme si teraz íubovolný bod Y (y°, 0, 0, y*, 
0, 0, v/6, 0, 0) a k němu prislúchajúcu rovinu yP2. Táto rovina přetíná každú z 
rovin XP2 v bode, pre ktorýplatí Q = ky°, Q' = ky'\ Q" = kyc\ Súradnice tohto bodu 
v každéj z rovin XP2 sa teda líšia iba nenulovým násobkom a roviny yP2 spro-
stredkujú medzi všetkými rovinami XP2 kolineárnu příbuznost. Podobné aj 
naopak roviny XP2 sprostredkujú kolineárnu příbuznost medzi rovinami yP2. 

Veta 5. Nutila a postacuýúca podmienka, aby bod A bol dvojnásobným 
bodom nad plochy V3 je, aby bod A prislúchal varieté XV. 

Dok a z. Zvolme si dva od seba rózne rubovoiné body A, B a hladajmc 
priesečníky ich spojnice <p s nadplochou Vf. Eubovolriý bod M spojnice AB 
móžeme vyjádřit v tvare M = ju^A + ju2B. Aby bod M ležal na nadploche V'), 
musí platit 

liYa
2 + /L2b

2 

fixa
5 + ju2b

5 

^a8 + ,H2b
8 

juxaP + ju2b° 
//ta

3 + /L>b3 

ЏLi џþ« 

џ^a1 + џþ1 

џүa? + џþx 

џ^a1 + џþ1 
= fx-[ 

a° a1 a2 

az ax aъ 

a6 a1 a8 
+ 

+ џлџi 

~" a° a1 a2 a( } axa2 

+ ЏІЏ2 a3 a4 aъ + b3 b4 b5 

+ 
b6 b7 b8 a6 a1 a8 

a() a1 a2 b° b1 b2 b° b1 b2 -

b3 b4 b5 + a3 a4 aъ 

+ b3 b4 b5 

b6 b7 b8 b6 b7 b8 a% a1 ( г8 J 

b° b1 b2 

a
3
 a

4
 aъ 

+ 

+ iĄ 
6° b1 b2 

b3 b4 b5 

b6 b7 b8 

= 0, (V 

Ak hod A má byt dvojnásobným bodom nadplochy V*, na to třeba, aby 
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1. bod A ležal na nadploche V* a 2. aby každá priamka prechádzajúca bo-
dom A malá s nadplochou V'i najviac jeden další spoločný bod. Aby tieto 
podmienky boli splněné, třeba a stačí, aby v rovnici (7) boli ko3ficientv 
pri JU\ a fj\fjL2 identicky rovné nule pre každý bod B rózny od bodu ^4. To vsak 
nastává vtedy a len v tedy, keď determinant 

; a° a1 a2 

! a3 a4 a5 

j aG a7 as 

má hodnost 1. To sú však právě body variety XV. 
D ó s l e d o k . Spojnica rubovoiných dvoch od seba róznych bodov variety XV 

leží celá na nadploche V'\. 
Veta 6. Nech lxP2,

 ixP2 (lyP2,
 HP2) sú dve od seba rózne roviny systému 3 (H): 

potom tieto dve roviny urcujú paťrozmerný lineárny priestor lx'ixP5 (ly'iyP3). ktorý 
leží celý na nadploche V'\. 

D ó k a z . Zvolme si v rovině lxP2 tri lineárně nezávislé body 1M lN, J P , 
podobné v rovině ixP2 tri lineárně nezávislé body 2M, 2N, 2P. Eahko zistíme. 
že body XM, W , 1P, 2M, 2N, 2P sú lineárně nezávislé. Keby totiž boli lineárně 
závislé, museli by mat roviny lxP2,

 iJCP2 spoločný aspoň jeden bod, čo odporuje 
vete 4. Potom roviny lxP2,

 ixP2 urcujú paťrozmerný lineárny priestcr lx'ijrP3. 
ktorý — p o d l á dósledku k vete 5 — leží celý na nadploche V'\. 

Dókaz pre priestor ly2yP5 je obdobný predchádzajúcemu. 
Roviny systému H sprostredkujú medzi rovinami ljcP2,

 2xP2 kolineaciu XS\. 
Nech táto kolineácia priraďuje trom lineárně nezávislým bodom XX, X'. iX" 
roviny lxP2 body 2X,2X',2X" roviny 2jrP2. Potom dvojice bodov lX.2X: 
J N ' , 2X'; 1X", 2X" urcujú tri roviny yP2,

 y'P2,
 y"P2 systému H, ktoré nimi pre-

chádzajú. Nech x = XX2X, x' ~ 1 X , 2 Z / , x" = ^JT-JT; vtedy priamky r. x'. x" 
ležia celé v priestore lx*xP5. 

Roviny systému 3 sprostredkujú naopak kolineáciu yS\ medzi rovinami 
systému H. V tejto kolineácii si odpovedajú navzájom priamky ;t, x'. x". 
Potom každému bodu X priamky x priraďuje táto kolineácia bod X' priamky x' 
a bod X" priamky x". Body X, X', X" urcujú rovinu XP2 systému 3. ktorá 
])otom tiež leží celá v priestore lx'lxP5. Z toho vidiet, že priestor Xjc'xP3 obsahuje 
celý jednoparametrický systém ^^3 rovin systému 3. 

Priestor lx*xP5 neobsahuje okrem bodov rovin systému Kí'xS žiadne iné 
body variety xV. Skutocne. nech rovina 3xP2 systému 3 je určená bodom *X 
(3ro sTi sx29 o, 0, 0, 0, 0, 0). Ak rovina *xP2 má prislúchat systému lxijr3. musí 
byť bod 3 X lineárně závislý od bodov lX. 2X, či/e musí 

I W 1x1 V 2 ' 
2:r° 2x] 2x2 | =-• 0. (S) 

í V V *x2 | 
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Ak relácia (8) nepla t í , sň v š e t k y b o d y *X, lX', 1X"; 2 X , 2 X ' , 2 Z " ; z%, 3-X', 3 A " 
I ineárne nezávislé, a t e d a žiaden b o d rov iny 3 j ; P a neleží v pr iestore lx*xf& • Naoza j 

Ь).0 1 y l l/y2 lX XŁ 

0 0 0 

0 0 0 
2x° 2xl 2x2 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 
Ьv.O J/yl l , y 2 xxM 

0 

0 

'xl 

0 

0 

2 /yO 2 /yl 2 л 

S/yO 3/yl 3 

0 

0 

0 

0 

0 

í) 

0 

0 

lx~ 

0 

0 
lxг 

0 

0 

l /yO 1 /yl 1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

X2 

0 

0 

3 /yO 3 /yl 3 /y 2 

0 0 0 

2,г° ^x1 2x2 I 

0 0 0 | 

0 0 0 I 

?>x° ^x1 З.г 2 ! 

I yO J/yl 1 y 2 

2 ,-yO 2/yl 2/y.2 

3 yO 3/yl 3 r 2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

í) 

0 

0 

l/y-0 1/jД 1^.2 

2/yO 2/yl 2/y2 
tЛ/ t/O tX/ 

0 зжo 

0 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 ^ ; 0 W lx2 

2/y.O 2/£І 2/y.2 

3/yO 3/yl З r 2 

1/yO 1/yl l/y2 

2 nл 0 2 /y 1 2 /y 2 

3/yO 3/yl 3/) 

ł 1 ' 

Z t o h t o t v r d e n i a vyplývá, že k a ž d á rov ina yP2 m á s pr ies torom l j2 j"P5 spo-
ločnú p r á v ě j e d n u p r i a m k u , k t o r á priraďuje navzá jom b o d y rovin sys tému 
ij2jrS v kolineácii *§t\ 

Celkom analogicky móžeme u v a ž o v a t pr i pr ies toroch ly2yP5 u r č e n ý c h d v o m a 
od seba r ó z n y m i r o v i n a m i lyP2,

 2yP2-
Móžeme t e d a vys lovi t 
Vetu 7. Kazdy priestor lx2xPb (ly2yP5) obsahuje z variety XV právě len body 

rovin systému lxHS (ly2yH). 

Vela 8. Dva od seba rózne priestory lx*xPb, *X*XP5 (lySyPb,*
y*yP5) majú spo-

loenú právě jednu rovinu xP2(
yP9). Dva 1'ubovol'né priestory lx*xP5,

ly2yP5 majú 
spoloený trojrozměrný lineárny priestor xyP%, Hory obsahuje priamkovú kva
driku variety XV. 

D ó k a z . N e c h rov iny XP2 (i = i , 2, 3, 4) sú určené b o d m i lX (Vr°, \r\ \ r \ 
0, 0, 0. 0, 0. 0). B o d y UT, 2 K, 3 K, 4 K sú l ineárně závislé a e x i s t u j í t a k é čísla U, 
že platí 

U \ K + 2A 2K = 3 A 3 X + 4A4K. (9) 

Čísla U, 2A nemóžu b y t súčasne rovné nule, pre tože p o t o m b y b o d y 3K, 4 K 
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splynuli a neurčovali by priestor 3**XP5. Tak isto nemóžu byť sňčasne rovné 
nule čísla 3X, 4A. Potom bod X = 1l1X + 2X2X = 3Á3X + *ÁlX určuje ro
vinu XP2 spoločnú obidvom priestorom lx2xP5, *-l*xP5. 

Jeden z bodov 1K, 2 K nesplýva s bodom X; nech to je bod XX ; ])otom 
priestor lx*xP5 splývá s priestorom lxxP5. Tak isto jeden z bodov 3JV, AX ne
splýva s bodom X: nech to je bod 3X; potom priestor ZjixP5 splývá s prie
storom 3xxP5. Predpokladajme, že priestory lxxP5,

 3jcxP5 majú spoločný bod A. 
ktorý neleží v rovině XP2. Potom bod A vznikol ako lineárna kombinácia 
niektorých bodov X, *X z rovin xP2,

ljcP2, ako aj niektorých bodov X. 3X 
rovin XP2,

 3xP2. Potom body X, X, 1K, 3X musia byť lineárně závislé a bod 3X 
musí ležať v priestore lxxP5, čo nie je možné. Tým je prvá časť vety dokázaná 
(pre priestory ly2yP5,

 Zy4yPr) vykonáme dókaz obdobné). 
Majme teraz dva priestory lx2j'P5,

ly2yP5. Roviny lyP2,
 2yP2 majú s priesto-

rom lx2xP5 spoločné dve priamky ^ P ^ 2 P j , ktoré nemajú žiaden spoločný bod 
(v opačnom případe by museli aj roviny lyP2.

 2yP2 mať spoločný bod). Priam-
kami 1P1,

 2Fi je určený trojrozměrný lineárny priestor XVP3. ktorý zn jme celý 
prislúcha obom uvažovaným priestorom. 

Dokážeme, že priestory lx2xP5.
Xy2yPró nemajú okrem priestoru xyÍ'3 žiaden 

bod spoločný. Predpokladajme naopak, že uvažované priestory^ majú spoločný 
štvorrozmerný lineárny priestor xyP±. Zvolme si teraz lubovolný priestor 
lx*xPh rózny od priestoru l f 2 - r P 5 . Tento priestor má s priestorom 1y2vPr> spoločný 
priestor x'yP3, v ktorom sú priamky variety XV. Tieto priamky. pretože ležia 
aj v priestore ly2yP5, musia pretínať jeho nadrovinu xyPí]t v bodoch, ktoré by 
boli spoločné obom priestorom lx2xP5 a lj3xP5, čo nie je možné pocila pr\ ej 
časti vety. 

Priestor xyP3 obsahuje priamky rovin systému lj2j'3. ako aj priamky rovin 
systému ly2yII. Dostáváme tak dva systémy priamok. Eubovolné dve priamky 
jedného systému sú zrejme mimobežné. Eahko skonštatujeme, že naopak 
lubovolné dve priamky róznych systémov sú róznobežné. Takúto vlastnost 
majú len dva systémy priamok kvadriky. 

Tým je veta úplné dokázaná. 
D ó s i e d o k . Každým bodom A nadplochy Vi, ktorý neprislúcha varieté r V, 

])rechádza právě jeden priestor lx2xP5 a tak isto právě jeden priestor ly~yP-. 
Naozaj, nech bod A má súradnice (a°, a1, a2, a3, a*, a5, a6, a7, a8). Roviny ljrP2, 
2xP2 určíme bodmi ^ ( a 0 , a1, a2, 0, 0, 0, 0, 0, 0) a 2X(a3, a\ a5, 0, 0, 0. 0, 0. 0). 
Pretože bod A leží na nadploche V~, existujú také dve čísla X, ju, že platí 
Xa° + iia3 = a6, Xa1 + [la1 = a1, Xa2 + jua5 = aH. Bod A dostaneme potom ako 
lineárnu kombináciu bodov 1X(a°, a1, a2, 0, 0, 0, 0, 0, 0), 2N '(0, 0. 0. r\ a1, a5, 
0, 0, 0), - j r(0 5 0, 0, 0, 0, 0, a°, a1, a2), 2X"(Q, 0, 0, 0, 0, 0, a3, a1, O5), ktoré všetky 
ležia v priestore lx2xP5. Podobné dokážeme tvrdenie pre ])iiestor lylyP-. Ne
móžu existovat dva rózne priestory lj2xP5.

 3jljrP5, ktoré by obsahová i bod A. 
pretože také dva priestory móžu obsahovat len rovinu systému 3. 



2. V tomto odseku sa budeme podrobnéjšie zaoberať singulárnymi koli-
neáciami. 

Nech X je singulárna kolineácia hodnosti 2. Rovnice tejto kolineácie ncch sú : 

O.T1 —- XUX>Y f- xV2x2 -}- x13x3 j x n x12 ;r 1 3 

OX.t — - X2X^X ~ 1 ~ Xt)2X.) ~-y- X2r>X<y j Xi)-\ X22 •'t'23 

O.T:. = #31^1 -)- .T 3 2ÍP 2 + ^33 , X3 ! X3l '^32 ^33 

___-. o. 

Zrejme musí ])latiť vzťah 
Àľx[ + я2lr;.; + я3-c;; = o 

(10a, 1)) 

[п: 

pгe 
siir 
ma 
pri; 
rov 

.libovolný bod (xx, x2, x%). Žiaden podstatné iný lineámy vzťah medzi 
adnicami x[,x2.x') nemóže existovat, lebo potom by determinant (10b) 
1 hodnost 1. Z toho vyplývá, že bodom roviny P 2 zodpovedajú body 
flinky o o rovnici (11). Výnimku tvoří bod 8, ktorého súradnice vyhovuj ú 
niciam: 

xuxx -\- xnx2 -4- Xy^x^ — 0. 
2 1 1 ~1 Xe)2Xí) [~ X n o X q O , y 1 — ) °2T^1 

X-ţiX^ - ř / O O - l - O | - U O O _[;'.> 0. 

Takýto bod existuje právě jeden a kolineácia 3t mu nepriraďuje žiaden bod. 
Potom móžu nastať tieto případy: 
\. singulárna kolineácia 1. druhu, keď bod 8 neleží na priamke O. 
2. singulárna kolineácia 2. druhu, keď bod 8 leží na priamke O. 
Nech teraz £ je singulárna kolineácia 1. druhu. Zvolme v rovině 1\ súrad-

nicový systém tak, aby bodO3(0, 0, 1) bol bodom 8 a body Ox(l, 0, 0), O2(0, 1, 0) 
nech ležia na priamke O. Rovnice kolineácie nadobudnú potom tvar 

fj ЛĽ 1 ЛУЛЛЛУЛ l XЛІ)ЛJІ\ 

(JЛJ.) Л/C)-\Xл Xi)i)Xi) 

QX:І = 0 

ф 0. (13) 

Rovnice (13) definujú na priamke o regulárnu projektivitu n\ podlá toho, 
ci ]>rojektivita n má 2,1 alebo žiaden samodružný bod, alebo je identitou, 
budeme hovoriť o singulárnej kolineácii druhu la, lb, 1c, Id. V každom 
případe priraďuje táto kolineácia bodom priamky o rovnici UyXj -\- u2x2 ----- 0 

výnimkou bodu O3) bod x[ = xuu2 x» x\ = 0. 
Nech 3. je singulárna kolineácia 2. druhu. Súradnicový systém zvolme opať 

tak, že priamka o má rovnicu x3 = 0 a bod 8 nech splývá napr. s bodom 
0-(\, 0. 0). Potom rovnice kolineácie 3E nadobudnú tvar 

ox x-2x2 -j XytiX-> 

(JX2 

px'> 

x2 

0. 

ľ2 f- x2[ìx3 

x22 x2 

+• 0. (14) 
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Kolineácia 3£ definuje regulárnu projektivitu medzi zvázkom priamok so 
stredom v bode 0± a bodovým radom na priamke x3 — 0. Všetkým bodom 
jednej priamky zvázku (s výnimkou bodu Ox) priraďuje jeden bod priamky O. 

Móžu nastat dva případy: 2a. Bodom priamky x3 = 0 neodpovedá bod Ox. 
2b. Bodom priamky x3 = 0 odpovedá bod 01. Nutná a posta čujúca podmienka 
pre to, aby nastal případ 2b je, aby v rovniciach (14) x2? = 0. 

Dohromady máme teda 6 typov singulárnych kolineácií hodnosti 2. 
Singulárna kolineácia £ hodnosti ] nepriraďuje žiaden bod bodom priamky o 

o rovnici 

X-nXi - | - X^2X2 • ^i3X3 —= «^2l^'l I •**22'̂ 2 i ^ 2 3 ' ^ 3 ==z 

= x31x} + x32x2 + x33x3 = 0. (15) 

Všetkým ostatným bodom priraďuje jeden bod 8. Existuji, potom dva druhy 
singulárnych kolineácií hodnosti 1: singulárně kolineácie 3. druhu, keď bod 8 
neleží na priamke O a singulárně kolineácie 4. druhu, keď bod 8 leží na 
priamke O. 

3. Vyšetřujme také zvázky kolineácií, z ktorých jedna ((£) je dentitou 
a druhá (36) je singulárnou kolineáciou. 

la. Nech kolineácia 36 nepriraďuje bodu 8 žiaden bod a 81, # 2 sú samodružné 
body projektivity na priamke O. Tento zvázok obsahuje len také regulárně 
kolineácie, ktoré majú samodružné body 8,SX,82 a ďalšie dve singulárně koli
neácie typu la, kde bodom 8 sú body $ 1 ? 82 a priamkami o protďahlé strany 
trojuholníka SS1S2. 

lb. Nech Sx je jediný samodružný bod projektivity na priamke o. Potom 
body 8, S± sú jediné samodružné body kolineácií zvázku. Priamka i a spoj-
nica S Sx sú jediné samodružné priamky kolineácií zvázku. Zvázok obsahuje 
ešte jedinú singulárnu kolineáciu typu 2a. 

lc. Všetky kolineácie zvázku obsahujú jediný samodružný bod 8 a jedinú 
samodružnú priamku O. Zvázok neobsahuje žiadnu ďalšiu singulá'nu koli
neáciu. 

Id. Zvázok obsahuje perspektivné kolineácie o střede 8 a osi O. Obsahuje 
aj ďalšiu singulárnu kolineáciu hodnosti 1 3. druhu. 

2a. Pozři lb. 
2b. Kolineácie zvázku majú jediný samodružný bod 8 a jedinú samodružnú 

priamku o, ktorá ním prechádza. Zvázok neobsahuje žiadne ďalšie singulárně 
kolineácie. 

3. Pozři Id . 
4. Zvázok obsahuje elácie o střede 8 a osi o, ktorá ním precháďzr. Zvázok 

neobsahuje taktiež žiadnu ďalšiu singulárnu kolineáciu. 
Z predchádzajúcich úvah vyplývá, že kolineácie zvázku, ktorý obsahuje 

identickú kolineáciu, sú rovnakého typu (s výnimkou singulárnych koli
neácií a identickéj kolineácie). 
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Veta !). DO bodov roviny XP2 sa zobrazuje tie singulárně kolineácie hodnosti i, 
ktoré majii spoloenú priamku o; elo bodov roviny VP2 sa, zobrazuji! tie singulárně 
kolineácie hodnosti l, ktoré majú spolocný bod 8. 

D o k a ž . Body r o v i n y *P2 majú súradnice (QX{). QX\ QX2. Q'X{). Q'X\ QX2, Q"X{), 
o"xv. Q"X2). Rovnica p r i a m k y O je p o t o m 

QX{)XA -f~ QXXX2 -f- QX2X% = QX{)XX + Q'X1 X2 -f- Q*X2X:i ~-

= o"xl)xi -f- o"x}x2 + Q"X2X-Á = 0. 

P r i a m k a O zrejme vóbec nezávisí od vo lby p a r a m e t r o v Q, Q', o", ale iba od 
v o l b y súradníc x{), x1, x2, k t o r é sú zároveň jej p r i a m k o v ý m i s ú r a d n i c a m i ; 
p a r a m e t r e Q. o', o" udáva jú súradnice bodu 8 v rovině P2. 

Body roviny JfP? majú súradnice (xy{). x'y{). x"y{), xy'-\ x'y'-\ x"y*, xy(\ x'y*, 
n"iř)- Súradnice bodu 8 sú potom H°, y'*\ lý a nezávis ia od volby p a r a m e t r o v 
x, x', x". P a r a m e t r e x. x', x" sú p r i a m k o v ý m i s ú r a d n i c a m i p r i a m k y o. 

P o z n á m k a 3. PodTa p o z n á m k y 2 k ve te 4 kolineácia Jfft medzi r o v i n a m i r/\> 
])rirad'uje navzá jom tie kolineácie, k t o r é majú spolocný bod 8. N a o p a k , 
kol ineácia VS\ medzi r o v i n a m i VP2 p r i r a d u j e navzá jom tie kolineácie, k t o r é majú 
spolocnú p r i a m k u o. 

Uvažujme o zvazkoch kolineácií u rčených d v o m a s i n g u l á r n y m i kol ineáciami 
hodnos t i 1. 

a) Dve kolineácie 13£, 23£ jednej rov iny rP2. Spojnica 1X 2X celá leží 

v rovině rP2, a teda vše tky kolineácie zvazku sú s ingulárně hodnos t i 1. Majú 
spolocnú p r i a m k u o a ich b o d y 8 vyp ína jú j e d n u p r i a m k u . 

h) D v e kolineácie 1(2), 22) jednej r o v i n y yP2. Spojnica 1Y 2 Y celá leží v ro
vině VP.?, a teda vše tky kolineácie zvazku sú s ingulárně hodnos t i \. Majú 
spolocný bod 8 a ich p r i a m k y O t vor ia zvazok. 

c) Dve kolineácie ]3£, 2X z dvoch rovin lxP2, *XP2. Tu móžu n a s t a t d v a 

p ř í p a d y . Ak body 1X, 2X ležia v jednej rov ině VP2, d o s t á v á m e p ř í p a d b) . 
Ak body XX, 2X nelezla v jednej rov ině VP2. m ó ž e m e ich p o k l á d a t aj za d v a 
body dvoch róznych rovin 'VP2,

 lyP2. P o d l á dós ledku k ve te 5 celá spojnica 
lX 2X leží n a nadploche V) a obsahuje, o k r e m kolineácií 13£, 23£, s ingulárně 
kolineácie hodnos t i 2. P ř i t o m bod 8 t ý c h t o kolineácií je v priesecníku pria-
mok 'O, 2O kolineácií 1X, 2ÍK a p r i a m k a O v spojnici b o d o v 18, 28. 

K a ž d á z kolineácií zvazku induku je n a p r i a m k e O p ro jek t i v i tu. Vše tky tieto 
pro jekt iv i ty tvoria zvazok (pozři [1]), u rčený d v o m a s ingulárnymi projek t ivi-
tami (jedna m á s ingulárny bod 18, d r u h á 28). Sku točne, označme priesečníky 
p r i a m o k 'O. 2O s p r i a m k o u o p í s m e n a m i ]O, 2O. Kol ineácie zvazku l3c, 2?É 
])rirad'ujú bodu H) bod 28 a bodu 2O bod ^8. Zvo lme n a p r i a m k e O súradnicový 
sys tém tak. že body 1O, 2O majú súradnice (1,0). (0,1). B o d y l8, 28 nech majú 
súradnice {lsl9 ^2), (2s\, 2s2). Po tom rovnice pro jek t iv í t na ])riamke o u r č e n ý c h 
p á r m i H), 28; 2Ô  i# s u : 

QX[ = A-fs-^Xi -f- ?,2
1sAx2, ox'2i = k-^S^X-L -f- X2

lS2X2. 
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To sú však rovnice z vážku projektivít určeného singulárnymi projektivitami 

OX{ = ^ ^ x , QXo = ^ . X j a QX\ •— ^ ^ 2 . QXo — ^V.: • 

Z vety 7 a predchádzajúcich úvah vyplývá, že priestor lj~xP:, obsahuje 
tieto singulárně kolineácie: singulárně kolineácie hodnosti 2 s pevným sin-
gulárnym bodom 8 a singulárně kolineácie hodnosti 1 so singulárnymi priam-
kami prechádzajúcimi bodom 8 (roviny systému lj-2xS). 

Podobné priestor ly2yP5 obsahuje tieto singulárně kolineácie: singulárně 
kolineácie hodnosti 2 s pevnou priamkou o a singulárně kolineácie hodnosti 1 
so singulárnymi bodmi na priamke o (roviny systému ly2yH). 
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fyzikálny časopis V I , č. 2, SAV, 1956, 9 8 - 1 0 8 . 
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Н Е К О Т О Р Ы Е Л И Н Е Й Н Ы Е С И С Т Е М Ы 

СИ Н ГУЛ Я Р Н Ы X К О Л Л И Н Е А Ц И П 

В А Ц Л А В М Н Д К К 

Вы воды 

Автор забывается отображением коллипеации проективной плоскости Р2 на проек
тивное пространство Р 8 размерности 8. Сингулярные коллипеации отображены на 
гиперповерхность V*. Пучком коллипеации понимается система коллипеации опреде
ленных уравнением (5). Основное свойство отображения выражонно. 

Теоремой 3. Коллипеации # с матрицами (х-^) ранга 1 отображаются на многообра
зие х\т, порожденное двумя двухпараметричеекими системами плоскостей. 

Точки многообразия х\г являются двойными точками гиперповерхности VI Гипер
поверхность V* содержит пятиразмерные линейные подпространства. В втором и тре
тьем абзаце этой статьи исследованы различные типы сингулярных коллипеации и их 
отображения. 

E I N I G E L I N E A R E S Y S T E M E 
VON S I N G U L Ä R E N K O L L I N E A T I O N E N 

V A C L A V M E D E K 

Z u s a, m m e n f"a s s u n g 

Der Verfasser bildet die Ko l l iuea t ioueu der pro jek t iven Ebene P2 auf einen pr< jekliven 
R a u m F8 der Dimension 8 ab. Singulare Ko l l iuea t ioueu bilden sich dann auf eine Hyper
flache Vi* ab . U n t e r einem Büschel von Koll inea t ionen vers teh t man ein Syw em von 
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Kollineationen, welche durch die Gleichungen (5) bestimmt sind. Die Grundeigenschaft 
der Abbildung ist durch 

Satz 3. ausgedruckt: Kollineationen #, für welche Matrix (xij) den Rang xh = 1 hat, 
bilden sich auf eine Mannigfaltigkeit XV ab, welche durch zwei zweiparametrige Systeme 
vo)i Kbene)i erzeugt ist. 

Die Punkte der Mannigfaltigkeit XV sind Doppelpunkte der Hyperfläehe Vi. Auf der 
Hyper-iiäehe Vi gibt es funfdimensionale lineare Unterräume. Im zweiten und dritten 
Abschnitt sind verschiedene Arten von singulären Kollineationen und ihre Abbildung 
untersucht. 
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