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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 11, 1, 1961

O SUCTE DVOCH LINEARNYCH
PODPRIESTOROV

TATIANA MEDEKOVA, Bratislava

V n-rozmernom projektivnom priestore ¢ zavedieme s¢itanie dvoch bodov takto
(podrobnejsie pozri [1]): Zvolime s€itaciu nadrovinu w a pociatok s¢itania bod O ¢ w.
Za sucet dvoch bodov A, B, neleZiacich suc¢asne v nadrovine w, budeme povazovat
bod (A4 + B). ktory zostrojime ako priesecnik spojnic [AB]a [EA]. pricom body AaB
st prieseéniky spojnic [OA] a [OB] s nadrovinou w. Ak A = B, lezia body A a B
na priamke o, piechadzajucej bodom O. Potom ich sucet bude bod (4 + B), ktory
sa zostroji pomocou involicie na priamke o. ktorej samodruzny bod je bod Aa body
A, B st parom zodpovedajucich si bodov. Bod (4 + B) je bod zodpovedajici v in-
voltcii pociatku O. Ak zvolime suradnicovy systém tak, Ze nadrovina w ma rovnicu
x, = 0,bod O je jednotkovy a body 4 a Bmajusuradnice a; a b, (i = 1,2, ....n + 1),
potom suradnice ich suctu (4 + B) su

X = —a;by + ab, + ab;. (%)

Pod suc¢tom dvoch mnoZin bodov Wi, a Wi, budeme rozumiet mnoZinu suctov
vSetkych bodov mnoziny M, so vsetkymi bodmi mnoZiny Wi, (ak pre takéto dvojice
bodov je sucet definovany).

Pre jednoduchost vyjadrovania budeme body nadroviny o nazyvat nevlastnymi
bodmi; vSetky ostatné body budeme nazyvat vlastnymi.

V tejto praci sa budeme zaoberat stié¢tami bodov dvoch linearnych podpriestorov
priestoru ‘1.

Veta 1. Sucty viastného bodu A s bodmi X priestoru "\ vyplnia cely priestor 3.
Geometrickd pribuznost medzi bodmi X a ich suc¢tami (A + X) s bodom A ¢ w je eldcia,
kde samodruznou je scitacia nadrovina w a stredom eldcie je nevlastny bod A — prie-
secnik spojnice [OA] s nadrovinou w.

Do6kaz. Nech bod A ma suradnice a;(i == 1,2, ..., n + 1) a bod X suradnice x;.
Suradnice x; ich saétu (4 + X) podla («) su x; = x,(—a; + a;) + a,x;. Z tvaru
rovnic pre stradnicu bodu (4 + X) vyplyva, Ze medzi bodmi X a (4 + X) je ko-
linearny vztah. Determinant matice tejto kolineacie ma tvar
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a jeho hodnota je "' + 0, pretoze bod A neleZi v nadrovine w. Uvedena kolineacia
je preto regularna a nadrovina w je v tejto kolineacii samodruzna. Spojnica kazdého
bodu X s bodom (A + X) pretina nadrovinu w v prieseéniku A o suradniciach
0, —a, + a5, .... —a, + a,,,). Pretoze bod A je pevne zvoleny, stradnice bodu 4
st tieZ konstantné. ak X ¢ w. (Ak X € w, potom X = (4 + X)). Vypoctom zistime,
Ze bod /Tje priesecnik spojnice [OA] s nadrovinou w. KedZe spojnice vSetkych dvojic
bodov X, (4 + X) prechadzaju spoloénym bodom, ktory lezi v samodruznej nad-
rovine, je uvedena kolineacia elaciou.

Poznamka. Ak bod A je neviastny, sucty vSetkych vlastnych bodov X sa s nim
stotoZnia; v tomto pripade nema zmysel hovorit o suctoch bodu 4 s bodmi X € w.
Ak je bod A totozny so stredom scitania O, jeho sucet s lubovolnym bodom X je ten
sty bod (pozri [1], str. 131) a pribuznost je identita.

Dosledok. Suctom vlastného bodu 4 a linearncho podpriestoru U priestoru R
je linearny podpriestor (4 + ) tej istej dimenzie; pritom podpriestory Y a (4 + )
si odpovedaju v clacii, opisanej vo vete 1. Jednoducha konstrukcia linearneho pod-
priestoru (4 + ), pricom A ¢ w je tato: Staci najst sucet (4 + X) bodu A4 s jednym
vlastnym bodom X e 9. Spojenie bodu (A4 + X) s nevlastnymi bodmi linearneho
podpriestoru ¥ je uz podpriestor (4 + V).

Zaoberajme sa podrobnejsie sactom bodu a priamky. SCitavame vlastny bod A4
s priamkou p (obr. 1 pre n = 3), ktorej nevlastny bod ozna¢me P. Bod A je nevlastny
bod spojnice [0 A]. Ak na priamke p nelezi ani jeden z bodov A. O, A. sucet je priamka
(A + p), ktora prechadza bodom P. Priamky pa (4 + p) lezia s bodom A v spoloénej
roving, ktOl‘Cj priese¢nica p s nadrovinou u))e 5pom1cd [PA] Ak priamka p prechadza
bodom 4 (body A. O na nej nelezia), t.j. P = A (obr. 2 pre n = 3), vtedy priamka p
sa stotozni s priamkou (4 + p). Medzi bodmi X € p a suctami (4 + X)je parabolicka
projektivita so samodruznym bodom A. StotoZnenic priamky p a suftu (A4 + )
nastane aj v tom pripade, ak priamka p prechadza bodmi 4 a O. Vtedy prechadza
totiz aj bodom A. Specidlne ak 4 = O, vztah medzi bodmi X a (4 + X) je identita.
Ked na priamke p leZi bod 4 (body A a O nie st Jej bodmi), jej sucet s viastnym bo-
dom A4 je priamka (A + p), Stvrtd harmonicka k spojnici [OP] vzhladom na priamky
p= [PA] a p (obr. 3 pre n = 3). Totiz stcet bodu A so sebou je podla [I] bod S,
pre ktory plati (AA0S) = —1. Ak z bodov O, A, A patri priamke p len bod O
(obr. 4 pre n = 3), jej sicet (4 + p) s vlastnym bodom A je spojnica [PA].
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Veta 2. Nech neviastné body P a N priamok p a n sii od seba rézne. Potom sicty
kaZdcho bodu priamky p s priamikou n leZia v rovine a, ktord ide bodmi P a N. S¢itanim
dostaneme vsetk vilastné body roviny o a body P a N.

Obr. 1. Obr. 2. Obr. 3.

V dalSom kvéli jednoduchosti pod rovinou ¢ budeme mysliet vzdy rovinu, z ktorej
vvnechame nevlastné body, okrem dvoch bodov P a N.

Obr. 4.

Obr. 6.

Dokaz. a) Nech body 4, B, P a N neleZia na jednej priamke (obr. 5 pre n = 3).
Zvolme na priamke n dva rozne vlastné body 4 a B. Podla vety | stlet bodu A
a priamky p je priamka (4 + p), ktora prechadza bodom P a leZi v rovine «, uréenej
priamkou p a bodom A (nevlastnym bodom spojnice [0 A]). Sicet bodu B a priamky p
je priamka (B + p), rézna od priamky (A4 + p), pretoZe leZi v rovine f #+ «, ktora
prechadza priamkou p a bodom B, ktory podla predpokladu je od bodu A4 rozny.
Jednoduchym  vypoctom zistime, Ze sucet lubovolného bodu M = p,A + p,B
s priamkou p je priamka m = p (A + p) + p,(B + p). Z toho vyplyva, Ze vietky
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suéty bodov priamky n's priamkou p lezia v rovine o, ktora prechadza bodmi P a N.
Dalsie body jej priese¢nice s s nadrovinou w nemozno vzhladom na definiciu séitania
dostat ako suCty. Medzi bodovym radom na priamke n a zvizkom priamok m je
projektivita, pretoze bod M na priamke [4 B] a priamka m vo zvizku [(4 + p)(B + p)]
maji rovnaké projektivne suradnice.

b) Ak body 4, B, P a N st bodmi jednej priamky (N £ P, A % B), potom primka .
bod O a spojnica [f’lv] lezia v jednej rovine (obr. 6 pre n = 3). Zvolme si na priamke n

Obr. 7. Obr. 8.

dalsi bod C tak, aby lezal na spojnici [PO]. Su¢tova priamka (C + p) je totozna
s priamkou p. Stétom bodu 4 % C priamky p je priamka (4 + p) F p, lebo zodpoveda
priamke p v elacii o strede 4. Suctom priamok n a p je teda opit rovina o. ktora
v tomto Specidlnom pripade prechadza priamkou p.

¢) Ak nastane A = B, priamka n prechadza bodom O (obr. 7 pre n = 3). Sucet
[ubovolného vlastného bodu X e p s priamkou » je spojnica [XA] (pretoze saétom
bodov O a X je bod X). Z toho vyplyva, Ze sucty vetkych vlastnych bodov priamky p
s priamkou n tvoria zviizok priamok o strede v bode A (s vynimkou spojnice [AP)).
Sucéty bodov priamok p a n vyplnia opét rovinu g, prechadzajicu priamkou p.

Veta 3. Nech priamky p a n maji spolocny nevlastny bod P. Potom ich sictom
je priamka, prechddzajiica tymto bodom.

Dokaz. S¢itajme vlastny bod A priamky n s bodom X priamky p (obr. 8 pre
n = 3), ¢im dostaneme bod (4 + X). Ak sCitame bod A s celou priamkou p. sucet
je priamka (A4 + p), ktora prechadza bodom P a bodom (4 + X). Podobne sucet
bodu B £ A priamky n s priamkou p je priamka (B + p), prechadzajuca tiez bodmi P
a (B + X). Pretoze vSak stucet bodu X € p s priamkou » musi byt priamka. na ktorej
lezia aj sucty jej bodov 4 a B s bodom X, priamky (4 + p) a (B + p) splynu.

Poznamka: Ak rovina w je nevlastna rovina n-rozmerného euklidovského prie-
storu, zodpoveda s¢itanie dvoch bodov scitaniu dvoch vektorov so spolo¢nym pociat-
kom v bode O a koncovymi bodmi v bodoch A4, B. St¢tom je koncovy bod vektora
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ich suctu (jeho pociatok je opiit v bode O). Vo vete 2 a 3 ide potom o sucty dvoch
sastav terminokolinearnych vektorov. Vsetky sactové vektory su podla viet 2 a 3
terminokomplanarne (rovina, v ktorej lezia ich koncové body. je rovnobezna s priam-
kami, na ktorych leZia koncové body vektorov dvoch s¢itavanych sustav), okrem toho
pripadu, ak priamky, na ktorych lezia koncové body s¢itavanych terminokolinearnych
ststav, su rovnobezné. Vtedy aj suctové vektory st terminokolinearne.

Veta 4. Necli linedrny podpriestor M & w md dimenziu a, linedrny podpriestor
W & w dimenziu b a linedrny podpriestor C = A N~ B ~ w md dimenziu ¢. Potom siicet
podpriestorov W8 je podpriestor (A 4+ V) (s v¥nimkou vsetkych nevlastnych bodov,
ktoré nepatria do Ziadneho = podpriestorov 2 a W), ktory md dimenziu d = a + b —

— ¢ — 1.

Dokaz: Z predchadzajiaceho je zrejmé, Ze veta plati pre ¢ = b = I. Predpokla-
dajme, Ze plati aj pre dva podpriestory 9 a ¥ o dimenziach @ a b. Dokazeme, 7e plati
aj pre podpriestory Y (dimenzie @ + 1) a B, Prienik % = ¥ n o ma dimenziu a — |
a pricnik BV = W N o dimenziu b — |. Suctovy podpiiestor (W + V) ma podla
predpokladu dimenziu d = a + b — ¢ — | a pretoZze nelezi cely v nadrovine w
(obsahuje z nej stucty takych dvojic bodov A € Y a Be W, Ze vzdy jeden scitavany bod
je nevlastny), méa jeho prienik (A + V) s nadrovinou w dimenziu a + b — ¢ — 2.
Podpricstor (A + W) je zrejme spojenim podpriestorov W a V. PretoZe podpriestor
(Y + ) pozname, staci na urcenie podpriestoru (I + W) najst jeho jeden vlastny
bod ako sucet dvoch Tubovolnych bodov podpriestorov ¥ a 8. Vezmime jeden vlastny
bod 4 podpriestoru ¥ a jeden vlastny bod A’, ktory neprislucha podpriestoru Y.
Potom spojenim priamky m = [4A4'] a podpriestoru U vznikne podpriestor 9’ di-
menzic a + 1. Podpriestor V' moZzeme vytvorit aj ako suhrn podpriestorov “, ktoré
vznikn spojenim bodov X priamky m s podpriestorom . Suhrn podpriestorov
(B + ) je sactom podpriestorov W a A’. Vsetky tieto podpriestory dostaneme tak,
7¢ s¢itame vlastny bod B podpriestoru ¥ s priamkou m. Stctom je priamka (B + m).
Zjcdnotenim  priamky (8 + m) a podpriestoru (A + ¥) dostdvame podpriestor
(U + W) (s vynimkou nevlastnych bodov, neprislichajtcich ¥ a V). Tento ma
dimenziu @ + b — ¢, ak priamka (B + m) nema s podpriestorom (A 4+ V) nijaky
spolo¢ny bod, alebo dimenziu a + b + ¢ — |, ak priamka (B + m) a podpriestor
QU+ %) maju spolo¢ny bod. V prvom pripade musia mat podpriestory 3, V',
pricnik dimenzie ¢, v druhom pripade ma ich prienik dimenziu ¢ + 1.
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UBER DIE SUMME VON ZWE] LINEAREN UNTERRAUMEN
Tatiana Medekova
Zusammenfassung

In cinem projektiven n-dimensionalen Raume 1 ist mittels eincs Anfangspunktes O und ciner
Hypercbene o eine Addition der Punktepaare eingefithrt. Diese Addition ist einc Verallgemeinerung
der Vektoraddition im euklidischen Raume [1].

In dieser Arbeit untersucht man zuerst die Summe eines Punktes 4 und des Raumes ‘. Es zeigt
sich. dal} zwischen den Punkten des Raumes *}} und den Summen seciner Punkte mit dem Punkte -t
einc Homologie ist. Dann beschéftigt man sich mit der Summe zweier Geraden. Zuletzt beweist
dieser Satz: Wenn ein linearer Unterraum Y dic Dimension a, ein linearer Unterraum ¥ dic
Dimension b und cin linearer Unterraum ¢ - Y% M S M o die Dimension ¢ hat, dannist die Summe
der Unterrdume Y, ¥ ein Unterraum mit der Dimension a -+ b — ¢ l.

O CYMME ABYX JNMHEWUHBIX TTOANPOCTPAHCTB

TarbsHa MenexkoBa
Pesiome

B IpOEKTUBHOM A-MePHOM [IPOCTPAHCTBE *[ OnpesiesieHO NOCPEeACTBOM (PUKCHUPOBAHHONW TOUKI O
W [UOCPIIOCKOCTH ) CAOKCHUC TOYCK, KOTOPOE siBisieTCsi ODOOUICHUCM  CIIOXCHHS BCKTOPOB
B €BK.IM/IOBOM MPOCTpAHCTBe (cMm. [ 7).

B nacTosie CTaTbe NPEXkKAC BCErO PacCMATPUBACTCS CYyMMa OOHON TOuKH A 1 npocrpancTsa L.
[Toka3biBaeTCs, YTO MEX/Y TOYKAMM OPOCTPAHCTBA Y M MX CyMMaMu € To4HKOH 4 cyuiecTByeT
onpeesicHHast CBsI3b —— 0CO0Aasi TOMOJIOTHs. 3aTem M3ydacTCsl CymMMma IBYX npsiaibix. Hakowcu
AOKA3bIBACTCS CAEAytolas Teopema:

[MycTb JiHHEHHOE NOANMPOCTPAHCTBO Vi HMEET DPA3MEPHOCTb @, JIMHCHHOE MOANPOCTPAHCTBO 1
pa3sMCEpHOCTb b M JIMHEHHOE MOANPOCTpaHcTBO ( =V MW M ¢ paszmepHocTb ¢. TToTom cymara
MoanpoCcTpancTs M v N ABASICTCA NTOANPOCTPAHCTBOM pa3mepHocTH a *+ b — ¢ - - 1.
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