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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K A L N Y Č A S O P I S SAV, 11, i, 1961 

O SÚČTE D Y O C H L I N E Á R N Y C H 
PODPRIESTOROV 

T A T Í A N A M E D E KOVÁ, Bratislava 

V n-rozmernoím projektívnom priestore s4$ zavedieme sčítanie dvoch bodov takto 
(podrobnejšie pozři [1]): Zvolíme sčítaciu nadrovinu co a počiatok sčítania bod O ^ co. 
Za súčet dvoch bodov A, B, neležiacich súčasne v nadrovine OJ, budeme považovat' 
bod (A + B), ktorý zostrojíme ako priesečník spojnic [AB] a [BA], pričom body A a B 
sú priesečníky spojnic [OA] a [OB] s nadrovinou co. Ak A = B, ležia body A a B 
na priamke O, piechádzajúcej bodom O. Potom ich súčet bude bod (A + B), ktorý 
sa zostrojí pomocou involúcie na priamke O. ktorej samodružný bod je bod A a body 
A, B sú párom zodpovedajúcich si bodov. Bod (A + B) je bod zodpovedajúci v in-
volúcii počiatku O. Ak zvolíme súradnicový systém tak, že nadrovina co má rovnicu 
x! = 0, bod O je jednotkový a body A a B majú súradnice O, a b, (i = 1, 2, . . ., n + 1), 
potom súradnice ich súčtu (A + B) sú 

x- = —aíbí + aibí + axbt. (a) 

Pod súčtom dvoch množin bodov ÍT(j a s))l2 budeme rozumieť množinu súčtov 
vsetkých bodov množiny W, so všetkými bodmi množiny S3J(2 (ak pre takéto dvojice 
bodov je súčet definovaný). 

Pre jednoduchost' vyjadrovania budeme body nadroviny w nazývať nevlastnými 
bodmi; všetky ostatné body budeme nazývať vlastnými. 

V tejto práci sa budeme zaoberať súčtami bodov dvoch lineárnych podpriestorov 
priestoru s}>. 

Veta 1. Súčty vlastného bodu A s bodmi X priestoru % vyplnia celý priestor %. 
Geometrická příbuznost' medzi bodmi X a ich súčtami (A + X) s bodom A ^ co je elácia, 
kde samodružnou je sčítacia nadrovina co a stredom elácie je nevlastný bod A — prie­
sečník spojnice [OA] s nadrovinou co. 

D o k a z . Nech bod A má súradnice a^i = 1,2, . . ., n + 1) a bod X súradnice x,. 
Súradnice x- ich súčtu (A + X) podlá (a) sú xf = x1( — aí + at) + ^x ,- . Z tvaru 
rovnic pre súradnicu bodu (A + X) vyplývá, že medzi bodmi X a (A + X) je ko-
lineárny vztah. Determinant matice tejto kolineácie má tvar 



tfl, 0, 0, 0, ... 

a! + O2, *.. o. 0, . . . 

a{ + a3ћ 0, a-i 0, . . . 

0, o, a{. .. 

a jeho hodnota je O'J =t= 0, pretože bod A neleží v nadrovine to. Uvedená kolineácia 
je preto regulárna a nadrovina OJ je v tejto kohneácii samodružná. Spojnica každého 
bodu X s bodom (A + X) přetíná nadrovinu cv v priesečníku A o súradniciach 
(0, —O, + O2, . . ., —O, + O„+]). Pretože bod A je pevné zvolený, súradnice bodu A 
sú tiež konštantné, ak X$ w. (Ak J e co, potom X = (A + X)). Výpočtom zistíme, 
že bod A je priesečník spojnice [OA] s nadrovinou co. Keďže spojnice všetkých dvojíc 
bodov X, (A + X) prechádzajú spoločným bodom, ktorý leží v samodružnej nad­
rovine, je uvedená kolineácia eláciou. 

P o z n á m k a . Ak bod A je nevlastný, súčty všetkých vlastných bodov X sa s ním 
stotožnia; v tomto případe nemá zmysel hovoriť o súčtoch bodu A s bodmi XEOJ. 
Ak je bod A totožný so stredom sčítania O, jeho súčet s [libovolným bodom Xje ten 
stý bod (pozři [1], str. 131) a příbuznost' je identita. 

D o š l e d o k . Súčtom vlastného bodu A a lineárneho podpriestoru s?i priestoru s^ 
je lineárny podpriestor (A + sJl) tej istej dimenzie; přitom podpriestory s)i a (A + s.)l) 
si odpovedajú v elácii, opísanej vo vete 1. Jednoduchá konštrukcia lineárneho pod­
priestoru (A + ^l), pričom \H ̂  co je táto: Stačí nájsť súčet (A + X) bodu A s jedným 
vlastným bodom l e i Spojenie bodu (A + X) s nevlastnými bodmi lineárneho 
podpriestoru s){ je už podpriestor (A + S.H). 

Zaoberajme sa podrobnejšie súčtom bodu a priamky. Sčítavame vlastný bod A 
s priamkou p (obr. 1 pre n = 3), ktorej nevlastný bod označme P. Bod A je nevlastný 
bod spojnice [OA]. Ak na priamke/; neleží ani jeden z bodov A, O, A. súčet je priamka 
(A + O), ktorá prechádza bodom P. Priamky p a (A + p) ležia s bodom A v spoločnej 
rovině, ktorej priesečnica p s nadrovinou co je spojnica [PA]. Ak priamka p prechádza 
bodom A (body A, O na nej neležia), t. j . P = A (obr. 2 pre n = 3), vtedy priamka p 
sa stotožní s priamkou (A + /?). Medzi bodmi X e p a súčtami (A + X) je parabolická 
projektivita so samodružným bodom A. Stotožnenie priamky p a súčtu (A + /?) 
nastane aj v tom případe, ak priamka /; prechádza bodmi A a O. Vtedy prechádza 
totiž aj bodom A. Speciálně ak A = O, vzťah medzi bodmi X a (A + X) je identita. 
Keď na priamke p leži bod A (body A a O nie sú jej bodmi), jej súčet s vlastným bo­
dom A je priamka (A + p), štvrtá harmonická k spojnici [OP] vzhiadom na priamky 
p = [PA] a p (obr. 3 pre n = 3). Totiž súčet bodu A so sebou je podfa [1] bod S, 
pre ktorý platí (AAOS) = — 1. Ak z bodov O, A, A patří priamke p len bod O 
(obr. 4 pre n = 3), jej súčet (A + p) s vlastným bodom A je spojnica [PA]. 

58 



Veta 2. Nech nevlastně body P a N priamok p a n sú od seba rózne. Potom súčty 
každého bodu priamky p s priamkou n ležia v rovině o, ktorá ide bodmi P a N. Sčítáním 
dostaneme všetky vlastně body roviny o a body P a N. 

Obr. 1. Obr. 2. Obr. 3. 

V dalšom kvóli jednoduchosti pod rovinou o budeme myslieť vždy rovinu, z ktorej 
vynecháme nevlastně body, okrem dvoch bodov P a N. 

Ohr. 4. Obr. 6. 

Dókaz. a) Mech body A, B, P a Ň neležia na jednej priamke (obr. 5 pre n = 3). 
Zvolme na priamke n dva rózne vlastné body A a B. Podía vety 1 súčet bodu A 
a priamky p je priamka (A + D), ktorá prechádza bodom P a leží v rovině a, určenej 
priamkou p a bodom A (nevlastným bodom spojnice [OA]). Súčet bodu B a priamky p 
je priamka (B + /;), rózna od priamky (A + O), pretože leží v rovině /? + a, ktorá 
prechádza priamkou p a bodom B, ktorý podlá předpokladu je od bodu A rózny. 
Jednoduchým výpočtom zistíme, že súčet íubovofného bodu M = pxA + p2B 
s priamkou p je priamka m = px(Á + p) + p 2(B + p). Z toho vyplývá, že všetky 
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súčty bodov priamky n s priamkou /; ležia v rovině G, ktorá prechádza bodmi Pa N. 
Ďalšie body jej priesečnice s s nadrovinou co nemožno vzhíadom na definíciu sčítania 
dostať ako súčty. Medzi bodovým radom na priamke n a. zvázkom priamok m je 
projektivita, pretože bod M na priamke [AB] a priamka m vo zvázku [(A + p)(B + p)] 
majú rovnaké projektivně súradnice. 

b) Ak body A, B, P a N sú bodmi jednej priamky (N ^ P, A =£ B), potom přímka n, 
bod O a spojnica [PN] ležia v jednej rovině (obr. 6 pre n = 3). Zvolme si na priamke n 

Obr. 7. Obr. 8. 

další bod C tak, aby ležal na spojnici [PO]. Súčtová priamka (C + p) je totožná 
s priamkoup. Súčtom bodu A ^ Cpriamkypje priamka (A + p) -£ P, lebo zodpovedá 
priamke p v elácii o střede A. Súčtom priamok nap je teda opáť rovina O, ktorá 
v tomto špeciálnom případe prechádza priamkou /;. 

c) Ak nastane A = B, priamka n prechádza bodom O (obr. 7 pre n = 3). Súčet 
Tubovolného vlastného bodu Xep s priamkou n je spojnica [XA] (pretože súčtom 
bodov O a Xje bod X). Z toho vyplývá, že súčty všetkých vlastných bodov priamky p 
s priamkou n tvoria zvázok priamok o střede v bode A (s výnimkou spojnice [/IP]). 
Súčty bodov priamok pan vyplnia opáť rovinu cr, prechádzajúcu priamkou p. 

Veta 3. Nech priamky pan majú spoločný nevlastný hod P. Potom ich súčtom 
je priamka, prechádzajúca tým to bodom. 

Do kaz. Sčítajme vlastný bod A priamky n s bodom X priamky p (obr. 8 pre 
n = 3), čím dostaneme bod (A + X). Ak sčítáme bod A s celou priamkou /;, súčet 
je priamka (A + p), ktorá prechádza bodom P a bodom (A + X). Podobné súčet 
bodu B =£ A priamky n s priamkou p je priamka (B + p), prechádzajúca tiež bodmi P 
a (B + X). Pretože však súčet bodu Xep s priamkou n musí byť priamka. na ktorej 
ležia aj súčty jej bodov A a B s bodom X, priamky (A + /;) a (B + p) splynu. 

P o z n á m k a : Ak rovina OJ je nevlastná rovina n-rozmerného euklidovského prie-
storu, zodpovedá sčítanie dvoch bodov sčítaniu dvoch vektorov so spoločným počiat-
kom v bode O a. koncovými bodmi v bodoch A, B. Súčtom je koncový bod vektora 
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ich súčtu (jeho počiatok je opáť v bode O). Vo vete 2 a 3 ide potom o súčty dvoch 
sústav terminokolineárnych vektorov. Všetky súčtové vektory sú podía viet 2 a 3 
terminokomplanárne (rovina, v ktorej ležia ich koncové body. je rovnoběžná s priam-
kami, na ktorých ležia koncové body vektorov dvoch sčítavaných sústav), okrem toho 
případu, ak priamky, na ktorých ležia koncové body sčítavaných terminokolineárnych 
sústav, sú rovnoběžné. Vtedy aj súčtové vektory sú terminokolineárne. 

Veta 4. Necli lineárny podpriestor s){ 4= to má dimenziu a, lineárny podpriestor 
s^ 4= co dimenziu b a lineárny podpriestor ii = s)l n s-̂  n tD má dimenziu c. Potom síičet 
podpriestorov x)í. s^ je podpriestor (X}( + s-!3) (s výnimkou všetkych nevlastných bodov, 
ktoré ncpatria do ziadneho z podpriestorov "•)[ a t^), ktorý má dimenziu d = a + b — 
- c - 1. 

D o k a z : Z predchádzajúceho je zřejmé, že veta platí pre a = b = 1. Predpokla-

dajme, že platí aj pre dva podpriestory SJ( a s-!o o dimenziach a a b . Dokážeme, že platí 

aj pre podpriestory W (dimenzie a + 1) a s-!:\ Prienik S.H = sjl n co má dimenziu a — 1 

a prienik s-!3 = ^ n co dimenziu b — 1. Súčtový podpriestor (s){ + s 3̂) má podlá 

předpokladu dimenziu d = a + b — c — 1 a pretože neleží celý v nadrovine co 

(obsahuje z nej súčty takých dvojíc bodov A e VJ( a B e i \ že vždy jeden sčítavaný bod 

je nevlastný), má jeho prienik (s<?( + s^) s nadrovinou OJ dimenziu a + b — c — 2. 

Podpriestor (X1! + s-!3) je zrejme spojením podpriestorov 'iH a X>;. Pretože podpriestor 

(XH + s+) poznáme, stačí na určenie podpriestoru (x>( + s-!3) nájsť jeho jeden vlastný 

bod ako súčet dvoch lubovoíných bodov podpriestorov XH a s-!j\ Vezmime jeden vlastný 

bod A podpriestoru S,M a jeden vlastný bod A\ ktorý neprislúcha podpriestoru S)L 

Potom spojením priamky m = [AA'] a podpriestoru "){ vznikne podpriestor XH' di­

menzie a + 1. Podpriestor W móžeme vytvořit" aj ako súhrn podpriestorov "vx}(, ktoré 

vzniknu spojením bodov X priamky m s podpriestorom sj(. Súhrn podpriestorov 

( ^ + V\H) je súčtom podpriestorov s^ a W. Všetky tieto podpriestory dostaneme tak, 

že sčítáme vlastný bod B podpriestoru ^ s priamkou m. Súčtom je priamka (B + m). 

Zjednotením priamky (B + m) a podpriestoru (xM + s-!3) dostáváme podpriestor 

(sJť + SIM (s výnimkou nevlastných bodov, neprislúchajúcich s)( a sl>). Tento má 

dimenziu a + b — c\ ak priamka (B + m) nemá s podpriestorom (j}[ + s^) nijaký 

spoločný bod, alebo dimenziu a + b + c — 1, ak priamka (B + m) a podpriestor 

(xM + \>) majú spoločný bod. V prvom případe musia mať podpriestory SJ\, X>(\ 
prienik dimenzie c\ v druhom případe má ich prienik dimenziu c + 1. 
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и В Е К О 1 Е З Ц М М Е V О N 2\УЕ1 Ь Ж Е А К Е Ы и К Т Е ! Ч К А Ь ' М Е ^ ' 

ТаПапа Мео'екоуа 

2 и § а т т е п Г а 8 8 и п & 

1п с т е т рго]ек1;^еп //-оЧтепзюпа^п К а и т е ^ 181 тИилх ете8 АпГап^рипМен О и\мА е1пег 
НурегсЬепе о е т е Ас1с1кюп с1ег Рипк1ерааге ет^еГШчП. 0:е8С Ао'о'Цюп 181 е т е УегаП^ететегипц 
с1ег Уект.огасЫШоп 1т еикНаЧзспеп К а и т е [I]. 

1п сйе8ег АгЪек ипгег8исп1 т а п гиегзг. иЧе 8 и т т е ете8 Рипкгез А ипо1 с!е8 Раите8 ч1г. Е8 /ечЧи 
51сЬ, с!аВ гмзспеп с1еп Рипк1еп оез Яаите8 ц|> ипс! о!еп 8 и т т е п 8етег Рипкге т и о!ет Рипкге А 

е т е Н о т о . о ^ е 1§1. Оапп ЪезсЬаггл г̂. т а п 81сп тИ с!ег 8 и т т е 2\уе1ег Сегаскп. 2и1е1г1 Ье\леь> 
оЧезег 8а1г: \Уепп е т Нпеагег Шгеггаит ЧЛ сИе О т л е т ю п а, е\п Ппеагег Шгеггаит ч-о иле 
От.еп8Юп Ь ипс! е т Нпеагег ип1еггаит (̂ : ЧЛ П ЧЯ п (о сИе 01теп8юп с па1, <лапп 181 ш'е З и т т с 
с1ег ^Неггаите ?(, ?л е т ^ П е г г а и т тН с!ег Оппеп8юп а -1- Ь — с — 1. 

О С У М М Е Д В У Х Л И Н Е Й Н Ы Х П О Д П Р О С Т Р А Н С Т В 

Татьяна М е д е к о в а 

Р е з ю м е 

В проективном л-мерном пространстве ^ определено посредством фиксированной точки О 
и гиперплоскости о сложение точек, которое является обобщением сложения векторов 
в евклидовом пространстве (см. [1]). 

В настоящей статье прежде всего рассматривается сумма одной точки А и пространства ч |'. 
Показывается, что между точками пространства ^ и их суммами с точкой А существует 
определенная связь — особая гомология. Затем изучается сумма двух прямых. Наконец 
доказывается следующая теорема: 

Пусть линейное подпространство 'Л имеет размерность а, линейное подпространство чо 
размерность Ь и линейное подпространство о" = ЧЛ п ^ г. о размерность с. Потом сумма 
подпространств ?! и чо является подпространством размерности а -\ Ь — с 1. 
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