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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. 11, 1, 1961

POZNAMKA O i-ROZMERNEJ MIERE V E,

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

V poznamke je podany clementarny dokaz tvrdenia, Ze k-rozmerna Hausdortfova
miera k-rozmernej plochy sa rovna jej plosnému obsahu.

V celom ¢lanku E, znamena n-rozmerny euklidovsky priestor, d(A) priemer mno-
ziny A. L, k-rozmernt vonkajsiu Lebesgueovu mieru.

Najprv zavedieme definicie dvoch dolezitych pojmov. ktoré budeme pouzivat.

Definicia 1. Nech B < E,. Ozna¢me

2

my(p, B) = inf Y 5(4,)

i=1

kde infimum je utvorené cez vSetky postupnosti {4}/ n-rozmernvch gul také, ze

e el

(A) < poprei=1,23,...a uA;, > B Polozme

m(B) = V, sup m,(p, B),
p>0

kde V, je obsah k-rozmernej gule priemeru 1. Cislo m,(B) nazveme k-rozmernou
mierou mnoZiny B.

Definicia 2. MnoZinu B < E, nazveme k-rozmernou plochou, ak existuje zobra-
zenie ¢ tychto vlastnosti: ¢ je prosté zobrazenie definované v okoli G borelovskej
mnoziny Z < E, do E, také, Ze ma na G spojité prvé parcialne derivacie, prislusna
funkcionalna matica ma hodnost k a B = ¢(Z). Cislo

= D(¢j,- - 0;) T\
PB) - J(i: <;<./,\|: D(uy, ... ;) J > ALy

nazveme k-rozmernym ploSnym obsahom B.

Mnozinova ftunkcia i1, definovana na vsetkych podmnozinach E, je vlastne von-
kajSia miera, ktora indukuje na m,-merateInych mnoZinach isti mieru, ktort budeme
znaCit tym istym znakom. Pokial vSak vyslovne nepovieme, Ze ide o mieru, budeme
pod my rozumief vonkajSiu mieru.

Cislo p(B), ktoré je definované pomocou zobrazenia ¢, nezavisi od volby zobra-
zenia ¢, €o vyplyva napr. z vety uvedenej v tomto ¢lanku.
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Tvrdenie nasledujuce) vety je zname.* Tu uvedeny dokaz je vsak elementarny,
vyuZivajlci jednoduché a zname vlastnosti uvazovanych pojmov.

Veta. Nech B < E, je k-rozmernd plocha, B = ¢(Z), Z otvorend mnoZina. Potom
m(B) = py(B). (1)

Dokaz. 1. Nech B je k-rozmerny simplex. Potom existuje takd k-rozmernd nad-
rovina, 7¢ B je jej Castou. V tejto nadrovine vsak plati ([1] 163)

m(B) = L(B) a  L(B) = p(B). )

Teda vztah (1) je splneny pre vietky k-rozmerné simplexy. Dalej nech B je k-rozmerna
simplexova sict, t. j. konec¢ny systém k-rozmernych simplexov, ktoré sa budto ne-
pretinaju, alebo sa pretinaja v simplexoch nanajvy§ (k — 1)-ho radu. Oznaéme
B = U B. Definujme p(8) = Z pi(b). Z L,-meratelnosti k-rozmernych simplexov

hel
a z prvej formule v (2) vyplyva ich m-meratelnost. PretoZze (kK — 1)-rozmern& miera
(k — D)y-rozmerného simplexu je konecna. k-rozmerna micra (kX — I)-rozmerného

simplexu je 0 (pozri [2] 141). Z aditivnosti m, na m,-meratelnych mnozinach. z po-
sledne povedaného a z platnosti (1) pre k-rozmerné simplexy vyplyva platnost
vztahu (1) pre sucet Tubovolnej simplexovej siete.

2. Nech B = ¢(Z) je k-rozmerna plocha, Z stcet koneéného poctu kompaktnych
intervalov. Nech Z je simplexova siet, u Z = Z. Ku kazdej simplexovej sieti de-

k+1

finujeme bodové zobrazenie ¥ na Z takto: nech rezeZ, t= ) t;x;.1, =0,
h+1 k+1 i=1
Y t; = 1. x; st vrcholy simplexu z.** Potom y(f) = Y tip(x)).
i-1 (|

Nech {Z:,}" Je postupnost simplexovych sieti, U Z, = Z. Funkciu ¥ prislucha-
jucu sieti Z; oznatme ;. Polozme M; = y(Z,), M; = y(Z). Zostrojme {Z;};/~y,
resp. {M;}" | tak, aby platili tieto podmienky:

lim max d(z) = 0, (3)
iron zeZ;
pre 1eZ je lim (Y1) — @(1) = 0, (4)
_]im Pk(Mi) = Pk(B,)~*** ®)
i
* Pozri napr. |4] odst. 3. Prec n 2, k lapren 3 ak - 2 podal jednoduchy dokaz uz

Hausdorft ([1] 164—165).
** Uvedomme si, Ze takéto vyjadrenic je jednoznaéné.

*** KonStrukcia takejto postupnosti je uvedena napr. v [3].
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Nech su teraz p > 0, ¢ > 0 fubovoliné Cisla. Z viastnosid infima vvplyva existencia

spocetného systému a-rozimerayeh gal (8.1 te] viestaosti, 7e
J t= [ AR

IR By < Langdp. B+ 0 (6)

Z konstrukcice zobrazenia W, i 7 {30 Taliko vypivva, 7 im (1) = (1) na 7 rovno-

/
merne. Existuje teda taks prirodzend ¢islo 70 Je pre vsetiy 1> 0y e

’

M, LB, (7)
P
Zo (6) a {7) vyplyva, 7c
bendp. M) < bmipo )+ ()
Prechodom k suprému dostanenic
mM) S e (B) 4+ e 9)
Podla prvej casu dokazu plati
(M) = pM (10)
Podla (9) a (10) je
PdM) = m(B3) + e (rn

pre vsetky 7 > i,;. Odtial vyplyva, 7¢

lim p(M;) = m{B). (12)

Spojenim (12) a (5) dostaneme
pdB) = ni(B). (13)

3. Ostanme pri oznaceni definovanom na zaciatku druhej Casti dokazu. Nech
¢ > 0 je Tubovolné Cislo. Z (3) vyplyva existencia takého prirodzeného ¢isla i,. 7¢
pre vietky /i > i, je

!,’),\(M,-) - /7,‘(i)‘)i < & (14

Z rovnosti (4). ktord ako sme uz spomenuli, plati rovhomerne na Z. a z trojuhol-
nikovej nerovnosti Tahko vyplyva, 7e

Lot h (")) — ol 7). it )| < e (15)

pre vietky 1, (7 e - vietky T o Z. i > iy, iy dostatocne velké, kde 2y, ») znamend

vzdialenost dvoch bodov v E,. Nech i e M, jc Tubovolny simplex, / pevné, i > i, =

= max (/,, iy). Uzavrime teraz m do spocetného systému k-rozmernyeh gul (v rovine

simplexu) {4,

7

1 oso ostredmi x; a priemermi o(A;) = r; < p. ktorych A-rozmerné
objemy splnuju podmicnku

’

YopdA) = VY e < i o (16)
i< i
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kde p je vopred dané kladné c&islo. Pretoze m je kompaktnad mnoZina, existuje
koneeny systém gal z {A4;};Z,, oznatme ho {Ai}ix taky, Ze {A}i = {A;}72)
a U A, o m. Pritom

i€t

PACRES WX (17)
Utvorme teraz systém n-rozmernych gl {B;]icx S0 stredmi v y; = () (.\'i)) a prie-
mermi &(B,) = r; + 2¢. Podla (15) pokryva !B}, mnozinu b = (™ (m)). Teda
podla (16) a (17) plati

Vidp + 26, ) <V, Y o(B) = Z D+ 26) =
=V, Yt + F(ri, €) < pdm) + & + F(p, ¢). (18)

iea

kde F(p, ¢) je polynom dvoch premennych p,ea  him  F(p,¢) = 0. Z (18) vyplyva

(p.e)-»(0.0)
Viny(p + 2&, B) < pd{M;) + ¢ + F(p. ¢). (19)
Zo (14) a (19) vyplyva

Vim(p + 2¢, B) < pi(B) + 2¢ + F(p, ¢). (20)
Limitnym prechodom pri p - 0, ¢ » 0 v (20) dostavame
m(B) £ p(B). (21)

Z (21) a (13) vyplyva (1) pre vSetky k-rozmerné plochy B = ¢(Z), kde Z je stictom
kone¢ného poctu kompaktnych intervalov.

4. Nech je teraz Z < E, Tubovolna otvorena mnozina, B = ¢(Z) k-rozmerna
plocha. Potom je Z sGétom neklesajicej postupnosti suctov kompaktnych inter-

valov {Z;}/~,. PretoZe potom tieZ {¢(Z;)}/-1 je neklesajica ¢(Z) = u qo(Z) plati

np(Z) = lim m(@(Z)) = 11m p(@(Z,)) = pk((/)(Z)),

i>o

¢im je naSa veta dokazana.
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3JAMETKA O k-MEPHOWN MEPE B E,
benocinas Pueuau

Pe3iome

B aT10oi cTaThe Aaercs eMEHTapHOe 10KA3aTENbCTBO CACAYIOLIEH U3BECTHOM TEOPEMDbI: A-MCpPHAR
Mepa Xaycnopda k-MepHO MOBEPXHOCTH B #-MEPHOM DBKJIMIAOBOM NMPOCTPAHCTBE PABHA €€ [1J10-
1AM,

A NOTE ON THE A-DIMENSIONAL MEASURE IN E,
Beloslav Riecai

Summary

In this paper is given an elementary proof of the following known theorem: The k-dimensional
Hausdorff measure of k-dimensional surface in n-dimensional Euclidean space is equal to this area.
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