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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, VI, 3 — 1956 

COMPTOINOV JAV V M - H L A D I K E 
V O D Í K O V É H O A T O M U 

J Á N V I S 0 H K k. JÁN W K I S S 
Katedra fyziky Přírodovědecko] fakulty UK v Bratislavě 

P o d r o b n é teorie tzv . neperiodických a t o m á r n í c h dejov. ku ivtoiýrn okrem 
Comptonovl io j a v u p a t ř í n a p r . fotoefeJd a zrazy, vznikli až po oiYiavo.u k\an-
tove j m e c h a n i k y . P r v é hrudu' výsledky v teorii ComptonovJío ja\'u na voinom 
e lektrone dosialdi sa. p r a v d a , už m e t o d a m i kJasickej fyziky na podklade fo tr
nové j teorie žiarenia. 

Kvantovo-mecJianiclvYi t((Vria Uon.ptonovho javu mi riarjmoin e íektróuo 
(vo v o d í k o v o m a t o m e ) , najma, odvodouie rozdeFovacej funkcie \)\{' s m e r o w 
rozdelenio Vomptonovýcíí (odrazových) olektrónov, p o e h a d z a od (•{. YVoetzIa | i ] 

a o])iera sa. o Diracovu kvantovo-meohaniclvú toóriu žiarenia.. 
V (Taišom n a d v i a ž e m e na, práce O. Wenizia, resp. jednoho z O.U.OLOV i- . 
§ I. Pod Fa Diraea |I>] u/ .dvárarne e lektromagneí ieké pole na<ej iontu:-

no voj viny do veíkej kočky objemu (•' /3. Potom lnula /.lůžky v l n o v c l o 

veJdora s to ja tých vín /',. j j k I -~,-l . .kvantované'*, í. j . Imdú i vorit pos tup 

nosf diskréfnych h o d n o t : 

Troj ica Iiodnót ^ , 6\,. :v.? vsak cšte neurčuje poJarizáciu v íny. Proto na tria ku 
každe j troj ici čísel Sj, ,s\2. s3 (lve na seba Jvolmé. ale ináé nezávisíc zložJvy eiekt ro 
n i agi i e t i ckýcl i kmi to v. 

N a základe formálně j anaiógie výrazov pre energiu žiarivélio po Fa a sys tému 
l iarmonických osci látorov možno p ó d i a Diraea e lek t romagnet ické pole na 
h r a d i t sús tavou h a r m o n i c k ý c h (nespriahnutýcJi) oscilátorov . vymioiiajúcieii 
si energiu s k o r p u s k u l á r n o u sús tavou a t o m u . Počet osci látorov je d a n ý poctom 

—> 
s t o j a t ý c h vln dut inovél io žiarenia. IcJi (kruliová) frekvencia je c)v —• o(/,) 
a energia řs. — Ns . hcos . Ns. - 0, 1,2,... sú k v a n t o v é čísla ])oFa. Ú h r n n á 
energia p ó l a je 2L.N* . %o\. Pre osci látory p la t í z n á m e výborové* prav id lo : JN , . 

=--= ± 1 a zJN, = 0 pre v šotky s f̂  r. 
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§ 2. V práci použi jeme t ie to symboly (sú u s p o r i a d a n é v abecodnom po-
r i a d k u ) : 

aah (fyj v c ' a s e p o m a l y ])remenné p r a v d ě p o d o b n o s t n ě ampli
t u d y d i s k r e t n e h o s tavu, resp . s tavu so spojitou (klad
nou) energiou e lektronu 

\ - — p r e v r á t e n á h o d n o t a Bohrovho ])rvého vodíkového 

p o l o m e m 

c rýchlosť světla 

e náboj e lektronu 

* i r c/o j e d n o t k o v ý vektor vo směre e lektr ického vektora 
p n m á r n e j , resp. rozptýlenej v lny 

/ i t i / i .//( e lement ])oruchovej ma t ice [bez kons t . faktora, ďAi-
n o v a n ý rov. (~>. 4) j 

»'/>(X. . X_.. . . .) v lnová funkeia s y s t é m u ..oseilátorov'' ' reprezentu j ú-
eich e lek t romagne t i cké ])o!e 

-V.,Ařo, , . , . , 
(/ hustota, energie p r i m a r n e j vlny 

F( I : ''//.,; ' 2iv) g a m a funkeia kompíexne j p r e m e n n e j 

//' o p e r á t o r in lerakénej energie póla a e lekt ronu 

hir /•., v ínový vektor p r h n á r n e j a rozptýlenej v lny AI: 

= l, - K 
x spoj i ly p a r a meter energie \\ y ~- _ — 

ry 

x, = -\ v - (v. ],ráce [2]) 
271 u 

VÍ h m o t a e lektronu 

w spoji tý k v a n t o v ý p a r a m e t e r v parabol ických sú rad

nici ach 

//(, magnet ické k v a n t o v é éíslo e lektronu 

v ^ (z prače \2]) 

h\, //. ' n.y ! //0 -\- 1 h lavné k v a n t o v é číslo 

)ii,7L, parabol ické k v a n t o v é čísla 

Xs k v a n t o v é číslo e l e k t r o m a g n e t i c k é h o p ó l a 
Xiti lniio normovac ia k o n s t a n t a vlnovej funkcie d i s k r e t n e h o 

s tavu vodíkového a t o m u v ])arabolických súradni-
ciaeh 
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-v-,*,. = 
2(Zл)2l^ol+з /l̂  / ?І2 ! 

(zx)3 

^ ) / ř ľ p r e ^ 
A\ 

r^nlnjnj 
])ГЄ /«,, = 0 

N ú h r n n á p r a v d ě p o d o b n o s t C o m p t o n o v h o javu (5. i ) , 
(5,2) 

o>ri. o)7.2 k r u h o v á frekvencia p r i m á r n e j a rozptý lené] róntge-
íun ej v iny 

Ao> = ~(W>:- WJ- (ojri- o j 
Һ 

\Ak 
p — ~T~- (z p ráce [2]; t a m označené o) 

4-x0 

TWnt 
lPnl = utlle charakter i s t ická funkcia vodíkového a t o m u v dis-

k r é t n o m s t a c i o n á r n o m stave 

irWj 
lJJ

yl = uy/e charakter i s t ická funkcia, vodíkovél io a t o m u v s tave 
so spoji tou (kladnou) energiou e lek tronu 

^nvi.no Y b i o v á funkcia C o m p t o n o v h o e lektronu v parabolic
kých, súradniciach 

r polohový vektor e lektronu 
r, ir, (p sférické súradnice s poiárnoii osou vo směre vektora 

Ak K? - kri 

Q p o m o c n á ve l ičina bez fyzikálneho v ý z n a m u ; jej hod 
1 

nota, je o -- - -

s, t p o m o c n é veličiny pre definiciu L a g u e r r o v ý c h póly 
n ó m o v : 

г/,í+ B l(f)-(-i) 
()џ0 + nг I џioe ^-l \ 

°' löiïoTn; \ [ i _ ty^f 

w„ 

a analogický výraz so „ s " p re L^°o + Ho(^) 

t čas (sec) 
UHll >u e lement poruchoví j ma t ice (4,5) 

—> 
v rychlost C o m p t o n o v h o e lekt ronu 

V _ l3 objem ohraničeného e lek t romagnet ického p ó l a r ó n t g e 
no voj v lny 

I--—I energia e lek t ronu v M-hladine 
2m \ 3 
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%2K2 

Wy = —-- energia elektronu v spojitom spektre 

;, - 2J[J- + i (<? + r~t)] <zPráce f2]) 

-- ^ - Í H - - (e + jzr~sJ (z P r á c o I.2]) 

£, 97, 9? parabolické súradnice 

1 .. — 
J: =-- -77- (f —• //); y = | f/7 cos qo\ z =- | £?/ sin o\ 

§ 3. louděme skiimať sústavu pozostávajúcu z popísaného elektromagne
tického ])oía a jednoho atomu s jedným elektrónom v róznych stavoch ilf-hla
diny. Budeme dalej předpokládat: 

a) že energia na atom dopadajiiceho fotóiui ho> je malá oproti relativisticko i 
energii oleki rónu: 

ho < mc2, (mc2 = 0.51 IVleV). 

t. j . vlnová dlžka dopadajúceho žiarenia je velká oproti Comptonovej vlnové j 

dížke J k - 0.024 Á: 
mc 

b) kinetická energia Comptonovýeh (odrazových) elektrónov jevďká oproti 
ich vazbo voj energii v atome 

I W = ^ = 1,5 eV. re*,.. ^-Z* = lfiZ* e v ) . 

Energia nasej z ložené j sústavy skládá sa z energie atomárneho elektronu 
nerušeného elektromagnetickým polom Ha, z energie elektromagnetického 
póla Hp a z interakčněj energie póla s atómom Hi: 

H = Ha + Hp + H\ 

Interakcím energiu Hl považujeme za poruchu. 
Charakteristická funkciu nerušené j zloženej sústavy píšeme ako súčm cha

rakteristicko j funkcie sústavy oscilátorov reprezentujúcich elektromagnetické 
pole a charakteristickéj funkcie vodíkového atomu 

nwj 

xVnl = unle pre diskrétně stavy elektronu, 

lPyl — u.Ale pre spojité spektrum. 

Přitom spojitý parameter energie x súvisí s energiou elektronu podlá vzťahu 
2mW 

x - = - T i - « - . (3.2) 
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Charakter i s t ické funkcie vodíkového a t o m u HJ
nl. HJ

yl splňuj ú Kchrodingerovu 
rovnicu v t o m t o t v a r e : 

óx\f ^ 
- i h — - H*W. (\\;M 

01 

Charakter i s t ickú funkciu sys tému osci látorov označíme (P{NA, No. . . . ) . 
Vlnovú funkciu a t o m á r n e h o e lekt ronu v e l e k t r o m a g n e t i e k o m ])oli rontge-

novej v lny (rušená sús tava) HJ h í a d á m e p o d l á Diraca v podobo rozvoja ])odÍ'a 
eharakter i s t ickvch funkcií sús tavv nerušenej 

l ^ p )'. Vy -.-. V y V „ ^ v . . N., . . .) nJ^N,, N )e 
T T N,?.\o,... 

• ' " ' - • : v . N > , . W 

+ Í ( ^ V V f f . - (A ' , .N ) « , 0 ( . V , . . V 2 . . . j c l " - ; . CJ.1) 
/ N1? No,... 

Podlá Diracovej poruchovéj teorie d o s t a n e m e pro rozvojové koeficienty 'ini. 
resp. ayl (v čase p o m a l y sa meniaee p r a v d ě p o d o b n o s t n ě a m p l i t u d y ) z n á m ý m 
spósobom diferenciálně rovnice 

i) 

<k .j-<t;,<x)f{^i ? ^V • • •) 

__ V V •'••„rí.v;. л v , ! . . . ) Г и r , , ( l г ! » ( N , . N : л\.v:,. 
/. /' N,\N, , . . . 

' I V - H > ) ,.y,,v Ï (л-; - ү . ь , / 

-I- J <!;- 2, y _ «,,,.(X',- Ní- • • •) í"7
zr ,„.«,.( .V,. X,. ...: X[. X\. 

">-••"••"" • - - ( K - . v . H i 

U)t'{y:)i', n(y.)i j(' e lement poruchové) mat ice . 
.Víslusný o])erátoi' energie vzájomnóho pósobenia elekt romague! ického 

/^ 
j)oi'a a a t omárneho elektronu IV ( , ,porucha") má t v a r jA] (§ :?7) 

";""' ihe 

vir y ' " 2H7-C L'n 
Я ; -•= - '- (Ap) •(- - - A -!• , A. i:J.iiì 

kde A je vektorpotenciá l e lek t romagnet ického póla vlny. 

Г (1/ 

(F. H je vek tor intenzi ty e lektr ického, resp. m a g n e t i e k é h o póla) . 

7> —- D! r -| yl 
c 

(p je k ine t ický impulz a ;• je tu polohový vek tor e l e k t r o n u ) . 
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Protože })vc každé A platí 

ro t A - ro t (A j grád F), 

-> -> /\ 
niožno volit' íunkciu F. resp. /I t a k , a b y div A - 0. Po tom sa fíl redukuje na 
dva c lony 

IV — (' (Ap) +-—-~A. (3,7) 
w<: >irc-

§ 4. Pod Ta výborového pravidla pro h a r m o n i c k ý osci lá tor kle př i elemen-
t á r n o m Convptonovom. javo o naslednjiicu změnu celkovej s ú s t a v y : 

Jodcn foton rj-ho osci látora z a n i k n e : N'ri — N^ — \\ 

jeden fo ton /vho osci lá tora v z n i k n e : Nýo — Nro + 1 
a \ šotky o s t a t n é Ns =j N;i, N,,o sa n e m e n i a : Ns' — Ns (pre »s -4=^, r 2 ), pr iěom 
o,.. > a>rn. Súéasne a t o m á r n y elektron ])rejde z d i skré tneho a t o m á r n o h o 
s íavu s energiou Wn do s tavu so spoji tým spek t rom energie Wy, co jo spojené 
s emisiou elektrónov z a t o m u . 

Poéiídoěný s tav sús tavy jo d a n ý týmito h o d n o t a m i ani])li túd a: 

«„.,,(«,<), • • . 0. .V r i .0) - 1. (4.1) 

Yšetky o s t a t n é p r a v d e p o d o b n o s t n é a m p l i t u d y (' ~ 0. 
Pravděpodobnos t", že ])o uplynu t í t sekund od okamžiku ,,zapojeniaWfc po-

i uchy //' sÚKtava sa bude naehádzaf v o])ísanom s tave, t. j . , že n a s t a n e ele-
m e n t á r n y ( o m p t o n o v jav, jo d a n á š tvoreom absolú tnej h o d n o t y ampl i t i idy 

ayU(<)- 0 1, . . . N, — K 0 ). (4 .2) 
( r 2 ) 

I uío p r a v d ě p o d o b n o s t v y p o č í t á m e v prvom přiblížení podlá Diraea z rovnice 
(3,f>). koď v nej n a ])ravoj s trano p o d l á (4,1) za r//M/j(0.0. . . Nn. . .) b u d e m e 
písaf I a za vse tky os ta tné a m p l i t u d y a —- 0, t. j . h o d n o t y nultého priblíženia. 
Analogicky t ř e b a pokraéo\ af p r i v y p o č í t á v a n í vyšších a])roximácií. 

Dostaneme tak 

é w -- 1 

" W y — \\nx -- h(e>ri — (oj 

kde 

•'!<"- ljr(Wx -•- IV,,,) - (o;,, ~c>/2). (4,4) 

Maticový e lemen t poruchove j energie (^/]/uylJNl.N'2....\ N[, N!2, . . •) m á 
pódia Diraea 13]1 tento tvar: 

1 [3J Rovnioo (17,S), rosp, (17,12). — Opacnó znamionko v e x p o n e n t e c-ťimkcie vy-
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2тгe , • -> / AiV,, \ * / h(Nr. + i ) \ 4 r , £ _7f ).7 

—> —> 

e1, e2 sú j edno tkové vektory v o směre e lektr ického v e k t o r a p o v o d n é j a r o z p t ý 
lené] l ó n t g e n o v e j v l n y ; Nrt 1. Mat icový e lement U»lllwxh p o c h á d z a od dru-

y\ 
e2 ~̂ 2 

hej časti poruchove j energie (3,7), od č l e n a - - — - 7 A. P r v ý člen in terakčne j 
/ \ y\ 

energie — (A . p) nedává,, a k o vieme, pr i výpočte m a t i c o v é h o e lementu 
07% C 

Umh,yh v P r v o m přiblížení príspevok. Menovatel ' IV, — IVni — h(cori — orn) 
v „rezoi ianci i " vy jadřuje zachovanie energie pr i C o m p t o n o v o m jave . V t o m t o 
p ř í p a d e p r e b e r á odrazový e lektron celý rozdiel energií fotónov IV, — Wtll 

= h(wrj — o)rn). 
§ 5. Ú h r n n á p r a v d ě p o d o b n o s t C o m p t o n o v h o javu, t . j . počet za čas t 

z vodíkového a t o m u v s tave WUl e m i t o v a n ý c h o d r a z o v ý c h e lekt rónov. je 
d a n á v ý r a z o m 

h 

K e ď sa z a u j í m á m e aj o směrové rozdelenie t ý c h t o e lektrónov, vy jádř íme 

t e n t o počet s W e n t z l o m [V]2 v t v a r e 

•A' / dr \X j dxaxUuxU \\ (5.2) 
h 

k d e za ((yJí> dosadíme p o d l á rov. (4,3), (4,4) a (4,5) a uyj2 je c h a r a k t e r i s t i c k á 
funkcia spoj i tého s p e k t r a a t o m u vodíka. V p r v o m radě pojde o výpočet vý
r a z u 

^^juyjJ^)nxL, (5.3) 
h 

k d e Ak = kr — ku a 

i'uxix,yj, ----- J dx ei{r'Akhithi;u\i2. (5.4) 

K e ď prob lém napíšeme v polárných súradnic iach a p o l á m u os položíme do 

směru v e k t o r a zlk, p o t o m inlegrand v (5,4) bude závisieť od súradnice li- aj 

exponenciá lně, p r á v ě pros t redníe tvom r e t a r d a č n é h o faktora &l(r-Ak). Preto pre 
k v a n t o v é číslo l2 n e d o s t a n e m e výběrové prav id lo a súčet p o d l á l2 bude ne
konečný a spravidla ťažko spoč í ta te lný . T u t o ťažkosť možno p o d l á W e n t z l a [ l ] 3 

píyva z toho, že kvóli zhode s inou p r á c o u j edného z auto rov použili srno Schródingerovu 
h dlF ^ . . dW ^ dllf ^ rovnicu v tva re-—. ——- -— HlP. t . i. v tvare — %h—-- -.- H'F, namiesto -j- ili = HlF. 2r,% Ót J ót ' ót 

2 [ I ] , § 7, str. 352. 
3 [11, § 11-
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obísť tak, že sa problém rieši v parabolických súradniciach f. rj. <p. ktoré de
finujeme : 

•*' ^ — (f — ПY У -= ( Й ) ź cos <p. (fr/)2sm <r, 

= -тr^ -i ? ? ) ; dт = — (f + rç) d£ dij á<p. 

Použitie ])arabolických súradníc má tú výhodu, že stavy elektronu v spojitom 
spektre nie sú určené spojitým parametrom energie x a diskrétnym kvantovým 
číslom 7>, ale dvorná spojití/trii parámetrami x, mý (Magnetické kvantové číslo 
f({) je v obidvoch prípadoch totožné.) Následkom toho nekonečný súčet podlá 
kvantového čísla l2 (5,3) přejde v nekonečný integrál podlá spojitého para-
metra w, ktorý možno jednoduchšie vyčíslit. 

§ 6. Obrátíme sa teraz k vlastnému výpočtu vlnových funkcií z róznych 
elektronových stavov M-hladiny emitovaných Comptonových elektrónov 
a z týclito funkcií odvodíme rozdetbvaciu funkci a odrazových elektrónov 
podlá róznych smerov emisie z atomu. 

Pře nás výpočet použijeme všeobecné vzorce, odvodené jedným z autorov 
v inej práci. Vlnová funkcia W Comptonovho elektronu, emitovaného zo 
stavu n., H., fi() vo veíkej vzdialenosti od atomu, má tvar [2]5 (Ĥ  , n 2 , para
bolické kvantové čísla diskrétneho stavu; ju0 magnetické kvantové číslo; n{ + 
-|- H2 -f- //,-, + 1 —- n{) hlavné kvantové číslo) 

^ ( L - ' , " o l ) 
NWú . F(l + |/i0j + 2in) e^e-^(\fi{)\ + 

+ n,) ! (\fi()\ + n2) i sin |//0| & ^ ^ 
Hлx{)r

l^2hl 

ìl^ n.2 

ц Z 2. з 
7 - -- 0 ò - 0 

1 / Ы + Щ " У\(\Џ0\ + 1h 
'Tå\\ |/A,| Д \fi{Ą 

(ÏÏ ' (^ 

()П'().sň 

-+4-K--4 
И ! -I- cos ЯЏ -ML + ì ) + к(l - cosWz, + % 2 - ì + 2ùг 

(6,1) 

Přitom píšeme cos / L ^ pre /L0 ^ O a sin /vf pre fx{) < 0. Nni)l2fh sú normovacie 
konstanty ])očiatočného stavu, F(l + | fi{) | + 2in) je gama funkcia komplex-
ného argumentu. 

4 Panimrťcr,,?«" v dalších výrazoch nevystupuje spolocno s hmotou elektronu, ldom 
srno označili rovuakým písmonom. 

5 [2], Hti\ 503, rov. (21). 
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V zmysle zjednoduší. júeioh predpokladov. vys lovených v § 3. vzorec (6.1) 
Zx 

čiastočne z jednodušíme. Vislo // vo vzorci znamená podlít n . kdo 

(Zx)'1 je vazbová eiwreia, H e k t r d n u v Ié-hkuline a , x1 je kinetická ener<ria 
">.yn X ' J ° • > . . > ' ' ím 

Z^ 
(Amiptonovýeh eloktrónov. Podía předpokladu je _ // <í '• Z a n e d b á m e 

2/n p o p ř i 1. Ako na anaJovickom vyraze ukázal Wentzol | 1 j' ; možno výrazy 

I \z\ H—.7") \Zii "f" "7") v (*>•') ])l'wl vykonáním naznačených difereneiáeií ]>re 

n <^t 1 položit' rovné i. Zlomok vo \'.-ďkoj z a K o r t e výrazu (Od) sa potom 
zjednoduší na 

x( l cos , ) ( - - ! ) ( / M ) -l *( l -- eos .7) : 

Protože neberieme zřetel' na, spin e lektronu, m á m e v J í - M a d i n e vodíkového 
a t o m u deváť pociatocných sLivov. Budeme mať nasledujúce kombináeie para 
holických k v a n t o v ý c h čísel n,. ?L2, u{) poéiatoéného s tavu . ])ričom ])re Jf-hla-
dinu bude ?*, 4 n, 4 //„ I //„ ~ 3: 200. 020. 1 10. 101 1 . I Ol"-. 01 l . 011 . 
002+, 002-. 

V su lades t ý m d o s t a n e m e pře Comptonov eiektrón deváť vlnových funkcií. 
k t o r é označíme W:m. 7 ^ , . V7,,,. Y'1()1, V,',,, . </'„,.. */'.',,.. V7,,,,. 77,,-Vo vzorci 
(6.1) vykonánu 1 na/natYnó diíereneiáeie pod fa o. / a. .v. pricom pod lá § 2 plat í 

O7 

• '̂v i 2/*,, 1 (i 

* ( i - ^ - ^ ; 

0 . 2 ) 

___ d 
7T~' ( i • l)- ř/7/ 7)7 "_ 

d 2/^, / (i o 

rb> * \ dc . ' <)z 

K e d ])otom za čísla z} a :., a fV/v,,„o dosadímo pódia $ 2 přís lušné hodnoty 
d o s t a n e m e pro funkeie lI'lh}l)lli): 

5 

e '*'' 
'/',,, 

DTT *- ! j / l k j 2 4 

^4 -f \Ak\* + 2^;/Uf * ^ 

Z^x1 

2i.(Zx)*x 

' Zw 
-,\\L x\.'\i: oos a 

{( *M- *\Җ--Г/'\ìг\-\ Ы.ЖÌУ.'^-;;-)-: - м 
I/Í/-I )S // J \y.г Г/l/.-l' V) cos-' // - 4/ 

Zx 

3 
I/.-I * 

£-л -
: i | /Ü-;- ' - J , X ІCOS-V ; -ly;-\ {,{• CIS" l> + ; il;:> 

y |1J Pozři p o z n á m k u pod řiaroii na st r. 362 ci tovanej práce . 
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í )7_ 
sř 

2i\ZxY2x 

l / lk l 2 4-A.\__ l- 2*1,7X I COS ^ 

Ik 
Z-x- / —> Z-'x~\ 

9 " 
:i\-1k\~ - ÏS- 4 

\x\T\ U1 

LV-^/ lk l " 

ІAÄ+ -- ^ l cos IУ j 4и- /|, 1/,-j ; - Z\y\ cos2 /> + 

z> + !(*H+!2--+*") ! */*:H-:5 + ! i + + n s ' 9 

•í 2+ l+fc ! cos- /> : 

7 110 

9тr | * 2 |- j / 1 k | 2 

Z2.N2 

2 i ( _ _ N ) 2 * 

Z Í Y 2 " " 

9 
f- 2*M/_! cos/> 

• >A + |/lkl'Ч~ 2 к 2 M ŕ 2 + 2 n-•z>c- + |_fc|- + ^ S - ) + 4 * Й (*2 -l-
;ř) _:!\'-\ / Z2x2\ 

AW + -.•;-1 c o s tr + 4j<2 IM^I2 + 2 +-I c o s 2 ll 

Л 

n, 

S(Zл)ž"^2 sin •/> s in <p 

27т.3 /, 
-_> %-L^l _ * 

* 2 + |/_k |2 -\ —-- + 2*|/Jk | cos 

_* Jg2v2 -*. Zv 

M*|- — Q - + - " l ^ l c o s ih - 2 * -Q-

s />)4 '• 

(|+k| -f- *. cos fr) }: 

8(__ (л+2*2 SІП '/> SІП Ç> 

2"^~ /„* + \M\2 + Z - ^ - + 2_|_Tfc| cos />)' r 

Mf - Z + + 2x|_X| cos /> - 2* ̂  ( |A1 j + x cos />)} ; 

Ш _ 
-' 011 ~~~ 

ь 

8 ( _ _ ^ ) 2 * 2 

_ . 

27TU* 

sin i) cos ç; 

*2 + |ik|2 +Z[f- + 2*|/jk | cos _> J 

Z 2 * 2 . Zx 
Ы- -f |/lk |2

 (-'- -f 2и|_U-| cos /> -|- 2i •--(Иk| + * cos Л 

* 011 

8(Z^)2V SІП /> SІП 99 

I _> Z2rx2 

*2 + м k | 2 — 9 

21J Lt + | jfc|a _|_ _ 1 " ~ + 2x|_X| cos ůX r 

~- + 2x|_X| cos /> + 2/ + (\M I + x cos fí)\; 
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ш 
т 002 

8?У2(Z^)t«з sin 2 lг cos 2cp 

81тr 
-> Z2a2 -> 

* 2 -f M ^ | 2 + — - + 2x\Ak | cos /> 

iz/' _ 8? 12 (Z^c)2^з 
r002 — r v ' 

81TI;* 

sin 2 ñ sin 2cp 

x2 + \Лk\2 + -£" + 2x\Җ cos ,,)• 
(0,3) 

§ 7. Aby sme vypočítal i funkciu smerové l io rozdelenia C o m p t o n o v ý c h 
e lekt rónov z ilf-hladiny vodíka p o d o h n é h o a t o m u , v y t v o ř í m e súcet súčinov 
vše tkých v l n o v ý c h fimkcií VL^2 / f oso svojimi k o m p l e x n ě združenými h o d n o t a m i 

TiS n\ — w i//* -i- XV W i- líJ V * 4 llJ ll'* 
>/{(/, (/;) — 1 £ f i 0 7 • >,„) "f ' 020 ' 020 i ' TO) ' 110 1 ' 101 ' 101 

i i//' i / / ' * i xij in* _ i / / ' _i_ i / / ' * j i// v 7* i llJ/ xiJ' * 17 n 
i 7 ioi ' íoi ~r J on ' on ' o n ' J ou ; ' oo? ! 002 ' 002 ' 002 • \* *l ) 

*2 4- \Tk+ +Zr^ A- 2x\U\ cos i) 

\ ^ , . . Uv* -'• l/U"|4)4 4- - Z 2 v : ( * 2 i | /1 l- '2) 3 f ^Z>xH;<- -i- I l / . f ' ) -

iT»» 4 / , -*, /í2v'-\ 7t, I 
• - ž í i ^ r 4 i-u,ii + -»«-) + H , í i ^ , | l ( 5 ť 4 ; 

7--Y- - * 74-v4 / - > Z 2 Y : - \ 

24^|.IAf (*2-f J í/.j2f + ~ z 2 v 2 *2 H : It; 2 

cos // 

cos'- // 

:ii> |̂.̂ Xií| i/,f(*2 ; \Ak\*) z^ З U ť 2 

IS 

- Z 2 \ ' - | I I'OS5 // -i-

l()^ 4 | ÍA | l cos;4 /> 1-2) 

§ S. Zjednodušenia . k toré vyplýva jú z pred])okladu. vys loveného \' $ 3 : 

Z2x2 / , , . ., 
<C * a fóro <<r /nr-

9 

sme este dósledne nevykonal i . Vo výsledku (7,2) vys tupu j 11 veličiny x1 a j ^ I , 

—> 
resp. icli mocniny v e d l a soba. Okrem t o h o v p o m ě r e veličin L l/ ; 2 a x1 a ich 
mocnin skrýva jú sa ešte relat ivist ické člen}'. V y k o n á m e p r e t o následuj úcu 
ú p r a v u : 

.Podlá dehnície je %x hybnosťou odrazového e l e k t r o n u a h((»fl o),.J je jeho 

energiou Wy p r ičom sme kladli v a z b o v á energiu I L— j <^ y 
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hx = mv 

1 
h(o)ri — œri) = —mv1 

(JÛTI — ш,-2 1 ?>м/2 

Ak| 

x 

Z C 

mv 

1 v 

Y7 
Dalej 

(Wr, — f-V.)2 

!/Uf 
>í 2 

c 
í w ł I Ҝ x 

1^2 (ft)ri j — ojr2 V h(0)ri — ft>r2) 

f'2 2mh(o)tl —• o>rJ 2mc- < ! • 

(8,1) 

(8,2) 

(8,3) 

(S.4) 

Protože sme nepočíta l i re lat iv is t icky, m u s í m e d r u h ů a vyšsie m o c n i n y po-
—> 

diehi l -••- -- popř i prve j mocnině, resp. I z a n e d b a t . T ý m sa zložitý 
/ť — c 

výraz (7.2) vel'mi p o d s t a t n é z jednoduší a h l a d a n á funkcia směrového rozde-
ItMiia- C o m p t o n o v ý c h e lek t rónov / ( # , cp) b u d e 

j(D, <p) 
ЦZx) 

1 4 - 4 — cos 0 
c 1 

-{ cos /> 

ЃS.5) 

\'o vzorci (S,5) 0 je uliol medzi v e k t o r o m Ak --- lcrn — /.v. a po lohovým 
i d o r o m odrazového e l e k t r o n u (v súradne j sús tave s ])očiatkom v s t řede 

Obr. 1. 

a t o m u ) , i. j . uhol, k t o r ý zviera směr le tu o d r a z o v é h o e lektronu so s m e r o m 

vektora Ak. Ako zo vzorca (8,5) vidiet, m a x i m á h i a emisia C o m p t o n o v ý c h 
e l e k t n m o v je vo směre í) — TC a rozdelovacia funkcia -/(i)-, (p) je osovo sy-

metr ická podlá směru v e k t o r a /lk — kTo — kTl. Obr. 1 znázorňuje v e k t o r o v ý 

d iagram hybnost í p r i m á r n é h o M ? 1 a r o z p t ý l e n é h o M f 2 fotonu a h y b n o s t i 

o d r a z o v é h o e lekt ronu mv. Z n ě h o vidíme, že m a x i m á h i a emisia p ř i p a d á do 
směru, v k t o r o m vyletí p o d l á klasickej teorie v o l n ý e lektron pri C o m p t o n o v o m 
javo. 
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Směrové rozdelenie z M-hladiny emitovaných Comptonových elekirónov 
sa Jen málo líši od směrového rozdelenia elektrónov z K- a .L-hladinw co 

1 + 4 — cos /> 
)bz vlast jasné vynikne, keď v o vzorci (8.5 

(l + ~cos />) 
•- rozvmieine podlá 

mocnin — a relativistické clony, t. j . cleny kvadratické a vyššie v rozvoji za

nedbáme : 

1 + 4 - cos />) (1 — S ~l eos /> -f . . . j -W, 7:)M~ í 1 + 4~cos/> | (l 
c 

1 — 4 — co* /> 
c 

C 40 ' 

Obr. 2a, b. 

Keď si v rovnakom přiblížení napíšeme podobné rozdelbvaeie funkcie pre 
Comptonove elektrony emitované z K- a L-hladiny podlá práč O. Wentzla I I 1 

, v a jedného z autorov [2] a rozvinieme ])odl'a mocnin — a relativistické clen; 

zanedbáme, dostaneme tak 

.7(0. q)l{ -

•I(!>, <PҺ 

- 1 — 4 — c o s /> 
1 i v чY c 

I I — e o s iГ I 

v 
1 -[ 2 — cos 0 

C V 
r^ ._ — ] ___ 4 - - c o s /> _L . . # 

c (l | + o o 8 / > ) 6 

Maximálna emisia vo směre /> — ~ bude tým výraznejšia. čím bude poměr 

váéší. Obr. 2 znázorňuje polárný diagram závislosti J od /> pre dve hodnoty 
v 

poměru — a rubovolnú hladinu. 
c 
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§ 9. Nakoniec ešte p ř i r o v n á m e a b s o l u t n u h o d n o t u ú h r n n e j p r a v d e p o d o b -
nosli pro emisiu C o m p t o n o v h o e l e k t r o n u z ^/-hladiny, t . j . súčet p r a v d ě p o 
dobnost í eniisie do v s e t k ý c h smerov, s a b s o l u t n ý m i h o d n o t a m i ú h r n n ý c h 
pravděpodobnost í v K- a / - h l a d i n ě . Ú h r n n á p r a v d ě p o d o b n o s t Com])tonovho 
javu. t . j . p r a v d ě p o d o b n o s t , že za čas t s a t ó m o m s p r i a h n u t é pole žiaronia 
přejde zo s tavu NA. N2 Nu xY,v . . . do s t a v u N1, AT

2, . . . i\>2 -\-
I 1, . . ., Nri — 1. . . . a súčasne a t o m z p o č i a t o č n é h o s t a v u ri1: l1 ])rejde do 

ktorčhokoTvck s tavu so spojitou (k ladnou) energiou e lekt ronu, je p o d l á § 5 
rov. (.">.!>) 

Dosadíme tu za ayIí> p o ď a (4,3) a (4,5) a d o s t a n e m e 

X 4--

kde 

-* V 2h'Nr (' i C eiAíot — 1 V -> I2 

I J " V ^ J \J n/\(» Z-J M l ř l l Z / 2 ' 

(9.3) 

a kladli sine Xri — 1. 

Y v r a z ^ * (dk)vxu sme v § 6 vypočíta l i a našli sme p r e ň vv jadrenie | r< 

9 — W 

r 

F a k t o r před integrá lem v (9,1) označíme 

/7? 2 F 2 e j r i o) , 2 

a pr ies torový e lement dr vy jádř íme vo sférických súradnic iach 

d r -~ r 2 sin ti ár d/> d<p. 

Potom bude (9,1) 

CO JT 2 j t CO 

r r r r e'j«« _ ] e-4'*'-

iV = 6y / / / r2 sin /> dr d/> d^ I d*r '-—---—- ^4x('#, <p) • 

(HA) 

i áx , £~~ - 1 6 '*' 

h/\a/ 4J(#, ^). (9,5) 
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I n t e g r a c i u p o d l á r a x v y k o n á m e p o d l á Four ierove j t e o r é m y 

oo oo 

/

r e~itAců' | P—itAoj ] 
dr / dx' - /!*(/>, q,)eirl*'-*) = n—-j^- '-A*(», <p). (9,6) 

o ó 

T e n t o výs ledok dosadíme do (9,5) a v y k o n á m e integraciu p o d l á x 

„ 2„ »8in_ | | h Wx __ Wh) _ ( w j i _ A 
N = ~ sin * d& dq> / T fl=-ft J | 

' V «/ (/ 4 A- (Wx - H',„) - («„ - o,fl) [ 

Zavcdieme subs t i túc iu 

ҶAx(&,<p)\3dx. (9.7) 

a (9,7) u p r a v í m e 

C 
Л7 = — - j J ßiи l> d/> dţf J (--^J |A;:(//. Г ) | * - - - dí. (9.9) 

sin2 £l 
V vraz - - m á v lastnost del ta funkcie r>(f) pre i -> co. Inte_rracná hra-

W^ 
nica f„ ^ ---l- — (e) ř i — e>rJ. I n t e g r á l ])odFa £ bude ])i'eto 

i dW« 
( 9 . I O ) 

s hodnotou ;., vyhovujúcou nodmienke 

* ^ - , - - > - . 

Funkc ia — -^—^~—- - je to tožná s výrazom (7,2), krorý vz lďadom na ]>od-

mietiky u v e d e n é v § 3. tot iž ho <^ mcl a i ^ I <^ x- sa zjednodušil na (8.5). 

K e ď t e d a za \Ay\íh <j))\~ dosadíme podlá, (8.5), b u d e p r a v d ě p o d o b n o s t elemen-
t á r n e h o C o m p t o n o v h o javu podlá (9,9). (9.H)), res]). (9.4) a (3.2) 

ү M _ izeҢZxft _ N^ťy^ ( ( 
27 ш/iч-7 Г:V>/.1/'_v_ J J í 

0 0 І 

v 

----'- — - --- s in // d/У dt; . ( Í U I ) 

1 -4 eos // ] 

Integrál p o d l á ů a (p sa r o v n á 4TC. 
Výraz N u d á v á p r a v d ě p o d o b n o s t , že za t s e k u n d od p o č i a t k u pósobenia žia-

rivého p ó l a n a a t o m n a s t a n e C o i n p t o n o v jav, pr i k t o r o m foton r o z p t ý l e n é h o 
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žiarenia m á frekvenciu coŤ2. P ř i p u s t í m e te raz p r e r o z p t ý l e n é žiarenie v š e t k y 
frekveneie co a zavedieme z m ě n u v o z n a č e n í : cof2 -> co p r e r o z p t ý l e n u v lnu 
a coTx -> cox p re p r i m á r n u v l n u . P o t o m b u d e p r a v d ě p o d o b n o s t C o m p t o n o v h o 
j a v u . k t o r ý p r i m á r n ý foton o frekvencii cox p r e v á d z a do f rekvenčného inter
valu co. co 4- dw ú m ě r n á p o č t u s t o j a t ý c h v ln vo f rekvenčnom interva le dco 

rozptý leného žiarenia v n a s o m o h r a n i č e n o m e l e k t r o m a g n e t i c k o m poli v ob
j e m e V. T e n t o počet je 

V co2 

2к:ď 
dc 

a z něho do pr ies torového ulila d_Q p e v n é h o směru p ř i p a d á 

V<»* , dQ V co* 
2n'cz 4TT STŠC3 

Pre energiu vyž iarenú za 1 sekundu z a t o m u do p e v n é h o pr ies torového uhla 
iW a frekvenoného in terva lu d o m á m e 

N Vo2 

JMiUúD - — TKOÍUÍW 
l 877V3 

./,,, <!,, (Ш •- t ; l 2 • 'У'?*] • (—)' и . сюк"- Ф dr., d O . 
2 / - chnnx1 \c)J 

(íi.12) 

kde t/ '" r
 ! j ° h u s t o t a energie p r i m á r n e j vlny. F a k t o r cos 2 0 , kde 0 

—> —> 
je rozpty lový uhol. p o c h á d z a od súéinu (efl • *V2)

2
9 *iko plynie z uva l iv : Myslíme 

si po lar izovánu r o z p t ý l e n u v lnu zloženú zo zložky, k tore j e lektr ický vektor 
kmitá v rovino e lektr ického v e k t o r a ])rimárnej v lny a vlnovej n o r m á l y rozp tý-

— - • » — > 

lenej v lny. a zo zložky ko lmej . Druhá (kolmá) zložka d á v á v sněme (l;
r, f ,.„)'-

núlový př í spěvek. 

Od výrazu J0l)dc> . dí2 j e d n o d u c h o závisí a b s o r p c n ý koeficient absorpcie 
rontgenového žiarenia, sposobenej C o m p t o n o v ý m efektom, a k o aj i n t e n z i t a 
rozptý leného žiarenia. t . j . i n t e n z i t a Comptonove j spektrá lné] čiary. S t ý m i t o 
o t á z k a m i hodlajú sa a u t o ř i zaoberať v inej pi'áci. 

z á k o n i c e ])r i rovnáme este ú h r n n ý t o k energie J 6l)d<o dí2 z AJ-hladiny s ana
logickými výrazmi pre K- a L-hladinu. Použili sme výs ledky G. W e n t z l a | 1] 
(§ 15) pře A'-hladinu a j e d n é h o z a u t o r o v | 2] (§7) pre .L-hladinu. Výrazy (JM)K. 
(Jio\r (J<*>)M S 1 1 okrem číselných faktorov t o t o ž n é . N a základe t ý c h t o výs ledkov 
našli sine ]>re ])omer hodnot Jm v h ladinách K. L. a M: 

(JJ,< : (JJ, •• (J«,)M z* • ~ •• ;í: • 
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