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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 15, 4, 1965

UBER EINEN SATZ VON E. HOPF

LADISLAV MISIK, Bratislava

. Hopf hat in [3], S. 46 folgenden Satz bewiesen:

Satz. Es sei (X,.#,m) ein o-endlicher Massraum und es sei T eine solche
eineindeutige messbare Transformation, welcher inverse Transformation auch
messbar ist, und welche die folgende Bedingung erfullt: fir A € M ist m(4) = 0
dann und nur dann wenn m(T-1(A4)) = 0 ist. Dann gilt: X = X; U X2, wobei
XiN Xe=0, Xy und Xy sind invariante Mengen, X; = U {T™(A4) :n = 0,
+ 1, 42, 43, . Fund ANT(A4) =0 furn=1,2,3,... und aus B C Xs,
BNT-%B) =0 firn=1, 2, 3, ... folgt, dass m(B) = 0 ist. Diese Zerlegung
ist bis auf die Nullmengen eindeulig bestimmt und st fir jede Transformation
Tn fur n =1, 2, 3, ... dieselbe.

Ein anderer Beweis dieses Satzes ist in [1], S. 23. J. R. Choksi [4] hat
bei geeigneten Formulierungen den Satz fiir allgemeinere Transformationen
bewiesen. In allen Beweisen dieses Satzes beniitzt man grundsitzlich den
Begriff Mass zur Konstruktion dieser Zerlegung. In diesem Artikel beweisen
wir den Satz fiir Booleschen o-Algebren ohne das Mass zu beniitzen. Leider
muss man den Auswahlaxiom beniitzen. Den Satz werden wir nur fiir Boole-
schen o-Algebren, welche eine unten beschricbene Eigenschaft haben, be-
weisen. Die Algebra aller messbaren Mengen in einem o-endlichen Massraum
hat immer diese Eigenschaft.

Im ganzen Artikel wird N die Menge aller natiirlichen Zahlen bedeuten.
Das System (X, .#,m) werden wir o-endlicher Massraum nennen, wenn
folgendes gilt: 4 ist cine nicht leere Menge, .# ist cine o-Algebra der Mengen,
d. h. ein nicht leeres System der Mengen, das mit jeder Menge auch ihr Kom-
plement und mit einer Folge von Mengen auch ihre Vereinigung enthéilt
und m ist eine nicht negative o-additive Funktion, die auf .# definiert ist
und fiir welche X = U {d,:n e N}, wobei dye.# und m(A4,) < oo fiir
n € N ist. Es sei.#” die Menge aller derjenigen Mengen aus .#, welche das
Mass Null haben.

Es sei jetzt .4 cine Boolesche o-Algebra, d. h. eine Boolesche Algebra fiir
welche U {4, :n € N} fir jede Folge {An},en.An € 4 fiir n e N, existiert
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und aus .# ist. Das Zeichen A4~ wird ecin o-Ideal in .# bedeuten, d. h. ein
Ideal fiir das die Vereinigung ciner Folge von Elementen aus .f7 wiederin A~
liegt. In die Boolesche o-Algebra .# fithren wir die Relation == (1). Fiir 44, As €
e M gilt 41 = A5 dann und nur dann wenn Ay — As .47 ist. Wir sagen,
dass .# dic Eigenschaft der o-Konfinalitdt nach unten (nach oben) beziiglich
A7 hat, wenn fiir jede Kette .o C.# eine hochstens abzihlbare Unterkette
% C .o/ mit folgender Eigenschaft existiert: fiir jede 4 € .o/ gilt die Bezichung
N{B:BeA =4 d=U{{B:Ber}). Wenn # dic FEigenschaft der
o-Konfinalitit nach unten und nach oben beziiglich .7 hat, dann sagen wir,
dass .# die Eigenschaft der o-Konfinalitit beziiglich .47 hat. Wird ecine Rede
iiber eine Kette in .4 sein, dann werden wir diese Kette beziiglich der Rela-

tion = verstehen.

Es sei (X, .Z, m) ein Massraum. Dann ist das Svstem . aus dem Massraum
(X, #,m) eine Boolesche o-Algebra. Das System .4 ist ein o-1decal in #.

Wir konnen also die Relation < in .# einfiithren.

Lemma 1. Es sei (X, .4, m) ein o-endlicher Massraum. Dann hat M die
Erigenschaft der o-Konfinalitit beziglich A".

Beweis. Essei (X .4, m) ein endlicher Massraum, d. h. m(X) << co. I3s sei .o/
eine Kette in .#. Weiter sei o. = inf {m(4): 4 € o/} und f = sup {m(4): 4 €
€ &/}. Dann existiert eine solche hochstens abzéihlbare Kette # C.oZ, bzw.
€ Co/ fir die o ==inf {m(B):BeR}, bzw. = sup {m(C):C €%} gilt.
Es ist evident, dass By =N {B:Be#A}ec.# und m(By) = o, bzw. Cy=
= U {C:Ce%} e und m(Co) = f ist.

Es sei 4 ein solches Element aus .7, dass A = B fir jedes B € 4 ist. Dann
ist A < By, weild — By =U {4 — B:Be#} e ist. Daraus folgt m(A) =
= m(A4 N By) + m(4d — By) = m(4 N By). Wire By — A ¢ 4", dann miisste
m(Bo) = m(4A N By) + m(By — A) = m(A4) + m(Bo — A) > « sein, und das
ist unmaglich.

Wenn A € o7 ein solches Element ist, fiir das ein B € # so existiert, dass
B =< Aist,dannist B — A CB — AeA. Alsoist By = A.

Es sei A ein solches Element aus o7, fiir welches ¢ = A fiir jedes C' € € ist.
Dann gilt Co =4, weil Cp—A=U{C:Cec¥}—-A=U{C—-4:C¢€
€€} e gilt. Weiter muss gelten: m(Co) = m(4 N Cp) 4+ m(Co — A) =
= m(4 N C,). Aus dieser Gleichung und aus den Beziehungen = m(Cy) =
= m(4 N Cy) = m(A N Co) + m(4d — Co) = m(A4) = p folgt, dass m(4d —
— () = 0 und deswegen 4 = () ist.

Wenn A €./ ein solches Element ist fiir das cin (' € € so existiert, dass

(1) Die Relation = ist nicht identisch mit der Ordnungsrelation C in der Booleschen
Algebra.
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ist, dann ist 4 — Cy C A — C e A4". Also ist auch in diesem Falle

0.
\Iso das System .# hat in diesem Falle die Eigenschaft der o-Konfinalitéit
beziiglich A",

Wenn (X, .#,m) ein solcher o¢-endlicher Massraum mit m(X) = oo ist,
dann existiert ein solcher Massraum (X, .#, my), dass mi(X) < cound m(4)=0
dann und nur dann, wenn mi(4) = 0 ist. Aus dem und aus dem frither be-
wiesenem folgt jetzt die Behauptung des Lemmas.

In weiterem wird A ein o-Homomorphismus der Boolesche o-Algebra .#
in sich bedcuten, d. h. & ist ein Homomorphismus fiir den folgendes gilt:
h(U{dp:neN}) =U{h(ds):neN} fir jede TFolge {4y}, .y, wobei
Ay € M fir n € N. Jetzt definieren wir A» fiir n € N folgendermassen: bt = &,
hrtt = h(h"), d. h. hn+1(4) = h(k™(A4)) fiir jedes A € A . Es ist evident, dass /»
fiir jedes n € N ein o-Homomorphismus der Booleschen o-Algebra .# in sich
ist.

Das Element A4 €.# heisst invariant beziiglich A, wenn i(4d) = A ist.
Die Menge aller invarianten Elementen bildet eine Boolesche o-Algebra.
Das Element 4 € 4 heisst fast invariant beziiglich %, wenn 4 + An(A4) e A~
fir n e N ist. Dabei soll A 4 B die symetrische Differenz der Elementen 4 und B,
d.h. (4 — B)U (B — A4) bedeuten. Das System aller fast invarianten Ele-
menten bildet eine Boolesche o-Unteralgebra. Diese Behauptung beweist
man folgendermassen: Aus den Beziehungen 4 + B = (—A4) + (—B)(?)
und (U {An:neN}) 4+ (U {Br:neN}) CU {ds + By :n e N} folgt, dass
folgendes gilt: Wenn 4 ecin fast invariantes Element ist, dann gilt (—4) 4
+ h(—A) = (—4) = + (—h*(4)) = A + k*(4) eV fir jedes n e N, also
—A ist ein fast invariantes Element. Wenn jetzt {4,},., eine Folge
von fast invarianten Elementen ist, dann gilt (U {4ds : 7 € N}) +
+ MU {An:neN}) = (U {dn:neN}) + (U {#dn):neN}) CU{4dn +
+ hE(dn) :me Ny et fir jedes ke N und also U {dy:neN} ist ein
fast invariantes Element.

s sei 4 € /. Dann benennen wir B € .4 ein minimales fast invariantes
Element iiber 4, wenn 4 C B ist, B ein fast invariantes Element ist, und
wenn fiir jedes fast invariantes Element C iiber 4 die Beziechung B — C' e A~
gilt. Die Bezeichnung [4] soll das System aller minimalen fast invarianten
Elementen iiber 4 bedeuten. Ahnlich fithren wir den Begriff des minimalen
invarianten Elementes ein. Uberall soll man nur fast invariant durch in-
variant ersetzen. Den System aller minimalen invarianten Elementen iitber A
werden wir durch [4]* bezeichnen. Fiir [A] und [A1* gilt folgender Satz,
der iiber die Existenz und Eindeutigkeit spricht.

(2) —A bedeutet das Komplement von 4.
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Satz 1. Es sei ./ eine Boolesche o-Algebra, A ein o-Ideal im M wnd M hat
die Bigenschaft der o-Konfinalitit nach unten beziiglich A" . Es sei h ein o-Homo-
morphismus M in sich. s sei A € M. Dann ist [A] und [A]* nicht lecr und
weiter gilt es: wenn B, C € [4], bzw. B, C € [A]* ist, so wst B 4+ C € A"

Beweis. s sei ./ das System aller (fast) invarianten Elementen aus .#
iiber 4. Das System .27 ist nicht leer, weil A(V) =V, wobei Y das grosste
Element in .# bedeutet. Es sei # C .o/ eine maximale Kette bei der Rela-
tion =< in .#. Weil .4 die Eigenschaft der o-Konfinalitdt nach unten beziiglich
A7 hat, existiert eine hochstens abzihlbare Kette # C %, so dass fiir jedes
R e folgendes gilt: wenn By = N {B: B € #} ist, dann ist By — Re. 4.
Es sei C ein beliebiges (fast) invariantes Element iiber 4. Dann ist Bo N C € Z.
Das bekommen wir folgendermassen: Wenn R € & ein solches Element ist,
dass ein B e Z mit B == R existiert, dann ist ByNnC — RCBy - RCB —
— Re N und BoN C =< R. Wenn R € Z ein solches Element ist, dass R < B
fiir jedes B e & ist, dann ist By — R € 4" und auch By N ¢ = R. Damit
haben wir festgestellt, dass By N € < R fiir jedes R € # gilt. Aus der Maxi-
malitiit von # geht hervor, dass Bo N C € #Z und also By — C = By — (By N
N C) € A”. Damit haben wir festgestellt, dass By ein minimales (fast) in-
variantes Element tiber 4 ist. Also ist [4]* 54 0 ([4] 7 ().

Es sei B, C €[A4], bzw. B, C € [A]*. Dann ist B — ( e /" und C — Be A"
und auch B + C e.4".

Das Element 4 € .# ist ein wanderndes Element bei o-Homomorphismus 4,
wenn Ai(A) N hi(A) = Afir ¢+ 4, ¢, je N oder ¢ =0, oder j =0, ist und
A ist das kleinste Element von .Z. Es ist evident: wenn A4 cin wanderndes
Element bei % ist, dann ist auch B C A ein wanderndes Element bei A.
Ausserdem gilt noch, dass A7(A) ein wanderndes iElement bei A fiir jedes
n € N ist, wenn 4 ein wanderndes Element bei A ist. Ein Element A4 ist
ein fast wanderndes Element bei 2, wenn A NU {"(4):ne N} e N gilt.
Es ist evident: wenn A ein fast wanderndes Element bei % ist, dann auch
B C A4 ein fast wanderndes Element bei % ist. Wenn 4 ¢ .47 und A4 ein fast
wanderndes Element bei 4 ist, dann ist B = 4 — U {k?(A4) :n € N} cin wan-
derndes Element beihAund 4 4- BeA".

Lemma 2. Es set A € [F] und B € [(]. Dann gilt A U Be|[F U (G — A4)].
Almlich gilt A U B e[F U (G — A)]*, wenn A € [F|* und B e [G]* ist.

Beweis. Es sei 4 e [F]* (4 €[I']) und B € [G]* (B € [(]). Zuerst ist F U
UG —4)CFUGCAU B. Weil 4 U B ein (fast) invariantes Element ist,
zum Beweis, dass AUBe[FuU (G — A4)]* (AuBelFuU(((— A)]) ist,
genligt es nur zu zeigen, dass fir jedes (fast) invariantes Element (' iiber
F U (¢ — A) die Relation 4 U B = C gilt. Es sei also C ein (fast) invariantes
Element iiber # U (¢ — A4). Dann ist €' U A4 ein (fast) invariantes Element
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iiber F' und auch iiber (. Es ist also 4 <= C U 4 und B < C-U 4. Weil auch
A = 0O ist, ist auch (AUB)— =4 —-C)u(B—(CuU A4))eAN. Daraus
folgt jetzt A U B = C.

Wenn 4 ¢ .47 ein (fast) wanderndes Element bei kb ist, dann heisst jedes
Element aus [4]* ([4]) (fast) dissipativ bei h. Es gilt:

Lemma 3. Das System 2 aller fast dissipativen Elemente ist additiv wund
monoton nach unten, d. h. wenn A, B € 2 1ist, dann ist auch AU B € D und
wenn {A,}, .y eine nicht fallende Folge von Elementen aus & ist, dann ist
U{dw:neN}ePD. Das System D% aller dissipativen Elemente ist additiv
und monoton nach unten.

Beweis., Es sei 4, Be 2, d. h. es existieren solche fast wandernde Ele-
mente I, (' ¢ 4", dass A € [F] und B €[], wobei F'C 4 und ¢ C B sind.
Dann ist das Element H = F U (¢! - A) ¢ 4" und ist fast wanderndes bei A.
Es ist ndmlich:

(1) H A hn(H) = (F U (G — A)) 0 (n(F) U (hr(@) — hn(A))) =
= (F N In(F)) U (F 0 (hn(G) — hn(A))) U (G — A) 0 kn(F)) U((G —
— A) O (G —- hr(A))) C(F N v(F)) U (A + hn(4d)) U (G N

N In(G)) e

Aus dem Lemma 2 folgt jetzt, dass 4 U B € [H]. Daraus folgt nun 4 U BeZ.

Es sei {4,}, .y eine nicht fallende FFolge von fast dissipativen Elementen.
Dann existiert eine solche Folge {F,},.y von fast wandernden Elementen
die nicht in A" liegen, dass 4, € [I'y] fir jedes n € N ist. Wir legen By = I
und By = B, U (Fpy — 4y) fir neN und B=U {By:neN}. Aus
der Bezichung

(2) Bu1 O BBy 1) C (Bu A WE(Bp)) U (Ay + 7 (Ay)) U (Fasr O (R (F 1))

die fiir jedes n e N giiltig ist, folgt auf Grund der vollstéindigen Induktion,
dass die Elemente B, fiir jedes n € N fast wandernde Elemente sind. Daraus
und aus der Relation

(3) BOh(B)=U{Br:keN}Nh(U{By:keN}) =

(U Be N IMBg) ke N) U (U {(BinNh(By) 0 +#j,1,jeN}) C
(U Bk h(DBy) ke NY) O (U B0 RBy) i < j,1,) € NY) U
(U Bih(By) 11 > 4,0, € N}Y) = (U {Bx N I(By) : ke N}) U
(U {Ifz N (Bj U (1 — Aj)) 11 < )., ) € N}

(U B O (I — di)) 0 B(By) 10 > j,1,j € N}) C

C(U By N R(Br) ke NY)OU (U {BinNh(Bja) 1< j,1,j N} U
(U {Bi A — Ay ) i < joi,j e N} U (U Bi A In(By) i >
=i jeNY) v (U{—Ai1) 0 k(By):i>j,i jeN})C

CU BN h"(B) ke NY) U (U {Bi-1 N hv(Bj1) 11 <
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<j’ l’JEN}) V(U {Ai N (—~]L”(A]-_1)-) i1 <.7u7 EN}) Y
v (U {Bi__1 NI"(Big) e > j,1,j € N}) U (U {—(4i-1) N
f\}Ln(A])Z>j, ’L,jEN}) C(U {Bk ﬁhn(Bk)kEN}) )
U (U {dj1 — IM(Aj) 10 < j, 5,5 e NY) U (U {I(dia) —
—Aiq:i1>5,1,)eNY)CU Bk N h(By): ke N}Y) U

U (U{dk + hn(4g) 1 ke N})

geht hervor; dass B ein fast wanderndes Element ist.

Man beweist durch vollstindige Induktion, dass A, € [By] ist. Man benutzt
dazu nur das Lemma 2. Jetzt zeigen wir, dass 4 = U {dn :n € N} € [B] ist.
Es ist zuerst evident, dass 4 ein fast invariantes Element iiber B ist. Das geht
aus der Tatsache hervor, dass .4, ein fast invariantes Element iiber B, fiir
jedes n € N ist. Jetzt geniigt es zu zeigen, dass fiir ein fast invariantes Ele-
ment C iiber B A < C gilt. Es gilt 4, < C fiir jedes n € N, weil C ein fast
invariantes Element auch iiber B, fiir jedes n € N ist. Daraus und aus der
Relation 4 — C = U {4, — C:n e N} folgt, dass 4 = C ist. Damit ist
das Lemma fiir den Fall & bewiesen.

Die Behauptung fiir 2* beweist man dhnlich. Man muss nur die Worte
fast invariant durch invariant, fast wanderndes Element durch wanderndes
Element und fast dissipativ durch dissipativ ersetzen. In der Relation (1)
ist jetzt

(F O Bn(F)) U (A + Br(4)) U (@O RG) = ANANA = A
In der Relation (2) ist jetzt dnhlich
(B N (BR)) U (An + hE(Ap)) U (g1 O RE(Fpi1)) = A
und in der Relation (3) ist jetzt
(U {BxNhM(By): ke N}U (U{dr + hn(dg) ke N}) == A,
weil By N an(Bx) = A und Ap + An(Ag) = A fir jedes k e N ist. Also sind

die Elemente H, B, fiir jedes n € N und B wandernde Elemente.

Lemma 4. Es sev X €[4], bzw. X € [A]* und Y ein fast invarianics, bzw.
neariantes Element. Dann ist X N Y e[A N Y], bzw. X N Y e[Ad N Y]*

Beweis. Das Element X N Y ist fast invariant iitber 4 N Y. Es sei Z ein
beliebiges fast invariantes Element tiber 4 N Y. Dann ist Z U (—Y) ein
fast invariantes Element titber 4 und deshalb gilt X — (Z U (—Y)) e
Esist XNnY =Z, weil ( XNY)—2Z=X—(ZU(—Y)) ist. Daraus folgt
X N Y €[4 N Y]. Ahnlich beweist man die Behauptung fiir den Tall X e [4]*.

Satz 2. Es sev M eine Boolesche o-Algebra und N ein o-Ideal in M. Es soll .4
die Eigenschaft der o-Konfinalitit beziiglich A" haben. Es sei h ein o-Homo-
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morphismus M in sich. Dann existieren zwei solche fast invariante Elemente X,
und Xqo, dass X1 U Xy =V, A = X1 N Xo ist, wobei X1 entweder A\ oder ein
fast dissipatives Element ist, und fir Xo gill: fur jedes fast wanderndes Element
A C Xy qilt, dass A € N ist.

Es sei X1 = A oder sei b ein solcher o-Homomorphismus, der folgende Eigen-
schaft hat: wenn B ein fast invariantes Element ist, dass zu A nicht gehort und
@ber dem fast wandernden Hlement A ist, dann existiert ein fast wanderndes
Element C, dass zu A" nicht gehort und fir das B € [C] ist. Dann gilt fir jede
andere Zerlegung V = Xy U Xi it den oben aufgefithrten Eigenschaften,
dass X, 4 X} e NV ist.

Beweis. Wenn fir jedes fast wanderndes Element 4 € # gilt 4 e A7,
dann wihlen wir X; = A. Wenn die fast dissipativen Elemente in .# exis-’
tieren, d. h. & = (5, dann kénnen wir in & bei der Relation = eine maximale
Kette o wihlen. Wegen der Eigenschaft der o-Konfinalitit beztiglich A~
von ., existiert eine solche hochstens abzihlbare Unterkette .oy C.of fir
die fiir jedes 4 € o/ A = U {do: Ao € o} gilt. Weil 2 additiv und monoton
nach unten ist, ist U {do: 4o € o} € . Jetzt setzen wir X; = U {do: Ao €
€ o). Es sei Xo = —X;. Wir zeigen jetzt, dass das Element X» die Eigen-
schaft aus dem Satze hat. Es existiert ein fast wanderndes Element A; fir
das X; e[d4;] und A1 ¢4 ist. Es sei B ein fast wanderndes Element
und B C Xo. Es sei C €[B]. Dann ist 01 = X; U C e P. Weil fiir jedes
Aeod A4 = X, gilt, gilt auch, dass 4 =< C; fir jedes A €.of ist. Also ist
Ci € 7. Daraus folgt jetzt, dass (', = Xy ist. Weil B C C; ist, es ist auch
B = Xi. Weil zugleich BN X, = Aist, muss B= (BN X))V (B —Xy)e N
sein.

Es sei jetzt V = X7 U X5, X7 N XJ = A, XT ein fast dissipatives Element
aus [47], wobei AF ein fast wanderndes Element ist und es soll X3 die folgende
Eigenschaft haben: fiir jedes fast wanderndes Element A C X3 gilt 4 e 4"
Nach dem Lemma 4 ist X, N Xie[4, N X5 und XN X,e[d]T n X,].
Die Elemente 4, N X3 und A N X, sind fast wandernde Elemente, welche
in X7, bzw. X, enthalten sind. Wenn X; = A ist, dann muss auch X} = A
und X, -+ X7 €.t sein. Wenn X1 # A, dann muss wegen der Eigenschaft
von ¢-Homomorphismus % und wegen der Eigenschaft von Elementen X%
und X,, X; N X5 e 4/ und X, N X} € A sein. Daraus folgt, dass X, + X¥ =
= (X, N X3) U (XT N X,) e ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Ahnlich beweist man den folgenden Satz:

Satz 2*. Es seir .4 eine Boolesche o-Algebra und A" ein o-Ideal in A . Es soll H
die Higenschaft der o-Konfinalitit beziiglich N~ haben. Es set h ein o-Homo-
morphismus M in sich. Dann existieren zwet solche invariante Elemente X1
und Xso, dass X1 N Xo = A, V = X1 U X, ist, wober Xy entweder A oder ein
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dissipatives Element ist und h auf 4 N Xo(3) konservativ ist, d. h. fir jedes
wanderndes Element A C Xo gilt A € A", :

Es set X1 = A, oder h ein solcher o-Homomorphismus, der folgende Eigen-
schaft hat: wenn B ein invariantes Klement, das zu A" nicht gehort wnd iiber
dem wandernden Element A ist, dann eaistiert ein wanderndes Klement C das
zu A" nicht gehort und fir das B € [C] ist. Dann ¢ilt fir jede Zeslegung V =
= XF U X¥ mit oben beschriebenen Eigenschaften, dass X, + X} e .4 ist.

Wir bemerken, dass die zweite Behauptung im Satze 2 nich gilt, wenn
X1 # A und der o-Homomorphismus 4 die Iigenschaft im zweiten Absatz
des Satzes 2 nicht erfiillt. Tatsédchlich, es sei & ein solcher oc-Homomorphismus
A in M, der die Eigenschaft vom zweiten Absatz nicht erfiilllt. Dann existiert
ein fast invariantes Element B das zu .4 nicht gehort und fiiv das jedes fast
wanderndes Element ¢ mit der Eigenschaft B e|C] zu o-Ideal 4" gehort.
Es sei V = X; U Xj eine Zerlegung mit den Eigenschaften aus dem Satze 2.
Weil B= ({1 " B)U (XoenN B) ¢.47 ist, ist es entweder X1 N B ¢.47 oder
XN B ¢4/

Im ersten Falle, legen wir X} = X, — B und X} = —X;. Dann hat
die Zerlegung V = Xj U X die Eigenschaften aus dem Satze 2 und fir
ihn gilt X, + XF =- X, N B ¢.4". Diese letzten Behauptungen beweist man
folgendermassen:

Es sei B e[C]. X7 ist ein fast invariantes Element, weil es die Differenz
zweier fast invarianter Elemente ist. Ks sei Xje[4], wo A €.47 cin fast
wanderndes Element ist. Jetzt zeigen wir, dass X7 e[d — (A N B)] und
A — (AN B) ¢V, Esist evident, dass X fast invariant iiber 4 -~ (4 N B)
ist, weil 4 — (AN B)CX, — B =X ist. Es sei D ein fast invariantes
Element iiber 4 — (4 N B). Dann ist D U B fast invariant iiber 4, weil
A=ANBUA—(ANB)CBUD ist. Jetzt gilt Xj — D — (X —
— (XinB) —D=(X; — (X1nB)  (DUBCX, — (DUB) e
Es ist also X7 = D und auch X} ist aus [4 — (4 N B)].

Jetzt werden wir zeigen. dass 4 — (4 N B) ¢ .47 ist. Aus dem Lemma 2
geht hervor, dass B € [(4 N B) U (C — (X7 N B))]ist, weil nach dem Lemma 4
XinBe[dn B] ist und es ist weiter B==(Xin BuBes|(dnB)uU
U (' — (XinB)] und (4N B)u (' — (X7N B)) ist ein fast wanderndes
Element (Sehe die IFormel (1)). Aus der HKigenschaft von A ist es evident,
dass (4 N B)U (C — (X1 N B)) e 4 ist und deswegen ist auch AN B e A",
Es ist also 4 — (A N B) ¢ 4.

X7 hat also die Eigenschaft aus dem Satze 2.

Es sei £ C XJ ein fast wanderndes Element. Dann ist K - (K N B) U

(*) Das System . N Xy ist das System alloer Elemente aus 7, die in Xs enthalten sind.
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U #H — (FE N B)) und beide Summanden sind fast wandernde Elemente.
Jetztist B — (BN B)C X5 — B= (—(X1 — B)) — B = (— (X1 n (—B))) —
— B = (X UB)N (--B) CXs und es ist also H — (N B)eA". Es sei
F € [E N B], dann ist nach dem Lemma 4 F N B € [/ N B]. Aus dem Lemma 2
folgt nun, dass Be[(E N B)U (C — (F N B))] ist. Wegen der Eigenschaft
des Homomorphismus » und weil (K N B) U (C - (F N B)) ein fast wandern-
des Element ist, ist (£ N B) U (€ — (F N B)) e 4" und also auch EN B e ",
Aus dem bewiesenen folgt, dass £ €./ ist. Das Element X hat also die Kigen-
schaft aus dem Satze 2.

Im zweiten Falle, legen wir X7 = X, U B und Xj == X, - B. Die Zer-
legung V == X7 U X hat die Eigenschaften aus dem Satze 2 und X, 4 X} =
= Xo N B ¢.1". Das geht daraus hervor, dass X; ein fast dissipatives Element
ist, und X3 C X, ist.

Der o-Homomorphismus £ hat die Eigeuschaft aus dem Satze 2, wenn
er positiv nicht singular ist, d. h. das Bild vom o-Ideal 4" bei & ist in .4 ent-
halten. Diese Behauptung bestéitigen wir folgendermassen: Es sei B ein fast
dissipatives Klement, das zu 4" nicht gehort. Sollte mindestens ein fast wan-
derndes Element 4 mit der Eigenschaft B € [A] zu .4 gehéren, dann miisste
wegen der positiver Nichtsingularitit von o¢-Homomorphismus £ gelten,
dass hn(A) € . fur jedes n € N ist. Dann wire 4" = A v U {h*(4) :n e N}
fast invariant iiher 4, weil A" 4+ °h(A") CU {h¥(A) 1k = 0,1,2,...,n — 1} €
e N ist. Also wire B=A4" und B=A4"NnBU (B — A4') e A. Das wiire
ein. Wiederspruch. Also die zweite Behautptung des Satzes 2 gilt fiir jeden
positiv nicht singularen o-Homomorphismus.

Wenn A& ein o-Isomorphismus auf sich bedeutet, d.i. ein eineindeutiger
o-Homomorphismus .# auf sich, dann ist auch 2-! ein o-Isomorphismus .#
auf sich. Jetzt konnen wir A% auch fiir ganze nicht positive Zahlen definieren.
Wir definicren dies folgendermassen: h%A4) = A4 fir jedes 4 € .# und h-" =
= (b V) fiir n € N. Wenn b ein g-Isomorphismus .# auf sich ist und wenn A
dazu noch nicht singular ist, d. h. 2 und %! positiv nicht singular sind, dann
gilt auch die Behauptung beziiglich 7' fiir » € N aus dem Satze von I5. Hopf.
Das geht folgendermassen hervor: Wenn V == X; U Xy cine Zerlegung aus
dem Satze 2* ist, dann kann man X; = U {I*(A):n =0, 41, +2,...}
fiir ein gecignetes A gewithlt werden, weil aus Xy € [4]* Xy -+ U {h*(4) :n =
= 0, -1, 4-2, 0.} folgt. Ks sei ke N. Dann ist Xy ein invariantes Element
auch bei A%, Das Element B = U {hi(d):d--0.1,2 ... k-~ 1} ist ein
wanderndes Illement bei A% und X ist cin dissipatives Klement bei A%, weil
X1 e [B] ist. Weil & auf dem System .# N Xy konservativ ist, dann folgt
aus |5], dass auch % auf .Z N Xy konservativ ist. Dann ist V = X; U X
cine Zerlegung mit den Eigenschaften aus dem Satze 2* auch fiir den ¢-1so-
morphismus Ak,
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Also gilt der Satz:

Satz 3. Es sei 4 eine Boolesche o-Algebra, welche die Eigenschaft der o-Kon-
Jfinalitdt beziiglich des o-Ideals A" hat. I's sei h ein nicht singularer o-Fsomorphis-
mus A auf sich. Dann existieren Xy und Xo mit folgenden Eigenschaften:
V=X1UlXe, XiNnXo=A, Xi ist A oder ein dissipatives Element, h ist
auf M O Xo konservativ. Fir cine andere Zerlequng V = X7 U X§ gilt Xy -
+ X7 e, Die Zerlegung V = X1 U X ist auch cine solche Zerlequng fir
geden o-Isomorphismus k¥, wo I € N ist.

Zusatz. Nach der Einsendung dieser Arbeit habe ich den Artikel [2] ge-
lesen, in dem eine andere Zerlegung gegeben ist. Auch diese Zerlegung kann
man ohne das Mass zu benutzen bekommen. Das Hauptersultat, das wir dann
erhalten, lautet:

Es sei .4 eine Boolesche a-Algebra, A ein o-Ideal tme A und .4 soll die Ligen-
schaft von o-Konfinalitit beziiglich A” haben. Iis sei h ein o-Homomorphismus A
in sich. Dann existieren vier Elemente Yo, Y, Y und Z ans . # so, dass folgendes
gilt: Yo ist im Y enthalten, Yo, bzw. Y ist das grosste invariante, bzw. das grosste
Element auf dem h konscrvativ ist, Z ist das grisste invariante Element auf
dem h rein dissipativ ist, Y ist das Lleinste invariante Element, welches Y ent-
halt, Y und Z sind paarweise disjunkt wund es gilt: V== Yo U (¥ — Yo) U
VY — Y)UZ Wenn Y. Y* Y und Z* vier andere solche Elemente aus 4
sind, dann sind die Elemente Y, + Y5, Y - YECY - YEand 7 - 7 aus A

Dabei sind die Begriffe , kleiner
ordnung zu verstehen.

und ,grosser in deni Sinne der Quasi-
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OB OIHOI TEOPEME 9. XOIIDA
Jlagncaas Muumink
Pesome

ITycrs # — Oyaena o-anrebpa n 4" — o-upeasn B Heii. Onpefeanm oTHOUIeHNe = TaK,

—

uro /A1 = Ag (A1, A2 € ) Torga u ToJbKO TOrNia, Korga Ay — As e A7, Torga orHomeHne =
AIBJIAICTCSH KBA3Uynopsijoueniem B 4. ./ UMeeT CBOICTBO ¢-KOHMHAIBHOCTH CHUBY, COOT-
BCTCTBCHIO CBEPXY, OTHOCUTEIALHO A7, CClM JUIA KKl 1lenn o7 IIPU 5TOM yIIOpPAZ0UeHIN
cymectsyer e Oojiee 4eM cUeTHAs TOojienb 4, 4To g kamporo A € &/ umeer mecro
n{B:BeA}—AeAN, coomrercrseniio A —U{B:BeB}ecN. B RaKIOM 0-KO-
HeulnoM mpocrpaicrse Mepsl (X, 4, m) /4 WMCCT CBOICTBO ¢-KOHQMHAIBHOCTH CHU3Y
U CBCPXY OTHOCHTCIILIO CHCTEMbI BCCX MHOMKCCTB MepHI 0.

Ilyern b — o-romomopusm 4 B cebss. A € . ecrb NHBAPMAHTHEIL, COOTBETCTBCIIHO
MOUTH HABAPHAHTHBIL daeMent, ecmt A = h(A), coorsercrenno A + h”(A) € A7, roe
A - B — cummMerpiticcKast pasuocrb niaeMenToB A u B. A € 4 ecTb MUHIMAJIbLIBIA (ITOYTH)
uuBapuanTiuit nay B e #, ecmu 1) B C A, 2) A ecth (modTH) WHRAPUAHTHEIT, 3) A
Kanyloro (mouti) nupapuantioro C' uajy B enpasepmiuso A = C. A € A ectnb Goysiaonuit,
cooTBeTeTBOO - TouTit  Onyykpalonmit, ecom A N ANA) = A maa n=1,2,3 ...,
coorsercrsetino 4 N U {h"(/l) tn=1,2,3, } € AN". /Al € ./ nazpiBaercs (MOYTII) AIICCH-
HATHBILIM, CCIIL cymecTsyer (mourtu) Gayskjjaionptii siaement B € .4 — 4 Takroii, uro A
SIRJISICTCST MINTIMAJILILIM (ITOUTI) MHBAPIALTILIM g B.

~

Teopema. llycrn .77 — Gynesa g-aarepa, A "— o-1171ead B Heit U .4 11MeeT CBOIICTBO 0-KOH-
QrnaibiocTit clusy 1t esepxy ormocnreasno 47, Ilyers o — o-romomopdusm 4 B ceb.
Torjia  cymeceTByioT HHIBAPHALUTILIC, COOTBETCTBCHIIO IIOUTH  ITHBAPIANTIIBIE, HIIEMEHTH
X1 u X ragne, uro A1 N Xe =A, V=X UXe, X{ — 1 A, i JIHCCHIIATITBHDBIIL,
COOTBCTCTBCHITO ITOUTH JUICCHIATIBIRIL, a KamIb Oy Iaommii, cCOOTBETCTBCHHEO IIOYTH
Gorysiatoninii, niaeMent, naxondugiica B Xe, ecTb U3 A,

Bemu i Xy = A, it s b uMeeT MecTo clefyloiiee yTpepsierue: ccan A ¢ A7
€CThL MIHNMAILHLIT (ITOUTH) MIBAPHAHTHGIL 1/l HeKOTOpPEIM (mouTu) Oay:xmalomuMm, to A
€cTD (IMOMTH) JUIICCHTTATUBHLLIL, TOTAA JULT KAAGIOTo APYTOro TAKOTo pasiomkenna V = X; U X,
nmeer mecro X, | X, €.4". r
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