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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 15, 4, 1965 

ÜBER EINEN SATZ VON E. HOPF 

LADISLAV MlSlK, Bratislava, 

E. H o p f hat in [3], S. 4G folgenden Satz bewiesen: 

Satz. Es sei (X, J/, m) ein a-endlicher Massraum und es sei T eine solche 
eineindeutige messbare Transformation, welcher inverse Transformation auch 
messbar ist, und ivelche die folgende Bedingimg erfüllt: für A e J£ ist m(Ä) = 0 
dann und nur dann wenn m(T~1(A)) = 0 ist. Dann gilt'. X = X\ U X2, wobei 
Xi n X2 = 0, X\ und X2 sind invariante Mengen, X\ = U {Tn(A) : n = 0, 
± 1, ± 2, ± 3, . . .} und A n T~n(A) = 0 für n = 1, 2, 3, . . . und aus B C X 2 , 
B n T-n(B) = 0 für n = 1, 2, 3, . . . folgt, dass m(B) = 0 ist. Diese Zerlegung 
ist bis auf die Nullmengen eindeutig bestimmt und ist für jede Transformation 
Tn für n = 1, 2, 3, . . . dieselbe. 

Ein anderer Beweis dieses Satzes ist in [1], S. 23. J . R. C h o k s i [4] hat 
bei geeigneten Formulierungen den Satz für allgemeinere Transformationen 
bewiesen. In allen Beweisen dieses Satzes benützt man grundsätzhch den 
Begriff Mass zur Konstruktion dieser Zerlegung. In diesem Artikel beweisen 
wir den Satz für Booleschen cr-Algebren ohne das Mass zu benützen. Leider 
muss man den Auswahlaxiom benützen. Den Satz werden wir nur für Boole­
schen G-Algebren, welche eine unten beschriebene Eigenschaft haben, be­
weisen. Die Algebra aller messbaren Mengen in einem cx-endlichen Massraum 
hat immer diese Eigenschaft. 

Im ganzen Artikel wird N die Menge aller natürlichen Zahlen bedeuten . 
Das System (X, Jt,', m) werden wir cr-eiidlicher Massraum nennen, wenn 
folgendes gilt: A ist eine nicht leere Menge, Ji ist eine cr-Algebra der Mengen, 
d. h. ein nicht leeres System der Mengen, das mit jeder Menge auch ihr Kom­
plement und mit einer Folge von Mengen auch ihre Vereinigung enthält 
und m ist eine nicht negative cr-additive Funktion, die auf ^# definiert ist 
und für welche X = U {An : n e N}, wobei AnsJ/ und m(An) < 00 für 
n e N ist. Es sei ,Ar die Menge aller derjenigen Mengen aus Ji, welche das 
Mass Null haben. 

Es sei jetzt ,M eine Boolesche ex-Algebra, d. h. eine Boolesche Algebra für 
welche U {̂ U : n e N} für jede Folge {An}VGN,An e J/ für n e N, existiert 
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und aus Ji ist. Das Zeichen Jf wird ein a-Ideal in Ji bedeuten, d, h. ein 
Ideal für das die Vereinigung einer Folge von Elementen aus Jr wieder in Jr 

liegt. In die Boolesche cr-Algebra Ji führen Avir die Relation ^ (x). Für A\, A^ E 
e Ji gilt A\ <̂  A% dann und nur dann wenn A^ — A2 e Jr ist. W ir sagen, 
dass Ji die Eigenschaft der cr-Konfinalität nach unten (nach oben) bezüglich 
Jr hat, wenn für jede Kette s/ C Ji eine höchstens abzählbare Unterkette 
0$ C sJ mit folgender Eigenschaft existiert: für jede A e sJ gilt die Beziehung 
n {B :B e 3} <£ A (A = \J {B:Be 3d]). Wenn Ji die Eigenschaft der 
(T-Konfmalität nach unten und nach oben bezüglich Jr hat, dann sagen wir, 
dass Ji die Eigenschaft der cr-Konfinalität bezüglich Jr hat. Wird eine Rede 
über eine Kette in Ji sein, dann werden wir diese Kette bezüglich der Rela­
tion 5^ verstehen. 

Es sei (X, Ji, m) ein Massraum. Dann ist das System Ji aus dem Massraum 
(X, Jt', m) eine Boolesche cr-Algebra. Das System ,V ist ein cr-Ideal in Ji, 
Wir können also die Relation 5^ in J4 einführen. 

Lemma 1. Es sei (X, Ji, m) ein o-endlicher Massraum. Dann hat Ji die 
Eigenschaft der o-Konfiinalität bezüglich ,/K. 

B e w e i s . Es sei (X Ji, m) ein endlicher Massraum, d. h. m(X) < co. Es sei s/ 
eine Kette in Ji. Weiter sei a = inf {m(A) : A e s/} und ß = sup \m(A) : A e 
e jzi}. Dann existiert eine solche höchstens abzählbare Kette £ß C srf, bzw. 
<<g CJ für die a = inf {m(B) : B e ^ } , bzw. ß = sup {m(C) : C e <€} gilt. 
Es ist evident, dass Bo = n {B : B e 33} e Ji und m(Bo) ^ oc, bzw. C0 = 
= U {G : C e V} e Ji und m(C0) = ß ist. 

Es sei A ein solches Element aus s/, dass A ^ B für jedes B e 3 ist. Dann 
ist A = Bo, weil A - B0 = (J {A — B : B E 3} E ^ ist. Daraus folgt m(A) = 
= m(A n J50) + m(A — B0) -= m(A n B0). Wäre B0 — A $Jr, dann müsste 
m(B0) = m(A n 2?o) + m(F?0 — A) = m(A) + 1^(#o — A) > a sein, und das 
ist unmöglich. 

Wenn A ES$ ein solches Element ist, für das ein B e 3 so existiert, dass 
B = A ist, dann ist B0 — A C B — A eJ^. Also ist B0^^. 

Es sei A ein solches Element aus jrf, für welches C ^ A für jedes G E^ ist. 
Dann gilt Co ^ 4 , weil C0 - 4 = (J {G : C e # } - ^ - U {G - A : C E 
E^€} E^V gilt. Weiter muss gelten: m(C0) = m(A n C0) + m(C0 — A) = 
= m(A n C0). Aus dieser Gleichung und aus den Beziehungen ß 5^ m(C0) = 
= ra(_4 n Co) = m(A n C0) + m(^4 — C0) = m(A) = ß folgt, dass m(A — 
— Co) = 0 und deswegen A = C0 ist. 

Wenn A e srf ein solches Element ist für das ein C e ^ SO existiert, dass 

(!) Die Relation ^ ist nicht identisch mit der Ordnungsrelation C in der Booleschen 
Algebra. 
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A.5^ G ist, dann ist A — Co C A — C e./V. Also ist auch in diesem Falle 
A ^ C 0 . 

Also das System Jt hat in diesem Falle die Eigenschaft der cr-Konfinalität 
bezüglich «yV. 

Wenn (X, Jf, m) ein solcher cr-endlicher Massraum mit m(X) = co ist, 
dann existiert ein solcher Massraum (X, J/, m±), dass m\(X) < oo und ?n(A) = 0 
dann und nur dann, wenn m\{A) = 0 ist. Aus dem und aus dem früher be­
wiesenem folgt jetzt die Behauptung des Lemmas. 

In weiterem wird h ein ^-Homomorphismus der Boolesche a-Algebra Ji 
in sich bedeuten, d. h. h ist ein Homomorphismus für den folgendes gilt: 
h(\J {An : n e N}) = \J { h(An) : n e N} für jede Folge {An}neN, wobei 
An G Jt für n e N. Je tz t definieren wir hn für n e N folgendermassen: h1 = h, 
hn+1 = h(hn), d. h. hn+1(A) = h(hn(A)) für jedes A eJf. Es ist evident, dass hn 

für jedes n e N ein a-Homomorphismus der Booleschen O-Algebra Ji in sich 
ist. 

Das Element A e Ji heisst invariant bezüglich h, wenn h(A) = A ist. 
Die Menge aller invarianten Elementen bildet eine Boolesche cr-Algebra. 
Das Element A e J/ heisst fast invariant bezüglich h, wenn A + hn(A) eJf 
für neN ist. Dabei soll A + B die symetrische Differenz der Elementen A und B, 
d .h . (A — B) U (B — A) bedeuten. Das System aller fast invarianten Ele­
menten bildet eine Boolesche cr-Unteralgebra. Diese Behauptung beweist 
man folgendermassen: Aus den Beziehungen A + B = (—^4) + (—B)(2) 
und (U { An : n e N}) + (U {Bn : n e N}) C LI {An + Bn : n e N} folgt, dass 
folgendes gilt: Wenn A ein fast invariantes Element ist, dann gilt (-A) + 
+ hn(~A) = (-A) = + (~hn(A)) = A+ hn(A) e^V für jedes neN, also 
—A ist ein fast invariantes Element . Wenn jetzt {An}neN eine Folge 
von fast invarianten Elementen ist, dann gilt (U {An : n e N}) + 
+ Ä*(U {An : neN}) = (\J {An : neN}) + (U {V*(An) : n £ N}) C U {An + 
+ hk(An) : n e N} e JV* für jedes k e N und also U {An : n e N} ist ein 
fast invariantes Element. 

Es sei A e Ji'. Dann benennen wir B e Jt ein minimales fast invariantes 
Element über A, wenn ACB ist, B ein fast invariantes Element ist, und 
wenn für jedes fast invariantes Element G über A die Beziehung B — G e Jf 
gilt. Die Bezeichnung \Ä\ soll das System aller minimalen fast invarianten 
Elementen über A bedeuten. Ähnlich führen wir den Begriff des minimalen 
invarianten Elementes ein. Überall soll man nur fast invariant durch in­
variant ersetzen. Den System aller minimalen invarianten Elementen über A 
werden wir durch [-4]* bezeichnen. Für \A\ und [A\* gilt folgender Satz, 
der über die Existenz und Eindeutigkeit spricht. 

(2) — A bedeutet das Komplement von A. 
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Satz 1. Es sei Jt eine Boolesche o-Algebra, Jf ein a-Ideal im Jl und Jt hat 
die Eigenschaft der a-Konfinalität nach unten bezüglich ./V\ Es sei h ein o-Homo­
morphismus Ji in sich. Es sei A e Ji. Dann ist [A] und [A]* nicht letr und 
weiter gilt es: wenn B, C e [A], bziv. B, C e [A]* ist, so ist B + C eJr. 

B e w e i s . Es sei s& das System aller (fast) invarianten Elementen aus M 
über A. Das System stf ist nicht leer, weil h(\j) = \J, wobei V das grösste 
Element in Ji bedeutet. Es sei 0 C J eine maximale Ket te bei der Rela­
tion ^ in J4. Weil Ji die Eigenschaft der cr-Konfinalität nach unten bezüglich 
Ar hat, existiert eine höchstens abzählbare Ket te 0 C 0, so dass für jedes 
R e 0 folgendes gilt: wenn B0 = fl {B : B e 0} ist, dann ist B0 — R e,/V\ 
Es sei C ein beliebiges (fast) invariantes Element über A. Dann ist B0C\ C e 0. 
Das bekommen wir folgendermassen: Wenn R e 0 ein solches Element ist, 
dass ein B e 0 mit B ^ R existiert, dann ist B0 n C — R C B0 — R C B — 
— R e yK und B0 n C = R. Wenn R e 0 ein solches Element ist, dass R = B 
für jedes B e 0 ist, dann ist B0 — RejV* und auch B0 n C ^ R. Damit 
haben wir festgestellt, dass B0 n C f̂  R für jedes R e 0 gilt. Aus der Maxi-
malität von 0 geht hervor, dass B0 n C e 0 und also B0 — C = B0 — (B0 n 
n C) eJr. Damit haben wir festgestellt, dass B0 ein minimales (fast) in­
variantes Element über A ist. Also ist [A]* -+ 0 ([A] ^ f). 

Es sei B,C e [A], bzw. B, C e [A]*. Dann ist B-G eJr und C - B eJr 

und auch B -\- C eJr. 
Das Element A e Ji ist ein wanderndes Element bei a-Homomorphismus h, 

wenn hl(A) n hß(A) = /\ für i ^ j , i, j e N oder i = 0, oder j = 0, ist und 
A ist das kleinste Element von Ji'. Es ist evident: wenn A ein wanderndes 
Element bei h ist, dann ist auch B C A ein wanderndes Element bei h. 
Ausserdem gilt noch, dass hn(A) ein wanderndes [Element bei h für jedes 
n e N ist, wenn A ein wanderndes Element bei h ist. Ein Element A ist 
ein fast wanderndes Element bei h, wenn A n U {hn(A) : n e N] E./V* gilt. 
Es ist evident: wenn A ein fast wanderndes Element bei h ist, dann auch 
B C A ein fast wanderndes Element bei h ist. Wenn A ^Ar und A ein fast 
wanderndes Element bei h ist, dann ist S — A — (J {hn(A) :ne N} ein wan­
derndes Element bei h und A + B eJr. 

Lemma 2. Es sei A e [F] und B e [G]. Dann gilt A U B e [F u (G — A)]. 
Ähnlich gilt AVJ B e[F u (G — A)]*, wenn A e [F]* und B e [G]* ist. 

Beweis . Es sei A e [F]* (A e [F]) und B e [G]* (B e [G]). Zuerst ist F u 
U(G — A)CFuGCAuB. Weil A U B ein (fast) invariantes Element ist, 
zum Beweis, dass A u B e [F u (G - A)]* (A\jBe[F\J(G- A)]) ist, 
genügt es nur zu zeigen, dass für jedes (fast) invariantes Element C über 
F U (G —- A) die Relation A U B <̂  C gilt. Es sei also C ein (fast) invariantes 
Element über F U (G — A). Dann ist C KJ A ein (fast) invariantes Element 
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über F und auch über 0. Es ist also A < 0 U A und B <^ C\J A. Weil auch 
A < G ist, ist auch (A u B) — C = (A - C) u (B - ( C u i ) ) G ^ . Daraus 
folgt jetzt ,4 U 13 < C. 

Wenn A ^JV ein (fast) wanderndes Element bei Ä ist, dann heisst jedes 
Element aus [A~\* ([A]) (fast) dissipativ bei h. Es gilt: 

Lemma 3. Das System Q> aller fast dissipativen Elemente ist additiv und 
monoton nach unten, d. h. wenn A, B e 2 ist, dann ist auch i u B e 3) und 
ivenn {An}nGN eine nicht fallende Folge von Elementen aus Q) ist, dann ist 
U {An : n G N} e Sil. Das System Q)* aller dissipativen Elemente ist additiv 
und monoton nach unten. 

BeAveis. Es sei A, BeQ, d .h . es existieren solche fast wandernde Ele­
mente F, 0 $Jf, dass A G [F] und B e [G], wobei F C A und G C B sind. 
Dann ist das Element H ~ F \J (G — A) ^.Ar und ist fast wanderndes bei h. 
Es ist nämlich: 

(1) II n hn(H) = (F u (G - A)) n (hn(F) u (hn(G) - hn(A))) = 
- (F n hn(F)) u (F n (hn(G) - hn(A))) u ((G - A) n hn(F)) u((G -
- .4) n (Ä»(G) - Ä?i(^))) C (F n /^(F)) u (J + hn(A)) u (6? n 
nhn(G)) ejr. 

Aus dem Lemma 2 folgt jetzt, dass /l U B e [II]. Daraus folgt nun 4 U J B G ® . 

Es sei {An}n€y eine nicht fallende Folge von fast dissipativen Elementen. 
Dann existiert eine solche Folge {Fn}neN von fast wandernden Elementen 
die nicht in ^V liegen, dass An e [Fn] für jedes n e N ist. Wir legen B\ = Fy 
und Bn+i = Bn U (Fn+i — An) für n e N und B = \J {Bn : n e N}. Aus 
der Beziehung 

(2) Bnll n h*(Bn+1) C (Bn n h*(Bn)) u (.4* + h«(An)) u (FVn n (A*(.Fw+i)) 

die für jedes n e N gültig ist, folgt auf Grund der vollständigen Induktion, 
dass die Elemente Bn für jedes n e N fast wandernde Elemente sind. Daraus 
und aus der Relation 

(3) B n h»(B) = \J{Bk:ke N} n hn (U {Bk : k e N}) = 
- (U {Bk n hn(Bk) : k e N}) u (U {Bt n hn(Bj) : i =£ j , i, j G A}) C 
C (U {Bk n Ä~(/4) . * e N}) u (U {J5< n 7^(40 : * < j , ^ j e #}) u 
u (U {/** n Ä»(/?y) : i > j , i,j e N}) = (U {Bk n /*»(£*) : fc e A }̂) u 
u (U fß* n Ä " ( ^ - I u (F\- - A}-x)) : i < j , i,j G A}) u 

u (U {(/Vi u (.Ff - A{-!)) n Ä«(.B,) : i > j , i,j G N}) C 
C (U {-ß* n Ä»(ß*) : ^ e #}) u (U {#/ n hn(B,-!) : i < j , i,j e N}) u 
u (U {Bi n Ä « ( - ^ _ I ) : i < j , i,j G N}) u (U {-Bf-i n hn(B}) : i > 
> j , *\ i e #}) u (U{—-4<-i) ^ Ä*(5,) : i > j , i. j e N}) C 
C (U {Bk n Ä*(J3*) : k G A}) u (U {J5^i n h^-i) : f < 
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< j , i,jeN}) u (U {Ai n (-^(A^)) : i <j,jeN}) u 
u (U {Bi-i-n h^Bt-J : i>j, i,jeN}) u (U {-(Ai-i) n 
n Ä»(.4,) : i > j , i, j G N}) C (U {Bk n Ä»(£*) : k e N}) u 
u (U {Aj-i - h^(A^) : i < j , t, j 6 N}) U (U {h»(At-i) -
- AM : i > j , i,j e N}) C (U {Bk n h»(Bk) : k e N}) U 
U(U{4* + /^(4*):keiV}) 

geht hervor, dass B ein fast wanderndes Element ist. 
Man beweist durch vollständige Induktion, dass An e [Bn] ist. Man benutzt 

«dazu nur das Lemma 2. Jetzt zeigen wir, dass A = U {An • w E ^ } e [-ß] ist. 
Es ist zuerst evident, dass A ein fast invariantes Element über B ist. Das geht 
aus der Tatsache hervor, dass An ein fast invariantes Element über Bn für 
jedes n e N ist. Je tz t genügt es zu zeigen, dass für ein fast invariantes Ele­
ment G über B A ^ G gilt. Es gilt An 5S G für jedes n E N, weil (7 ein fast 
invariantes Element auch über Bn für jedes w, e AT ist. Daraus und aus der 
Relation A — G = U {-4* — C : ?& e N} folgt, dass A < C ist. Damit ist 
das Lemma für den Fall 3) bewiesen. 

Die Behauptung für 3* beweist man ähnlich. Man muss nur die Worte 
fast invariant durch invariant, fast wanderndes Element durch wanderndes 
Element und fast dissipativ durch dissipativ ersetzen. In der Relation (I) 
ist jetzt 

(F n h"(F)) U {A + h*(A)) U (0 n h»(G)) = A n A n A = A-

In der Relation (2) ist jetzt änhlich 

(Bn n W(Bn)) u (An + h*(An)) u (1\ n n hHFnll)) ,_- A 

und in der Relation (3) ist jetzt 

(U {Bk n h»(Bk) :keN}u (\J{Ak + h»(Ak) : k e N}) - A, 

weil JB* n ÄW(£A:) = A und Ak + hn(Ak) = A für jedes k EN ist. Also sind 
die Elemente H, Bn für jedes n e N und £ wandernde Elemente. 

Lemma 4. 2£8 sei X e [4] , bzw. X e [4 ]* tmrf 7 ein fast invariantes, bzw. 
invariantes Element. Dann ist X n Y E[A n 7 ] , bzw. X n Y e [A n 7 ]* . 

B e w e i s . Das Element X n 7 ist fast invariant über i n 7 . Es sei Z ein 
beliebiges fast invariantes Element über A C\ Y. Dann ist Z u ( - 7 ) ein 
fast invariantes Element über A und deshalb gilt X — (Z U (—7)) EJV*. 

Es ist X n Y ^ Z, weil (X n 7) - Z = X ~ (Z U ( - Y)) ist. Daraus folgt 
X n 7 e [4 n 7 ] . Ähnlich beweist man die Behauptung für den Fall X e [4 ]* . 

Satz 2. I£s 8ei ,y# eme Boolesche a-Algebra und JV* ein a-Ideal in Ji. Es soll M 
die Eigenschaft der a-Konfinalität bezüglich Jf haben. Es sei h ein a-Homo-
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morphismus <M in sich. Dann existieren zwei solche fast invariante Elemente X\ 
und X 2 , dass X\ U X2 = V, A — Xi n X2 ist, wobei X\ entweder A oder ein 
fast dissipatives Element ist, und für X 2 gilt: für jedes fast wanderndes Element 
A C X2 gilt, dass A e^V ist. 

Es sei X\ = A oder sei h ein solcher a-Homomorphismus, der folgende Eigen­
schaft hat: wenn B ein fast invariantes Element ist, dass zu JV nicht gehört und 
über dem fast wandernden Element A ist, dann existiert ein fast wanderndes 
Element C, dass zu Ar nicht gehört und für das B e [C] ist. Dann gilt für jede 
andere Zerlegung V ™ X* U X* mit den oben aufgeführten Eigenschaften, 
dass Xx + X* eJf ist. 

B e w e i s . Wenn für jedes fast wanderndes Element i e J gilt A eJ^, 
dann wählen wir Xi = A- Wenn die fast dissipativen Elemente in , # exis­
tieren, d. h. 2 # 0, dann können wir in 2 bei der Relation fg eine maximale 
Kette stf wählen. Wegen der Eigenschaft der cr-Konfinalität bezüglich Jf 
von *J£, existiert eine solche höchstens abzählbare Unterkette s/0 C s/ für 
die für jedes A e s/ A ^ (J {A0 : A0 e stf0} gilt. Weil 2 additiv und monoton 
nach unten ist, ist U {^o : A0 e stf0} e 2. Je tz t setzen wir Xi == |J {A0 : A0 e 
e stf0}. Es sei X2 — — X i . Wir zeigen jetzt, dass das Element X2 die Eigen­
schaft aus dem Satze hat . Es existiert ein fast wanderndes Element A\ für 
das Xi e [A\] und A\<£<Ar ist. Es sei B ein fast wanderndes Element 
und B C X 2 . Es sei C e [B]. Dann ist C\ = X\V C e @. Weil für jedes 
A e s/ A <̂  Xi gilt, gilt auch, dass A rg C\ für jedes A e s/ ist. Also ist 
C\ e s/. Daraus folgt jetzt, dass C\ ^ Xi ist. Weil B C C\ ist, es ist auch 
B < X\. Weil zugleich B n X\ = A ist, muss B - {B n Xi) u {B - Xi) e JV 
sein. 

Es sei jetzt V = X* U X*, X* n X* = /\, X* ein fast dissipatives Element 
aus [A*], wobei A* ein fast wanderndes Element ist und es soll X* die folgende 
Eigenschaft haben: für jedes fast wanderndes Element A C X* gilt A EJV*. 

Nach dem Lemma 4 ist Xx n X* e[A1n X*] und X* n X 2 e [A* n X2] . 
Die Elemente AXC\ X* und A* n X 2 sind fast wandernde Elemente, welche 
in X*, bzw. X 2 enthalten sind. Wenn Xi == /\ ist, dann muss auch X* = A 
und Xt + X* e Jr sein. Wenn Xi -7-= A> dann muss wegen der Eigenschaft 
von cr-Homomorphismus h und wegen der Eigenschaft von Elementen X 2 

und X 2 , Xt n X* G JV* und X 2 n X* G «yf sein. Daraus folgt, dass Xx + X* = 
= (Xx n X 2 ) u (X* n X2) G,/V ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

Ähnlich beweist man den folgenden Satz: 

Satz 2*. Es sei Ji eine Boolesche a-Algebra und JV* ein a-Ideal in d£. Es soll Ji 
die Eigenschaft der a-Konfinalität bezüglich «yiV haben. Es sei h ein a-Homo-
morphismus *M in sich. Dann existieren zwei solche invariante Elemente X\ 
und X 2 , dass Xi n X 2 = /\, V = Xi U X2 ist, wobei X\ entweder A oder ein 

291 



dissipatives Element ist und, h auf J/4 n K2(3) konservativ ist, d. h. für jedes 
wanderndes Element A C X2 gilt A E Jr'. 

Es sei X\ = A? oder h ein solcher a-Homomorphismus, der folgende Eigen­
schaft hat: wenn B ein invariantes Element, das zu Jr nicht gehört und über 
dem wandernden Element A ist, dann existiert ein wanderndes Element C das 
zu Jr nicht gehört und für das B e [G] ist. Dann gilt für jede Zerlegung V = 
— X* U X* mit oben beschriebenen Eigenschaften, dass X1 -f- Xf e Jr ist. 

Wir bemerken, dass die zweite Behauptung im Satze 2 nich gilfc, wenn 
Xi 7̂  A und der ^-Homomorphismus h die Eigenschaft im zweiten Absatz 
des Satzes 2 nicht erfüllt. Tatsächlich, es sei h ein solcher ^-Homomorphismus 
, # in *,#, der die Eigenschaft vom zweiten Absatz nicht erfüllt. Dann existiert 
ein fast invariantes Element B das zu Jf nicht gehört und für das jedes fast 
wanderndes Element C mit der Eigenschaft B E [CJ ZU a-Ideal J" gehört. 
Es sei V = Xi U X2 eine Zerlegung mit den Eigenschaften aus dem Satze 2. 
Weil B = (Xi n B) U (X2 n B) £ Jr ist, ist es entweder Xi n B $ Jr oder 
X2nB^Jr. 

Im ersten Falle, legen wir X* = Xi — B und X* = — X i . Dann hat 
die Zerlegung V = X\ U X\ die Eigenschaften aus dem Satze 2 und für 
ihn gilt X1 + X* = X2 n B <£Jf. Diese letzten Behauptungen beweist man 
folgendermassen: 

Es sei B e [C]. X* ist ein fast invariantes Element, weil es die Differenz 
zweier fast invarianter Elemente ist. Es sei X\ e [A], wo AeJr ein fast 
wanderndes Element ist. Je tz t zeigen wir. dass X* e [A — (A n B)] und 
A — (A n B) $Jr. Es ist evident, dass X* fast invariant über A — (A n B) 
ist, weil A — (A n B) C Xi — B = Xf ist. Es sei T) ein fast invariantes 
Element über A — (A n B). Dann ist D U B fast invariant über A, weil 
A = (A n B) U (A - (A n B)) CB U D ist, Je tz t gilt X* — D = (X^ -
- (XinB)) - D = (Xi - (XrnB)) — (DuB)CX1 - (Du B)e.V\ 
Es ist also X* ^ D und auch X* ist aus [A —(An B)]. 

Jetzt werden wir zeigen, dass A — (A n B) $Jr ist. Aus dem Lemma 2 
geht hervor, dass B e [(A n B) U (G —- (X] n /i))] ist, weil nach dem Lemma 4 
Xi n B e [A n B] ist und es ist weiter B = (Ni n B) U 7i e \(A n 7?) U 
U (C — (X! n 5))] und (A n B) U (G - (X] n 7i)) ist ein fast wanderndes 
Element (Sehe die Formel (1)). Aus der Eigenschaft von h ist es evident, 
dass (A n B) U (G — (Xi n B)) E.V ist und deswegen ist auch A n B eJr. 
Es ist also A - (An B) $J'. 

X* hat also die Eigenschaft aus dem Satze 2. 

Es sei E C X* ein fast wanderndes Element. Dann ist E = (E n B) u 

(3) Das System tJ£ n K2 ist das System allor Elemente aus ,Jf, die in X2 enthalten sind. 
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U (E — (E n B)) und beide Summanden sind fast wandernde Elemente. 
Jetzt mtE - (E nB)CX* - B = (-(Xx - B)) - B = ( - (Xi n (~B))) -
- B = - (X2 U ß ) n (-B) C X2 und es ist also E—(EnB)eJr. Es sei 
F e [E n B], dann ist nach dem Lemma 4F n B e [E n Fi]. Aus dem Lemma 2 
folgt nun, dass B E [(E n B) KJ (C — (F n B))] ist. Wegen der Eigenschaft 
des Homomorphismus h und weil (E n ß) U (C — (F n 43)) ein fast wandern­
des Element ist, ist (E n I?) U (6Y — (F7 n 2?)) eJr und also auch finfi eJr. 
Aus dem bewiesenen folgt, dass E e JV ist. Das Element X* hat also die Eigen­
schaft aus dem Satze 2. 

Im zweiten Falle, legen wir X* — Xr U B und X* — Ar
2 - i?. Die Zer­

legung V — X* U X* hat die Eigenschaften aus dem Satze 2 und Xx + X* = 
— X2 n B £^V\ Das geht daraus hervor, dass X\ ein fast dissipatives Element 
ist, und X* C X , ist. 

Der ^-Homomorphismus h hat die Eigenschaft aus dem Satze 2, wenn 
er positiv nicht singular ist, d. h. das Bild vom er-Ideal ./F bei h ist in J/ ent­
halten. Diese Behauptung bestätigen wir folgendermassen: Es sei B ein fast 
dissipatives Element, das zu Jr nicht gehört. Sollte mindestens ein fast wan­
derndes Element A mit der Eigenschaft B e [A] z\\J' gehören, dann müsste 
wegen der positiver Nichtsingularität von ex-Homomorphismus h gelten. 
dass hn(A) E Jr für jedes n E N ist. Dann wäre A' =-. A U U \hn(A) : n e N} 
fast invariant über A, weil A' 4 hn(A') C U {hk(A) : k =-•• 0, 1,2, . . . , n — 1} e 
e ^ r ist. Also wäre .ß <L A' und 7i =--. A' n B u (B ~ Ar) E.V. Das wäre 
ein Wiederspruch. Also die zweite Behautptung des Satzes 2 gilt für jeden 
positiv nicht singularen a-Homomorphismus. 

Wenn h ein rr-Isomorphismus auf sich bedeutet, d. j . ein eineindeutiger 
cr-Homomorphismus -M auf sich, dann ist auch hr1 ein er-Isomorphismus jft 
auf sich. Je tz t können wir hn auch für ganze nicht positive Zahlen definieren. 
Wir definieren dies folgendermassen: h°(A) — A für jedes A e J£ und hn —-
= (h l)n f\\v n e N. Wenn h ein cr-Isomorphismus J¥ auf sich ist und wenn h 
dazu noch nicht singular ist, d. h. h und Jr1 positiv nicht singular sind, dann 
gilt auch die Behauptung bezüglich Tn für n e N aus dem Satze von E. Hopf. 
Das geht folgendermassen hervor: Wenn V - : X\ U X2 eine Zerlegung aus 
dem Satze 2* ist, dann kann man Xx =-. U \hn(A) : n =-- 0, 4 - ] , ±2, ...} 
für ein geeignetes A gewählt werden, weil aus X\ e \A]* X\ ----- U \hn(A) : n = 
r— ̂ ? zhV ::\:2, . . .} folgt. Es sei k eN. Dann ist A"i ein invariantes Element 
auch bei hk. Das Element B = U {W(A) : i - 0, 1, 2, . . . , k 1} ist ein 
wanderndes Element bei hk und X\ ist ein dissipatives Element bei hk, weil 
X\ e [B] ist. Weil h auf dem System Ja n X2 konservativ ist, dann folgt 
aus [5], dass auch hk auf ..tö n X2 konservativ ist. Dann ist y = X\ U X2 

eine Zerlegung mit den Eigenschaften aus dem Satze 2* auch für den cr-Iso­
morphismus hk. 
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Also gilt der Satz: 

Satz 3. Es sei -/# eine Boolesche a-Algebra, welche die Eigenschaft der o-Kon-
finalität bezüglich des a-Ideals ,Ar hat. Es sei h ein nicht singularer o-Isomorphis-
mus J{ auf sich. Dann existieren X± und X2 mit folgenden Eigenschaften: 
V = Xi U X2, I i n I 2 -= A> Xi ist A oder ein dissipatives Element, h ist 
auf Jt C\ X2 konservativ. Für eine andere Zerlegung V —: -X* ^ ^ 2 9^ ^ 1 + 
+ -X* e / . Die Zerlegung V — Xi ^ X2 ist auch eine solche Zerlegung für 
jeden G-Isomorphisnius h1', wo k e N ist. 

Zusatz. Nach der Einsendung dieser Arbeit habe ich den Artikel [2] ge­
lesen, in dem eine andere Zerlegung gegeben ist. Auch diese Zerlegung; kann 
man ohne das Mass zu benutzen bekommen. Das Hauptersultat, das wir dann 
erhalten, lautet: 

Es sei , # eine Boolesche G-Algebra, J\r ein a-Ideal im Ji und . # soll die Eigen­
schaft von G-Konjhialität bezüglich ,/Vhaben. Es sei h ein o-Honioniorphismus M 
in sich. Dann existieren vier Elemente Y0, Y, Y und Z aus . # so, dass folgendes 
gilt: Yo ist im Y enthalten, Y0, bzw. Y ist das grösste invariante, bzw. das grösste 
Element auf dein h konservativ ist, Z ist das grösste invariante Element auf 
dem h rein dissipativ ist, Y ist das kleinste invariante Element, welches Y ent­
hält, Y und ZJ sind paarweise disjunlä und es gilt: V rLr YQ U (Y— Yo) U 
U (Y — Y) u Z. Wenn Y*. Y*, Y* und Z* vier andere solche Elemente ans Ji 
sind, dann sind die Elemente Y0 + Y^, Y + Y*, Y + Y* und Z + Z* aus ,+ ' . 

Dabei sind die Begriffe .,kleiner" und ..grösser" in dem Sinne der Quasi­
ordnung zu verstehen. 
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ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ Э. ХОПФА 

Ладислав Миши к 

Резюме 

Пусть Л — булева с-алгебра и ,Ж — с-идеал в ней. Определим отношение ^ так, 
что /11 ^ /Ь (Л\, Лъ 6 Л) тогда и только тогда, когда А\ — Л2 е.ЛЛ Тогда отношение ^ 
является квазиупорядочением в Л. ^( имеет свойство о*-конфиналыюсти снизу, соот­
ветственно сверху, относительно Аг, если для каждой цеди <р& при этом упорядочении 
существует не более чем счетная подцепь &, что для каждого Л е «я/ имеет место 
П {В : В е Щ — Л е Ж, соответственно Л — I) {В : В е Щ е Ж. В каждом а-ко-
нечпом пространстве меры (X, Л, т) Л имеет свойство сг-конфинальности снизу 
и сверху относительно системы всех множеств меры 0. 

Пусть к — о--гомоморфизм Л в себя. А е Л есть инвариантный, соответственно 
почти инвариантный элемент, если Л — к(Л), соответственно Л + кп(А) е Лг, где 
А |- В — симметрическая разность элементов Л и В. А е Л есть минимальный (почти) 
инвариантный над В е Л, если 1) В С А, 2) А есть (почти) инвариантный, 3) для 
каждого (почти) инвариантного С над В справедливо А ^ С. А е Л есть блуждающий, 
соответственно почти блуждающий, если А п 1ги(А) — д для гг = 1,2,3 . . . , 
соответственно А п 11 {к"(А) : п = 1 ,2,3, ...} е Аг. А е Л называется (почти) дисси-
пативпым, если существует (почти) блуждающий элемент В е Л — ,ЛГ такой, что Л 
является минимальным (почти) инвариантным над В. 

Теорема. Пусть ^/— булева ег-алгебра,/!^—сг-идеал в ней и Л имеет свойство сг-кон-
фипалыюсти снизу и сверху относительно А". Пусть к — ^-гомоморфизм Л в себя. 
Тогда существуют инвариантные, соответственно почти инвариантные, элементы 
XI и Х2 такие, что XI п Х% = А, V = Х± и Х%, XI —• ИЛИ Л, пли диссипатпвный, 
соответственно почти диссипатпвный, а каждый блуждающий, соответственно почти 
блуждающий, элемент, находящийся в Х%, есть из «/V. 

Если пли XI = Л , пли для к имеет место следующее утверждение: если А ф Ж 
есть минимальный (почти) инвариантный над некоторым (почти) блуждающим, то А 
есть (почти) дпссипативпый,тогда для каждого другого такого разложения V = Х\ и Х\ 
имеет место >Уг + Х\ е ,АГ. ( 
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