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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K A L N Y Č A S O P I S 
R O Č N Í K I X Č í S L O 4 

PRAVDĚPODOBNOSTI V POSTUPNOSTI 
OPAKOVANÝCH SKORO NEZÁVISLÝCH POKUSOV 

A N T O N KOTZTG, Bratislava 

Uvažujme o postupnosti pokusov (í = Ex, K2, . . ., Ek (pokus Ei+1 následuje 
j)o pokuse Ei), pričom výsledkom Tubo volného pokusu i!̂  € (S móže byť j)ráve 
jeden z náhodných javov A[, A\, . . ., A\ (n > 1 je dané j)rirodzené číslo). 

Budeme hovořit, že konečná postupnost 9í7, = ax, a2, ..., ak čísel 
aí € [i, 2, . . ., n] opisuje priebeh prvých k pokusov postupnosti (5, ak vý­

sledkom pokusu Ej je jav A{. (j = l, 2, . . ., k). Znak P(Wk = al9 a2, . . ., ak) 

j)oužijeme pre označenie pravděpodobnosti, že priebeh prvých k pokusov z (£ 

bude opisovat postupnost ?í7. —- O3, a2. . . . , ak. Pre pohodlnejšie vyjadrovanie 

zavádzame znak P(9í0) = 1. 

O pravdepodobnostiach P($\k — a±, a2, . . . , ak) vyjadrujúcich zákonitost 
skúmaného přetržitého stochastického procesu, pravda, jolatí: 

(A) 1 ^:P(Wk = als a2, . . . , ak) ŽO. 

pře [libovolné k celé nezáporné a pre lubovoinú připustím postupnost W,. 
a j)latí ďalej: 

('*) i P(%n <h* 'h "M- i) = Wh - "i- «2- • • -, "/.) 

<i je teda V/ÁW: 

(C) 2 ^ ... i P(% - «i. ",• • • • • «.-) = IW = i• 

.Je známe, že o j)ravdej)odobnostiach v ])ostupnosti opakovaných nezávis­
lých pokusov s rovnakým rozložením jmivdepodobností a len v takejto j>o-
si u|)nosti platí i1' 

/ ^ W i - " , • «-2í . - - , «.-. <h+i)=P(% = "i. *2> . . . ? % ) . P ( ^ i - « H - I ) ; 

(') 
n Pozři napr. H. V. O n e d e n k o , Kurs teorii verojatnontej, Moskva 1954. 
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pre všetky k ==- 1, 2. . . . a pre všetky rózne přípustné postupnosti al9 a2, . . ., 
ak+i- J e ^ e z známe, že dósledkom splnenia podmienky (1) je platnost týchto 
rovnic: 

P(3I, = a-, a2, . . ., a,) = P(W, = a v a i f . • • •• «,,). (L>) 

kde a l 5 a 2, . . ., â . je 1'ubovoTná přípustná postupnost a (h~ L> -;,) je iubo-
volná permutaci a čísel 1.2, . . ., k; ďalej z (1) vyplývá: 

n 

2 P ( 8 í m = «!, a 2, . . ., o t , i, y) = P(9í,+, = a 1 ; «., . . ., «,, ?). (3) 

Iným dobré známým dósledkom splnenia podmienky (1) je tento dósledok: 
o absolutnej (nepodmienenej) pravděpodobnosti F(Af), že výsledkom k-teho 
pokusu bude jav Af, platí: 

P(A\) -=: P(.4?) = . . . ~ P(At) - . . . (4) 

pre [libovolné i G (1,2 w} a pre fubovoíné číslo k prirodzené. 
V našom příspěvku budeme sa zaoberať takým stochastickým procesom. 

v ktorom pravděpodobnosti vyhovujú podmienke (2). Vlastnému skúmaniu 
po připomenutí známých věcí predošlime ešte poznámky, ktoré osvetlia vzfah 
podmienky (2) k ostatným podmienkam (1), (3), (4). Ako bolo už konstato­
vané, platí: 

(J)-->(2); (!)--> (3): (-)--> (4): 

cize: Iul)ovoIná z podmienok (2), (3), (4) je nutnou podmienkou pre platnost 
rovnic (1). 

Cahko sa přesvědčíme, že platí toto: 

( l)--->(2)=>(3)^(4). 

Vztah (1) --=> (2) je známy. Dokažme, že platí (2) => (3), t . j . , že ak platí (2), 
platí aj (3). Ak totiž je splněná podmienka (2), potom súčet z (3) možno upravit 
takto: 

n n 

2 P(%c+2 = : a i , «2> • • • , «.-> í j) = X P($h+2 = ai >a2- • • ' • ak? /> *)> 
4 = 1 1 = 1 

z čoho ihned podlá (B) vyplývá rovnica (3). Obdobné je to, ak postupnost 
al3 a 2, . . ., ak je prázdna (t. j . keď k ~ 0). Platí preto (2) => (3). Dokažme 
napokon, že (3) implikuje (4): ak je splněná podmienka (3), potom je nutné 
pře lubovolné i £ {1,2, . . .,n} a pre lubovolné k prirodzené: 

n 

2 -iP(8I*+i = al9 a2, . . ., a&9 i) -= P(%k = al9a29 . . ., ak 3, i) 
a j r i 

n 

2 -P(9t* = ai, a2, - • -, «*-!» ť ) = -P(9lt-1 = «1> «2> ' ' •> a7c-2, •) 
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a teda: 

P(AVI) = 2 i . . . i, p(%+1 = %,«2. ..-.«*.o=-°(?ti = *•)=p^í). 

co dokazuje platnost vztahu (3) => (4). 
Ukažme ešte, že žiadne dve z podmienok (1), (2), (3), (4) niesú ekvivalentně. 

Že podmienky (3), (4) nie sú ekvivalentně, je známe. Podlá vyššie uvedeného 
je ktorákolvek z podmienok (1), (2), (3) ostrejšia než podmienka (4), t. j . 
platnost rovnice (4) je sice nutnou, nie však postačujúeou podmienkou pre 
splnenie ktorejkolvek z požiadaviek (1), (2), (3). Ako příklad na stochastický 
proces, v ktorom je splněná požiadavka (3) a nie je splněná požiadavka (2), 
móže nám poslúžiť zovšeobecnená Pólyova schéma takto konstruovaná.: nech 
n 7\ 2 a nech A je lubovoTné číslo z intervalu (0; 1). Nech pre lubovolnú 
prípustnu konečmi postupnost at,a2, . . .. a / i + ] pri 1'ubovol'nom celom nezá-
])ornom k platí: 

P( ?l,,+2_-= ax,a2, . . ., a,,, a,,+1 ,i)_ ___ P(2l_+i___=__aj., <*2, • • •____**_*) __, f 

Píšr-hr^ffiT^vr:",^^) " ' w.. = a_:O2.. ..,»J 
( r > ) 

iik je i ----- a,+ 1 a nech je: 
P ( W t + 2 j - - ^ , a 2 , . . . , a . , a , + 1 , i ) __ -P(2í7£+1 = «j , a2, . . . ^ i ) 

p(«„;; = ^a2:'T:::O ,; a;+1) ~ "" '" ~ p _ c : : *_, a 2 , . . . , a j 
(($) 

ak je i 4= a;,,._, [pri k = 0 kladiemeP( 3f0) = 1 a podiel P(? i , + 1 = a_, . . ., a_, i): 
P(A_ — a_, . . ., a,) přejde v pravděpodobnost P(9í_ = 1)]. 

Pomocou rovnic (5), (6) možno zřejmé pri daných pravdepodobnostiach 
n 

PC.)Í_) = _o_ (kde 1 > pi > 0; _̂  pi =~. 1) a danom čísle A určit lubovolnú 
/ = i 

pravděpodobnost P(2l_ = a 1 ? a 2, . . ., a_), kde Z ~- 2, 3, 4. . . . . 
Z rovnic (5), (6) vyplývá pre Tubo volné t 6 j i, 2. . . ., n) toto: 

^ -P(2l..4 2 = «i • « 2 - • • • > % + i > *) 
a. , , = 1 

•= ( 1 - J>~p(«7--^rrci,7:.-.;«,r ". --_/<«-« = 
ttA + l 

== a l 9 a 2 ? . . ., ak, ak+1) + AP(Wk+1 = al9 a 2, . . ., ak, i) = 

= (1 - A) . P(2lA.+1 = al9 a 2 , . . ., a,., i) + /1P(2íA+1 -= a_.. a 2 . . . ., ak, i) = 

= P(2tA.+1 = al9a2, . . .,ak,i). 

Teda opísaná zovšeobecnená Pólyova schéma vyhovuje podmienke (3) pri 
n 

lubovolnom A 6 (0; 1) a pri Tubo volných _pť € (0; 1), kde _V _p» = 1. Táto 
»tří 
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schéma nevyhovuje však podmienke (2), lebo napr. požiadavke P(?l :, — 
-- i9 i, j) -== P(9I3 = í, y, i) možno vyhovieť len tak, keď A = 0 a to je už 

případ opakovaných nezávislých pokusov, vybočujúci z rámca námi opísanej 
zovšeobecnenej Pólyovej schémy. 

Ukažme napokon pomocou jednoduchého příkladu, že splnenie požiadavky (2) 
nie je postačujúcou podmienkou pre platnost rovnic (1): Nech p1, p2. . . . . pu 

(kde n > l) sú lubovoiné čísla € (0; 1) také, že platí \pi — I. Položme ])ri 
To 

lubovolnom k prirodzenom: (x) P(s)\k = al9a2í . . . , ak) = p{, ak je ax = a2 -
- - - . . . = ak = i € {1, 2, . . ., n}, (/?) P(WA: = a l7 a2, . . ., ak) = 0, ak v ?(,. sa 
vyskytujú aspoň dve rózne čísla. Takto definované pravděpodobnosti priebehu 
pokusov postupnosti (5 vyhovujú zrejme požiadavke (2) a nevyhovujú po­
žiadavke (1), t . j . nejde o postupnosť opakovaných nezávisJých pokusov. 
Platí teda (4) non => (3) non => (2) non (1), čim je naše tvrdenie dokázané. Z u ve­
deného vyplývá preto ohladom vzájomného vzťahu medzi uvažovanými po-
žiadavkami toto: požiadavka (2) implikuje požiadavky (3), (4). je nutnou, nie 
je však postačujúcou podmienkou pre splnenie požiadavky (1). 

O postupnosti (5 budeme hovoriť, že je postupnosťou opakovaných skoro 
nezávislých pokusov, ak pravděpodobnosti P($ik = aA. a2 a,..) priebehu 
pokusov tejto postupnosti vyhovujú požiadavke (2). 

P o z n á m k a 1. Uvedeirý názov opakované skoro nezávislé ])okusy volíme 
preto, aby sme zvýraznili aj v samotnom názve skutečnost, že medzi uvede­
nými často uvažovanými požiadavkami (2). (3), (4) je požiadavka (2) najbližsia 
])ožiadavke (l). 

P o z n á m k a 2. Pojem pravděpodobnosti v postupnosti opakovaných skoro 
nezávislých pokusov sa už v literatuře z teorie pravděpodobnosti vyskytol. 
Tento pojem spadá pod pojem tzv. postupností ekvivalentných náhodných 
veličin, o ktorých je v literatuře už niekoFko ])ojednaní (s])omeňme napr. 
f)rácu H. M. G r u ž e w s k e j . On the law of probability and the e. f. of the stati-
dardised sum of equivalent variables). FJlavné výsledky týchto ]>rác vyplývajú 
zo všeobecného ])ojednania založeného na metodách funkcionálně] analýzy 
pochádzajúceho od E. B. D y n k i n a (pozři [7]). Tam však sii nesené iné problé­
my a použité sií iné metody než tie, o ktorých pojednáme v ďalsoni. 

Prejdime teraz ku skúmaniu ])ostu])iiostí o])akovaných skoro nezávislých 
pokusov. Skutočnosť, že pravděpodobnosti v stochanistických ])roeesoeh, ktore 
hodláme skúmať, vyhovuji! rovniciam (2), umožňuje nám zaviesť isté zjedno­
dušené označenie: nech opáť n > I je dané prirodzené číslo; symbol P[š1. * 2 • 
. . ., f/|, kde ft + £2 + • • • ~h £,<. — s, použijeme pre označenie pravděpodob­
nosti, že postupnosť S.?U o f členoch opisujúca priebeh prvých £ ]K)kusov bude 
obsahovat ako člena číslo 1 právě | x krát, číslo 2 právě iř2 krát, atď. až číslo n 
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})ráve f ,4 krát. Teda napr. P[2, 1,0, . . ., 0] možno vyjadriť, ak použijeme prv 
zavedeného označenia, ako súčet takto: 

P\2, 1, 0, . . ., 0} = P(% = 1, 1, 2) + P(% = 1, 2, 1) + P(% = 2, 1, 1). 

Pretože vo všeobecnosti róznych postupností 5í c (ako o tom hovoří aj uvedený 
příklad), vyhovujúcich požiadavke, aby členom postupnosti bolo číslo i právě 
íj krát (i = 1, 2, . . ., n), móže byť viacej, je výhodné definovať si pre Tubo-
volnú postupnosť celých nezáporných čísel o n členoch X = £1? f2, . . ., fu aj 
pravděpodobnost n]^. £2. . . ., f j pomocou P[£1? f2, . . ., f j takto: 

P[Í! , ?2 < - • • , f J = "V r r r - t T *!& ? Í2 • • • • , í J • (7) 

Koeficient pri Trff-., f2, . . •, ŠJ v rovnici (7) je číslo, ktoré udává počet 
róznych takých postupností o £ = f2 + f2 + . . . + £M členoch, v ktorých 
číslo i'6 {1, 2, . . ., n} sa vyskytuje právě £.• krát. Preto n[^l9 f2, . . ., f J -•• 
vzhfadom na to, že (£ je postupnosť opakovaných skoro nezávislých pokusov 
je pravděpodobnost, že priebeh prvých f pokusov bude opisovat lubovoiná 
(jedna) pevné zvolená taká postupnosť o f členoch, v ktorej číslo i sa vyskytuje 
právě ft krát. 

P o z n á m k a 3. Aby nedošlo k nedorozumeniu, rozlišujeme symboly prv 
i\ teraz zavedené jednak tým, že prv za symbolom P používali sme gulaté 
a teraz hranaté zátvorkyr a jednak tým, že v novozavedenom symbole ne-
uvádzame označenie pre postupnosť f1; | 2 , . . ., £n . 

Z rovnic (B) lanko vyplývá pre pravděpodobnosti n\šly f2, . . ., £ J platnost 
týchto, pre ďalšie úvahy dóležitých rovnic: 

(D) 

líl >Š2> • • •> £ J = ttfíl + l rÇ2 , . . • , f j + 

-f *[£,., f2 + - ,&, •••,s tJ + 

+ 
+ .-[£,., &, . . . , f „- . . ,{„+ 1]. 

Ak ^ , í2 Sn, /; sú íubovolné celé nezáporné čísla, kde 0 < ^ fť; 0 ^ 

potom opakovaným dosazováním do rovnic (D) přesvědčíme sa, že platí vždy 
aj toto: 

(E) n\^ , f2, f J = > - - ?/- T n\^ + ^ , g2 + rí2, . . ., £w + ?/J . 

kde naznačený súčet třeba previesť cez všetky rózne rozklady čísla rj na celých 
nezáporných sčítancov rjx + rj2 +- . . . + ?jn = /?. 

Prvou úlohou, ktorú si vytyčujeme pri skúmaní postupností opakovaných 
skoro nezávislých pokusov, je odvodenie jednoduchého vzorca pre výpočet 
tzv. faktoriálnych momentov rozloženia pravděpodobností n-tíc náhodných 
premenných {£-_, f2, . . ., frt} po f pokusoch. 
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Definujme si najprv funkciu u™ premenných u, v (kde u, v sú čísla celé 
nezáporné) takto: 

i um = u(u — l)(u — 2) . . . (u — v -f 1), Ok v > 0 
í * (8) 
^ t̂ toi __. \ pyelubovolné u celé nezáporné (je tiez O101 — 1). 

Pomocou funkcie uM definujme faktoriálne momenty T^, s2, . . ., s j roz-
loženia pravděpodobností pre íubovoiné prirodzené £ a pre [libovolné celé 
nezáporné čísla sl9&2> .--,sn takto: 

9>ř(*i, *2, • • . , « J = SP[fi,f«, • • ., f J . # l J í i / s ! . • • & » , (9) 

kde naznačený súčet třeba previest cez všetky rózne rozklady čísla £ na celých 
nezáporných sčítancov £-. -f- £2 -f- . . . + f „ = £. 

P o z n á m k a 4. Faktoriálne momenty při úvahách z teorie pravděpodobnosti 
používajú často mnohí autoři (napr. V. I. R o m a n o v s k i j , S. G u l d b e r g . 
J . S e i t z a i.)2) v tomže zmysle ako v nasej práci, používajú však pre ich ozna-
čenie inú symboliku. 

Priamo z deřinície je zřejmé, že platí 

7^(0, 0, . . . . 0) = 1 pre všetky £ > 0. (10) 

Položme s —. sx -\~ s2-\- • • • + s,,. Eahko dokážeme, že platí toto: 

^ í K • <V • • - sn) = ° vždy* keď je £ < s = ^ -f- s2 -|- . . . f <s',t • (11) 

Ak je totiž £ < s, potom při jubovolnom rozklade čísla £ na celých nezápor­

ných sčítancov aspoň jedno číslo £> je menšie než číslo sí a pretože pre £t < *. 

je zrejme £,^J = 0 (pozři definíciu (8) funkcie u[v]), musí sa rovnat nule každý 
zo sčítancov P[^ , £2, . . ., £J• . £r

1
Sl! fl*2' . . . £^nl a teda aj celý súčet na právej 

strano rovnice (9) rovná sa nule, ak je £ < s. 

Ak je £ —- s, potom platí: 

<P$(si • *3 > *„) =-- p\ *i - V • • • > Vl >hf- *2 ! • • • * « ! —s'! ?*K • *-i •* ..I • 
(I--) 

Nenulovým sčítancom v súčte pre ^('-V6^- • • • • fVu) móže byť totiž sčítance 
P\Ši,Š2 I J . ď , j -ď 2 ] . . . . £ Í> ' , v ktorom je £t =- ^ ; £2 = *2; . . . ; 

Sn =̂ sn a žiadny iný. Pretože je sp1 — «$.•! pre [libovolné celé nezáporné <s\. 
vyplývá z uvedeného naše tvrdenie. 

Nech teraz je £ > s; £ — r -|_ .<?. Je teda: 

< p r + , K , « , , . . . , «„) = SP[«5,, fs. . . .. f„ I . ď ' ] # j • • • ď» ; . (13) 

Položme 5i = •>'( -f- «ť. Pretože nenulovým (teda kladným) sčítancom v súčte 
na právej straně rovnice (13) móže byť len sčítanec, v ktorom £,- S čtť. pre 

*) Pozři [2], [31. [6]. 
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všetky i -•=- 1, 2 ra, možno hfadaný faktoriálny moment vyjadriť takto: 

9>r+.-(*l , * 2 .•••»*») = 

= XP[ri + a1, r2 + «„ . . ., r„ + «„](.-.. + «,)&•.](>,, + a,)!*.! . . . (rn + « „ ) M 
(14) 

kde súčet třeba previesť cez všetky rózne rozklady čísla r na celých nezápor­
ných sčítancov rx + r2 + . . . + rw = r. 

Ak do rovnice (14) dosadíme pod]'a (7) a použijeme vztah (r, + st.)-*.- = 

fo+ *,-)! , dostaneme: 
r{! 

<P.+<(*1 < S2 Sn) = ) = Y. ІL± (r + s)\ 

2)\... (r„ + 8,)\ 

(U + Sy)\ (r2 + s2)\ (rn + sn)\ 
. . . .JI\I\ + * 1 , r g + «j, . . . , » • „ + „ 

' 2 • ' n • 

a po vykrátení a úpravě dostáváme napokon 

(r + s)\ V^ r\ 
7V+.(*i , *. ? •... * J = —-~y-" ' 2 J " r ! r j ~ >' T ^ + ^ ' f2 + ó2, • • •, rw + sftJ, 

' ' " '" •"" "" (15) 
či že [pozři (E)J: 

(r + 5)! 
Ťr+ÁSl > *2 . . . • > O = "K--yf --- ^[81 > *2 > • . • » *»] > ( 1 6 ) 

alebo —- ak použijeme vyjadrenie pomocou funkcie ulv] a položíme TT[0, 0. 
. . ., OJ -- 1 — móžeme všetky rovnice (10), (11), (12), (16) nahradit jedinou 
rovnicou: 

Vsfa ,s2. . . . . sn) = Šls] . 71^ ,s2, . .., sj, (17) 

ktorá platí pre lubovolné celé nezáporné s1} s2, . . ., sn, | . 
Dostali sme tak velmi jednoduchý vzorec pre výpočet faktoriálnych mo-

mentov zo známých pravděpodobností 7i\s1, s2, . . ., sn\. 

Rovnica (17) umožňuje nám tiež poměrné lahký výpočet obvyklých moc­
nino vých momentov JU$(S1, s2, . . ., sH) takto definovaných: 

/ / + V *,, . . „ O = SP[fT, f2, • • ... Sn] • ťí • f? • • • ťn" (18) 

kde s1, s2, . . ., sn sú lubovolné celé nezáporné čísla, | lubovolné prirodzené 
číslo a kde naznačený súčet třeba previesť cez všetky rózne rozklady čísla f 
na celých nezáporných sčítancov l i + l 2 + . . . + Šh = I. 

Velmi jednoduchý je přechod od momentov q>$(sl9 s2, . . ., stl) na momenty 
JLÍ^SJ . s2, . . . . s j pre malé s — s± + #2 + . . . + <v Tak napr. priamo z de-
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finícií t ý c h t o m o m e n t o v je zřejmé, že p la t í p r e s ~ 0 a p ř e TubovoTné f l>ri-
rodzené t o t o : 

ps(0, 0, . . ., 0) = ^ ( 0 , 0, . . ., 0) = 1. (19) 

J e £l()t = f ° = 1 a je f111 = £; po rovnán ím rovnic (9), (18) l anko zist íme, 

že a k je s( <̂  1 p re v še tky i = 1,2, . . . , n, t a k p l a t í : 

/*f fo, s2 . . . . . s j = ^ ( ^ , *2 , . . . . sn). (20) 

Teda je n a p r . : 

/ ^ ( l , 0, 0, . . . , 0) = q>s(l, 0, 0, . . . . 0) = f . rc[l. 0, 0, . . . . 0 | j 

/i*(0, 1, 0, . . . , 0) = ^ ( 0 , 1, 0, . . . , 0) = f . 7t[0, 1, 0, . . . , 0) (2L) 

/ i f ( l , 1,0, . . . , 0 ) = ? f ( l , 1,0, . . . , 0 ) = f(f - - i ) . j r [ i , 1,0, . . . , 0 ] . | 

Ak je 5{ = 2 p re i = 1 a s}: = 0 p r e v š e t k y ?' 4= -> * € íV 2 , . . . . n } , p la t í 

pód i a (9), (18) a (20): 

99,(2, 0, 0, . . . . 0) = /i5(2, 0, 0, . . . , 0) - ^ ( 1 , 0, 0. . . . , 0). 

cize: 

^ ( 2 , 0, 0, . . . , 0) = f . (f - 1) . 7r[2, 0, 0 0] + f . * [ ! , 0. 0. . . . . Oj. 

Obdobné p l a t í : 

ps(0, 2, 0, . . . , 0) = f . (f - 1) . 7z[0, 2, 0, . . . , OJ + f . JZ[0, l. 0. . . . , Oj. 

T ý m sú odvodené v š e t k y m o m e n t y p o t ř e b n é n a p r . p r e v ý p o č e t koeficientu 
korelácie rx 2(f) (k torý je odvislý od p o č t u f v y k o n a n ý c h pokusov) t a k t o 
def inovaného: 

>i,2(f) = 
__ ^ ( 1 . 1.0. . . . , 0 ) -- fi,(\, 0, 0, . . ., 0) . ^ . ( 0 , 1, 0, . . . . 0) 

~~[/M2,0,0, . . . , 0 ) //?(1,0.0 0 ) ^ . 1 ^ ( 0 . 2 . 0 , . . . . 0 ) -// ! ( ( ) . 1.0 O))-' 
(22) 

J e t o t i ž p o d l á (17), (20), (21), (22) p o ú p r a v ě : 

( l — —\ Jt[i, 1,0 0 | — n[l. 0. 0, . . . . 0 | . 7i[\. 1, 0. . . .0] 

'i*® == — ,7 l i V * ( 1 > 8 ) 

( l - ) 7r{2, 0, 0. . . ., 0] - ^ | T , 0. ( ) , . . . . OJ j 2 . 

. ( i ---) 7z[0, 2, o, . . . , o| — -T2|'Í), i , i , . . . , oj r 

z čoho íahko odvodíme tuto limitu: 

lim rM(£) = 
| ->+co 

_ 7i[l. 1,0, . . . . OJ TT[1, 0, 0, . . . . 0 | . JT[0, 1, 0, . . . . OJ 

~ [n[2s 0, 0, . . . , 0 | - - JT*[1, 0, 0, . . . , Oj]*. [JT[0, 2, 0, . . . , OJ - ^ [ 0 , 1 , 0 , . . . , O j ] - ' 
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P o z n á m k a 5. Vzorec pre výpočet koeficientu korelácie r, ?(f), kde 
{i, j} C {1, 2, . . . , n}\ {i, 7} + {I, 2}, čitatel si Tahko odvodí z (23). Podobné 
Fahko sa odvodzuje limita lim rif7-(f). 

Z porovnania rovnic (9), (18) možno však vyvodiť aj ďalšie dósledky. 
Uvažme, že lubovolný nenulový súcin £Í*l] . f2*

2J fj*n] možno vyjadriť 
následovně: 

á"!. á"} ď-] = f* • f* fř+aeny c[:;:;':;;;;yf?. # f,\ 

kde r2, r2, . . ., rn sú celé nezáporné čísla, ktorých súčet r = rx + r2 + . . . + rw 

je menší než 5 = ^ + 5 t -f . . . - ) - sM a kde koeficient cí* 1 ' ' 2 ' ' ' ^n] je 

odvislý od kombinácií čísel r{, st- a nie je odvislý od čísel &, f2 > •••>£,»• P l a t í 
p r e t o : 

* i 

VÍÍ*, ,* o = ,«ť(«i»«.. •• •.*»)+ 2 o 2cR. , í . '- ' . 'y^ ( r i ' ' " 2 ' ••••r")' 
(24) 

kde naznačený druhý súčet třeba previesť cez všetky rózne rozklady čísel 
r = 0, 1, . . ., s — 1 na celých nezáporných sčítancov r = rx + r2 + . . . + r,t. 
Koeficient cr 1 '^ 2 ' * ^ n ] je přitom vždy číslo celé. PodTa toho možno obrá-
tene momenty fit(sx, s2, . . ., sn) vyjadriť pomocou momentov ^ ( s 1 ? s2, . . . . sn) 
takto: 

8— i 

tiS(*ltst.. ..,*j = ?f(«,,* o + v 2 < i K ' • • ' % ] ^ ( ř i ' r 2 ' • • •»^ 
r—-o 

(25) 
kde opáť druhý súčet třeba previesť pre všetky r = 0, 1, . . . , $ — - 1 a pre 
všetky rózne rozklady čísla r na celých nezáporných sčítancov r = rx + r2 + 
-f- ..* + r w . 

Toho využijeme pre výpočet limit momentov rozloženia pravděpodobností 

náhodných premenných £• = -z—j——-—* -j~- . Definujme si momenty 

M*(*i • *2 *J (kladieme f = £ + í 2 + . . . + gn) takto: 

-tf£(*, • >v • • •. *J - Vp [ f l , f a , . . . , f j (A)51. (A)*\ . . . (A)*-; (26) 

(namieato premennej fť zaviedli sme premennú A = f t ,ktorá udává relativný 

])očet výskytov javu A{ v | pokusoeh). Platí teda: 

M\(s,, *a, . . ., *J == A . ^ , *2, . . ., *J. (27) 
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Vypočítajme limitu M$(sx ,s2, . . ., s t), keď£ rastie nad všetky hranice. Platí: 

lim M*(sl9 s2, 8n) = lim ~^ju^(sl, s2, ..., sn) = 

1 ,^1 1 
lim — cp^s,,s2,..., sn) + lim 2 2 4 £ £ . . : : y • -& v&i- ^ . 

- ' - i" 5 - *+» r = o £ 
• +oo f' 

Je však: 

a je: 

' • „ ) . 

| l r J 

lim ——- = 1, ak je r = s. 

f[rl 

lim - z—= O, ak je r < *. 
|->+CO £ 

Platí preto [pozři (17)]: 

lim M§(819 s2, ...,8n) = 7Z[813 s& * J . (28) 
b

ř - > 4 - 0 0 

M$(sl9 s2, . . . , sfl) sú momenty náhodného vektora (f1? | 2 , . . .. £ J obmedze-
ného podmienkou O <J f? <; 1. V dósledku toho a podlá vety 1,6 a koroláru 1,1 
diela S h o h a t — T a m ar k in , The problém of moments, New York 1943 existuje 
právě jedna distribučná funkcia F(xl9x2f.,..xii) tt-rozměrného vektora 
(£x, f2, . . . . £ J obmedzeného podmienkou O <L £i• <L 1. ktorá má za momenty 
výrazy 

M(s1, s2, . . ., sn) — lim M4^1, 82 sn). 
I - •+00 

P o z n á m k a 6. Systém čísel splňujúcich (D) je 1'ubovol'ný (pii samo 
zrejmom obmedzení, že JZ sú pravděpodobnosti). Použitím postupnosti skoro 
nezávislých pokusov bola zostrojená distribučná funkcia F(xx, x2, . . ., xtl) ako 
limitně rozdelenie, ktorá má uvedené hodnoty za momenty. Obrátene: ak je 
daná distribučná funkcia F(xx, x2, . . ., xn) náhodného vektora (£l5 f2, . . . . f J 
obmedzeného podmienkou O ^ ^ ^ 1 a M(s1,s2, . . ., s j sú jej momenty, 
potom existuje postupnost skoro nezávislých pokusov. o pravděpodobnostiach 
ktorej platí: 

n[Si> s2, . . ., sn] = J f f o , * t , . . . . s j . 

Vr predchádzajúcich častiach zaoberali sme sa základnými vlastnosťam 
stochastického procesu, v ktorom pravděpodobnosti vyhovujú podmienke (2) 
t. j . v ktorom pravděpodobnost P($lk = al9a2, . . ., ak) je invariantná voč 
Tubovolnej permutách čísel ax,a2, . . .,ak. Ukázalo sa (v časti 2), že existujú 
stochastické procesy (ponímané ako priebeh výsledkov v postupnosti opako­
vaných skoro nezávislých pokusov), v ktorých — napriek tomu, že je splněná 
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odmienka (2) — nie je splněná podmienka (1). Teda napriek tomu, že je 
splněná podmienka (2), podmienená pravděpodobnost 

PS\+i~a^a*> — LJfll^i). = P { a | g y (30) 
P(% = a1,a2, ...,ak) * + 1 ' 

móže byť odvislá od volby postupnosti $lk. 
V literatuře z teorie pravděpodobnosti sa často střetáváme so skúmaním 

takých postupností opakovaných pokusov, v ktorých podmienená pravdě­
podobnost nie je sice konštantná, ale predsa spíňa isté podmienky. Neraz boli 
skúmané také systémy pravděpodobností, v ktorých podmienená pravdě­
podobnost javu A.} v (k + l)-om pokuse sa zvyšuje (resp. znižuje), ak relativný 
počet výsky to v javu Aj v predchádzajúcich k pokusoch bol vyšší (resp. nižší) 
než pravděpodobnost FC^ — j) (sem patří napr. aj známa Pólyova schéma 
a jej mnohé zovšeobecnenia),3) alebo naopak. Takéto schémy vystihujú dobře 
procesy, v ktorých změna podmienenej pravděpodobnosti P(ak+1\^lk) je vy­
volaná odklonom skutočného priebehu procesu od „normálneho" priebehu. 
t. j . od priebehu, v ktorom relatívn}^ počet výskytov javu rovná sa (alebo 
sa přibližné rovná) pravděpodobnosti P(^\x ~ j). 

Poměrné široké možnosti vo volbě distribučnej funkcie F(xl9x2} ...,xtl) 
(z predehádzajúcej 4. časti) charakterizujúcej stochastický proces, pravdě­
podobnosti ktorého vyhovujú podmienke (2), priamo nás nabádajú k tomu, 
aby sme na pravděpodobnosti v opakovaných skoro nezávislých pokusoch 
kladli ešte ďalšie podmienky. Urobíme tak a budeme požadovat následovně. 
Nech .r,. x2 xH sú [libovolné celé kladné čísla také, že je 

x, : x2: ... : xu = P(% = 1) : P(% = 2) : . . . : P(9I f = ?i). 

Ziadajme, aby o pravděpodobnosti ach -r[f1? f2, . . ., f J definovaných v časti 3 
platilo toto: 

rrlsS + xL, f2 + x2, . . . . Šn + xn\ = Jt[^, f2, . . ., | J . 7t[xx, x2. . . ., xj (31) 

pro [libovolné celé nezáporné čísla £i, f2, . . ., fn. 
Vyslovená požiadavka má tento zrny sel: žiadame, aby opravdepodobnostiach 

P(s)\hl — t/(1, a2 am), ktoré vyhovujú podmienke (2), platilo ešte aj toto: 

P^){»n+k + l~^l^a^_- • • > «m-lijc:
 l) = P(%n + l = ai>a2, • • • , a m J) , . J 2 ) 

P( 91,,H * = %, a2, . . ., a m + i . ) F( 91 m = «!, a2, . . ., a J 

za předpokladu, že je fc = a^ + x2 + . . . + xn a že v čiastočnej postupnosti 
ř/m+i» a'w»+2> • • •» a//.+/.• s a číslo ý vysk}^tuje právě Xj krát; ináč povedané: žia­
dame, aby podmienená pravděpodobnost P(i |2lM) sa nezměnila, ak v dalších k 
pokusoch bude normálny priebeh (t. j . ak relativné početnosti výskytov jed­
notlivých možných javov budu sa rovnat ich apriorným pravdepodobnostiam). 

*) Pozři napr. |2], [4], [5], [6]. 
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P o z n á m k a 7. I)alšiu podmienku pre pravděpodobnosti v postupnosti opa­
kovaných skoro nezávislých pokusov formulovali sme rovnicou (31) předběžné 
ien pre případ, kde pravděpodobnosti P(5íx = i) sú čísla racionálně. V ďalšom 
sa ukáže, že uvedenu požiadavku možno lanko zovšeobecnit aj pre fubovolné 
reálné P(% = i) € (0, 1). 

Prv než přikročíme ku konštrukcii systému pravděpodobností TT\ f x, ^"2, 
. . ., £ J , ktorý vyhovuje podmienke (31) [čím bude súčasne zostrojený uva­
žovaný systém pravděpodobností, vyhovujúci aj podmienke (32) aj pod­
mienke (2)], urobme niekolko přípravných úvah. 

Nech je daná íubovoiná štvorcová matica 11 a ť j ^ ||?,j=i • ktorá má tieto vlast­
nosti: 

((\) 0 < « í ; < 1 pre všetky i, j €{1, 2, . . ., n} 

(y) determinant 

pre všetky ? '€{! , 2. 

D.= 

a11;aÌЛ, . . . . « , „ 
^ 2 , 1 9 a2Л> • • • Î ^2, n 

ß и , L anЛ ? ' ' ' >an,n 

nerovná sa nule; 

(d) položme bz• j = l oga i ? ; platí: determinant 

bM,b1>2, . . ., b1/t j 

D b 

^2,1> "2,2> ' ' • з ^ 2 , н 

Ь;i,l A , 2 > • ' • A , л 

nerovná sa nule. 
Nech cl9 c2, . . ., cM sú isté kladné čísla, z ktorých každé je menšie než 1. 

Nech platí o nich c± + c2 + . • • + c;t = 1. 
Definujme funkciu T T ^ , £2? • • •• f j premenných f1? f2, . . ., £,. takto: 

*[fi, f2> •• • > f„] = c2 . a!1,i . a!;2 • • • «*»n + c2 . al,1!. afr* . . . a|»w + . . . + 

+ c n < i a f e . . . < ^ - (33) 

Pokusme sa nájst čísla z1,z2, •.., zn tak, aby platilo: 

^fe + fi, -2 + <?2, . . -- z„ + f J = rc|>i- 22? . . ., z j . rcfo, £2, . . ., f j (34) 

pre lubovolné fl3 f2, . . ., £.,.. Triviálnym riešením nadhodenej úlohy je riešenie 

2t. =- 0 pre všetky i = 1, 2, . . ., n. Preskúmajme, či existuje a za akých pred-
pokladov existuje netriviálně riešenie úlohy. 

Položme pre zjednodušenie: 

c^i f lvz • • • ainn = y< P r e l u b ° v o J , n é i € {1. 2, . . ., n} (35) 
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a vo lme ^ = £ 4= 0; tf2 = £3 = . . . = £,, = 0. Z rovnice (34) dostaneme tuto 
p o d m i e n k u . P la t í : 

vM.i + ^ 4 , . + • • • + Pnaíi -= (Ví + Ž/2 + • • • + yn)(<WÍi + 

+ c2a| f l + . . . + cnalA) 

pre vše tky £, z čoho vyplývá ihned: 

Уl žfe 
c„ 

cize (pozři (35), (36)): 

a\\ xa
z\» . . . az£H = a ? 1^2 • • • ^?» = • • • "= a ^ i a n f 2 . . . a**n, 

a leho tiež [pozři (\), (/?), (d)]: 

^1,1-1 + 1̂,2̂ 2 + • • • + &i.«z« = 
- b2,!^ + b2j2e2 + . . . + b2itlzn = 

(36) 

(37) 

(38) 

^ bUilzx + b,,2~2 + • • . + 6 n , A . 

Ak teda istá H-tica čísel {zx,z2, ...,zn} vyhovuje r o v n i c i a m (38), p o t o m 
vyhovuje t ý m t o rovnic iam aj l u h o v o l n á H-tica {QZ1, QZ2, ...,QZU}, k d e Q je 
IFuhovoFné reálné číslo. 

Možno p r e t o jednu z takýchto H-tíc čísel ná j s t n e s e n í m s ú s t a v y rovnic 
(uvažme, že l); } — log at- • 4= 0 P r e l u h o v o r n é i, ý € ] , 2, . . . , n} ) : 

*i,iZi + blt2z2 + • • • + bhnzn - B 

b2ti*i + 62,2*2 + • • • + b2,nztt = / i 
1 (3.)) 

blt,iZi + ^ . , 2 ^ + • • • + bHtttzn = B I 

(l> je [l ibovolné číslo rózne od nuly) a o s t a t n ě r iešenia m a j ú tvar {QZX,QZ2, 

....ozn\. Vyhovujúce riešenie n a d h o d e n e j ú lohy exis tu je zrejrae vždy, k e d 
d e t e r m i n a n t s ú s t a v y rovnic (39) je r ó z n y od nuly . T o sme v š a k předpokláda l i 
(pozři v las tnost ť3). T ý m sme našl i odpověď n a p r v ú o tázku, k t o r ú sme si 
položili. Položme si t e raz d r u h ů o t á z k u : a k é v l a s t n o s t i musí m a t m a t i c a 

atj , a h y sa dali nájst čísla c±,c2, . . ., cn p o ž a d o v a n ý c h v las tnos t í (ci > 0: 
V . 1) tak, že pla t í toto: 
(0 
z, : -., : . . . : zn - n\ 1, 0, 0, . . . , 0 | : :n\Q, \, 0. . . ., OJ : . . . : n\Q, 0, 0, . . ., 11. 

(40) 

K odpovědi na d r u h ů o t á z k u n á s povedie t á t o ú v a h a : p o d l á (33) p la t í 

jz[l, 0, 0, . . ., 0] = a1Acx + a21c2 + . . . + alt.ncn 

n\(), 1,0. . . ., 0] = a1 2(\ + a2 2c2 + . . . + a. 2cn 

(41) 

л\(), 0, . . ., 0, 1] = altПct + a2нc2 + . . . + aПyПcn. 
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K tomu, aby existovali čísla clJc2, . . ., cn vyhovujúce rovniciam (41) tak, 
že platí (40), je nutné a stačí, aby existovalo riešenie tohto systému rovnic 
(neznáme sú c x, c2, . . ., c}l): 

a11c1 + a2flc2 + . . . + an>1cH = Gz1 

a12c, + a22c2 + . . . + a l2cn = Cz2 

(42) 

h, -A + a2, nC2 + • • • + au, J'n = Czn • 
kde C + 0 j e 1'ubovol'né pevné zvolené číslo, 2 ,̂ z2, . . ., ztl sú čísla vyhovujúce 
rovniciam (39). 

Sústava rovnic (42) má vždy riešenie, pretože jej determinant je pod Fa 
vlastnosti (y) rózny od nuly. Tým však ešte nie sme s odpovedbu na druhů 
otázku hotoví. Od čísel clyc2. . . . . c, sme žiadali totiž, aby platilo: 1. ct ; <> 

pře všetky i 6 {1, 2, . . ., n} a aby 2. platilo ^ c,- — V Požiadavke 2 možno 
i 1 

vyhovieť vhodnou v orbou čísla C v rovniciach (4-2). "Ináč je tomu u nožia-
davky 1. Aby bolo vyhovené aj požiadavke prvej. je zřejmí- nutné a stačí. 
aby čísla c1,c2, . . . , c ř , ktoré sú riešením sústavy (42) (pri pevné zvolen* >m 
C + 0), boli bud všetky7 kladné, alebo aby všetky boli záporné. 

Teda ak má matica |kt,; ; | | mať i tú vlastnost, že k nej existujú čísla 
r,, c2, . . ., c„, ktoré majú všetky požadované vlastnosti, potom o tejto matici 
musí platiť: existujú čísla /i, C (B + 0, O 4- 0), že riešením sústavy rovnic (42> 
sú čísla kladné. 

Po týchto přípravných úvahách vraťme sa k systému pravděpodobností 
. T ^ , £2, . . ., £ J (teraz opáť čísla £,; sii celé nezáporné), ktorý vyhovuje rov­
niciam (31). Z vykonán}'ch úvah dochádzame k tomuto závěru: Nech a, ,• 
je matica splňujúca podmienky (oc), (/?), (y), (ó). Nech c 1 ? c2. . . . , c t sú reálné 
čísla a nech TZ[Š1, £2J . . ., f J je funkcia definovaná pre všetky nezáporné 
?!, f2, . . •, £,, vzťahom (33). Potom k tomu, aby existovali kladné čísla 
cly c2, . . ., cřt so súčtom rovným jednej a skupina kladných čísiel Zj, £2, . . . , - , , 
tak, aby pre všetky nezáporné fl5 | 2 , . . ., £tl platil vzťah (34) a aby siičasne 
bolo 

zl:z2: . . .: zn = TZ[1, 0, 0, . . ., OJ : ^[0, 1, 0, . . . . 0] : . . . : ,T|0. 0 0, 1J. 
je nutné a stačí, aby existovali čísla B 4= 0; G > 0 tak. že systém rovnic 

«i,A + a2Ac2 + .. . + alAcn = Cz1, 

ai, nCl + a2,nC2 + • • • + an, nC.t ~~~~ ^Z . ' 

kde zl7 z2, . . ., z;l je riešenie systému rovnic 

Kvh. + • • • + &i,:*z. = #> 

má kladné riešenie. 
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Z týchto úvah je tiež zřejmé, ako možno zovšeobecniť požiadavku (31) 
a nájsť konštrukciu příslušného systému pravděpodobností, ak sa dané poměry 
P(% — 1) : F(2íi = 2) : . . . : P(% = n) nedajú vyjadriť pomocou prirodze-
ných čísel. Stačí totiž požiadavku (31) formulovat takto: Označme P(% = 
= *) — Pi: žiadame, aby platilo 

7l[^ + Xl9 £2 + X29 ..., Í,t + Xa] 
l im 7l[Xi, X2, . . . , "̂̂ J 

X, 

= ^ [ f 1 , І2 > • • • , ľл] 

2 #• 

(44) 

piv \ se lky celé n e z á p o r n é í i , f2- • • . •< f;i. 

6 

Uveďme niekofko j )r ík !adov m a t i c , k t o r c m a j ú v la s tnos t i (-v.), (/i), ()»), (O), 
(f). (y) a im odpoveda júc ich sys tém o v p r a v d ě p o d o b n o s t í vyhovujúcich po-
žiadavke (31). 

Nech v > I je [ l ibovolné p r i r o d z e n é číslo a nech A je l u h o v o r n é číslo z inter­

valu {().• - | . Z o s t r o i m e š t v o r c o v ú mat ic u a, Ji* ?-=,, == .4 t a k t o : O, /l. 
ak i | y: O,.j = 1 —- (H —- l) A p r e v š e t k y i <z {l, 2, . . ., n}. Mat ica A 
])i-;i\o /ostrojená má zre jme v l a s t n o s t i (x), (/?), (y), (á). Ak položíme B —.• 
_ j()1r j ' - i | ] __ (yj, __ i ) /i] ? p o t o m rovnici (43) vyhovujú čísla ^ = x2 ~ 

— . . . .Í;/4 = 1 a při O -- r iešením s ú s t a v y rovnic (44) sú t i e t o čísla c^ -— 

- — ^ Ü 

Teda matica .4 má aj vlastnosti (Č), (95). Systém pravděpodobností odpo-
vedajúci matici A je potom rovnicou (33) definovaný takto (kladieme f = f2 -f 

•f f2 + • - - + f,): 

^rfi, fa, • •.,fJ - — {t1 - <* - l ) AVi• z l ^ + 
n 

+ [1 - (w — I) A]hA*~~**+ . • • + [1 - fa — !) - ^ M 1 " ^ } 

a teda napr. 

4 1 , 0 , . . . , 0 ] = - l = P ( í r 1 = 1); * [ 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ] = - ^ = P ( ? í 1 - = 2 ) 
atď. až 

»to, ...,o,i]-«-V=i,(ai--»)-
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J e ďalej n[\, 1, . . ., 1J = - {n[l - (n - I) A\ A"~1} = [1 - (n 1) zlJ -I''"* 

a platí: 

*[fi + l , f 2 + -- . . . , £ * + J| = ^ - { [ l ~ m - l)JJ-Vi i / h ^ - ř . ' + 

+ 11 — (n — I) zl]~vH . ZV+* -sV-i + . . . + [i _ (n - 1) + p " f l . z U K *» ' : -

= [1 •-- (n - 1) /l] z l - 1 . n[Šl9 f2, . . .. f J - *r[l, 1, . . ., 1J . ^[f1? í 2 f J . 

pre všetky £l5 f2> • • •? £« celé nezáporné. 
V uvedenom příklade je konstruovaný systém pravděpodobností vyhovujúci 

rovnici (31), v ktorom je P(% = 1) = P(2í- = 2) = . . . = Pí?!, - n). a to 

pri lubovolnom A 6 K'т). 
Existujú však aj systémy vyhovujúce rovnici (31) (přitom stále máme na 

mysli systémy, ktorých pravděpodobnosti splňujú aj podmienku (2)), v ktorých 
je P(% = 1 ) 4 = P(% = 2). Uveďme jednoduchý příklad. 

xr . 1 6 4 3 ,, 
JNecIi n = 2; a1?1 = —- ; a12 = --- ; a2 x = v - ; a22 = --- . Potom je xx : ;r2 

5] 4 
= 1 : 2 a příslušné čísla c x. c2 sú rovné výrazom: cx = Q : c2 = -(-, ktoré majú 
všetky požadované vlastnosti. Opísanej matici odpovedá systém pravdě­
podobností takto definovaný: 

*.*.i-í-(í-n'r+í-(ín' 
Lahko sa možno presvedčiť. že platí 

n\^+ l.f2 + 21 = ^ 1 ^ . 4 1 . ^ 1 . 2 1 

1 2 
a je TT[1. OJ = - ; ; - ; M®i 1| -- ; teda systém tak to konstruovaný splňuje 
všetky požiadavky a je přitom P(^{{ = 1) 4= I^b '-=-)-

Ukázali sme, že ak vhodné volíme maticu ii#A-,;í,T,j---i, možno podlá tejto 
matice skonštruovať systém pravděpodobností, ktorý o])isuje zákonitost' 
v istom přetržitém stochastickém procese a ktorý vyhovuje okrem pod-
mienky (2) ešte aj podmienke (31). Podmienka (31) nemusí byť zrejme v<>tc 
splněná, keď je splněná podmienka (2) a podmienka (1) nemusí byť ešte splněná 
aj keď sú splněné podmienky (2) a (31). Teda systémy pravděpodobností, 
ktoré vyhovuj ú aj ])odmienke (2) aj podmienke (31), sú akýmsi prechodom 
medzi systémom pravděpodobností v postupnosti opakovaných skoro nezá­
vislých pokusov a systémom pravděpodobností v postupnosti opakovaných 
nezávislých pokusov. Lahkosť s akou možno z matice +t i, yJ,y i s vlast 
nosťami (x), (/i), (e), (q>) skonštruovať systém pravděpodobností vyhovuj úci 
obom podmienkam (2) a (31) spolu so skutocnosťou, že sa dá pri studiu ta-
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kýchto systémov s výhodou použiť- metoda momentov, podtrhuje význam 
studia takýchto matic. 
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ВЕРОЯТНОСТИ В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
ПОВТОРЯЮЩИХСЯ ПОЧТИ НЕЗАВИСИМЫХ ОПЫТОВ 

А Н Т О Н К О Ц III 

В ы в о д ы 

В статье говорится о системе вероятностей в последовательности повторяющихся 

опытов. Пусть результатом какого-либо из опытов может быть один и только один из 

случайных явлений А1, / 1 2 , . . , , Лп и пусть последовательность ЭД.;- --- аг, а2, . . . . а& 

чисел Ог € { 1 , 2 , . . . , п] описывает протекание первых к опытов таким способом, что мы 

положим 7г -- /тогда и только тогда, когда результатом 1-ого опыта является явление 

Ау Символом Р(Ч1ц- -•- аг, а2, . . ., а*) (где /с-натуралыюе число и 21/„-— любая до­

пустимая /с-членная последовательность) обозначим вероятность того, что протекание 

первых к опытов опишет последовательность ЭД^. В статье изучается т а к а я сне тема 

вероятностей РС^Ц- а1у а2, . . . , « „ . ) , которая удовлетворяет следующему условию: 

при любом натуральном числе А; и при любой допустимой последовательности 91 „• имеет 

место равенство 

/ ' № --"- «1, "•> <**) -•••- - " № , = а1л, аи, . . . , а1к)\ 

где ( г ь ?"2, . . ., г и) любая перестановка чисел 1,2, . . ., к. Обозначим симбо.юм 

Р[$ъ 2̂? • - •' ь«] вероятность того, чтчГпротекание первых | опытов | | - ^ <?,) опишем 

такая последовательность ?(,., в которой число г об'нвитен точно | г раз. О моментах 

М;(°г • >, *») - 2 Р ^ ^ • • ••• ^ • ( | )" • (т)" •••••( т)"" 

(где 81,82, . . ., 8п любые целые неотрицательные числа и где вышо\ веденную сумм\ 

нужно провесть д л я всевозможных разложений числа | на целые неотрицательные 

слогаемыс 1*1 + | 2 + • • • + 1д ='• 4") доказывается, что имеет место соотношение: 

М(81 , 82 , . . . , 8П) .--• 11Ш М*(82 , 82 , . . . . 8») - Ь1^1-1^-8п: -Р[8,,82 8п] . 

(M' 
Д о к а з а н н а я связь между .моментами А1(81, 82, . . ., вп) и вероятностями Р[$г, | 2  

. . . | „ ] (соответствепо Р(У1'С — а1, а2, . . ., а „•)) позволяет построить все системы вероят по­

стен в последовательностях повторяющихся опытов (которые удовлетворяют выпил ве­

денному условию) с помощью моментов распределительной функции " ^ ( ^ ^ г х ; | 2 ^ .г2: . . . 

• • • : ьп ^ Гп) случайных п-размерных векторов, которая удовлетворяет условиям: О - : 

•п 

^ Х г ^ \ ^ п ^ 1 . 
г- 1 

В дальнейшем изучаются системы вероятностей, которые кроме упомянутого у< ло-
ния выполняют еще дальнейшее условие: условная вероятность того, что результатом 
(т -V г + 1)-го опыта будет явление Аг равняется условной вероятности того, что 
результатом (т -V 1)-го опыта будет явление Аг, если протекание первых т опытов 
было в обоих случаях одинаковым и. если протекание дальнейших г опытов является 
нормальным. Приэтом протекание конечного числа за собою следующих опытов счи­
тается нормальным тогда, когда относительные частоты всех отдельных возможных 
явлений равняются их априорным вероятностям. 
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И статье построены системы вероятностей, которые удовлетворяют обоим уведенным 
условиям. Оказывается, что и такая система еще не должна быть системой вероятностей 
последовательности повторяющихся независимых опытов с одинаковым разложением-
вероятности. 

W A H R S C H E I N L I C H K E I T E N I N F O L G E 
VON W I E D E R H O L T E N FAST UNABHÄNGIGEN 

VERSUCHEN 

A N T O N K O T Z I G 

Z u s am m e n f a s s u n g 

In dieser Arbeit wird ein Wahischoinlichkeitssystem infolge von wiederholten 
Versuchen behandelt, das wir folgendermaßen erhalten: den Verlauf der ersten k Ver­
suche in einer gewissen Versuchsfolge (wo als Ergebnis eines beliebigen Versuches nur 
eines den zufalligen Erscheinung Al9 A2, . . ., An sein kann) legen wir durch die Zahlen­
folge y\n — al9 a2, . . ., a. (wo a; € {1, 2, . . ., n) für alle i = 1, 2, . . ., k) so fest, daß 
<t; --- j genau dann ist, wenn das Ergebnis des i-tou Versuches die zufällige Erscheinung A j 
zur Folge hat. Mit dem Symbol P(i>{, — al9a2, . . . . a .) bezeichenn wir die Wahrscheinlich­
keit, daß der Verlauf der ersten k Versuche durch die Folge 914. gegeben ist. Gegenstand 
dieser Untersuchung sind solche Systeme der WahrscheinlichkeitenP(s){:- = a1? a2, . . ., a ) 
(wo k eine beliebige natürliche Zahl, s)(t eine beliebige zugelassene Folge mit k Gliedern 
bedeutet), die folgende Bedingungen erfüllen: Für eine beliebige natürliche Zahl k und 
für beliebige zugelassene Folge 9( . gilt: 

P(%. = al9a2, a;) = P(Wik = ah9ait, . . . , « < . ) 

wobei (i1? i2, . . ., l •) eine beliebige Permutation der Zahlen 1, 2, . . ., k bedeutet. Die 
Folge wiederholter Versuche, in der das Wahrscheinlichkeitssystem die oben angeführten 
IOingeschafben besitzt, sind als Folge der wiederholten fast unabhängigen Versuchen 
bezeichnet. Mit P[£1? £2, • • • •» £n] bezeichnen wir die Wahn cheinlichkeit, daß der Verlauf 

n 
der ersten £ Versuche (£ = /> £t-) durch die Folge ?f| festgelegt ist, in der die Zahl i genau >t 

i = i 
mal vorkommt. Folgendes wird bewiesen: Von den Momenten 

^(-^. . . . . . . )--2p[ft . f , . . . .^^-(4«)' ' (4--)'-
(wo s1,s2, . . ., sn beliebige ganze nichtnegative Zahlen bedeuten und wo die oben an­
geführte Summation über alle möglichen Zerlegungen der Zahl £ in ihre nicht negativen 
Summanden durchzuführen ist; £x -f £2 -f . . . -f £n == £) gilt: 

M(sl9 s2, . . . , 8n)= l i m Ms(8l9 s2, . . . , s„) •<gl'j
8g' " ' 8n'P(8l9 s2, . . . , s w ] . 

(J>)! 
U - l / 

Die abgeleitete Beziehung zwischen den Momenten M(slt s2, . . ., sn) und den Wahr­
scheinlichkeiten P[£1? £2, • • ., £&] ermöglicht es Wahrscheinlichkeitssysteme in Folgen 
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von wiederholten fast unabhängingen Versuchen mittels von Momenten solcher be­
liebiger n-dimensionaler Verteilungsfunktionen F(^ ^ xt; . . . ; fw < ,vn) zufälliger 

n 

Vrektoren für die 0 <> Si ~ 1; X £*' "= -• 8U^» z u konstruieren. 
i - l 

Im weiteren Verlauf werden Wahrscheinlichkeitssysteme betrachtet, die außer der oben 
o ingeführten Bedingung noch eine weitere erfüllen: Eine beliebige der bedingten Wahr­
scheinlichkeiten, die das Ergebnis des (m -f r -f- l)-ten Versuches die Erscheinung A» zui 
Folge hat, soll einer bedingten Wahrscheinlichkeit, die das Ergebnis des (m. -f l)-ten 
Versuches in derselben Versuchsfolge die Erscheinung A; zur Folge hat, gleich sein, 
wenn der Verlauf der letzten r Versuche von (m -\- 1) bis (m -f- r)-ten Versuch normal 
war. Der Verlauf einer endlichen Anzahl aufeinanderfolgender Versuche wird als normal 
betrachtet, wenn die relative Häufigkeit aller möglichen einzelnen Erscheinungen gleich 
ihrer Wahrscheinlichkeit apriori ist. Es werden Wahrscheinlichkeitssysteme konstruiert, 
die auch diese zweite Bedingung erfüllen und es zeigt sich, daß auch ein Wahrscheinlich­
keitssystem, das diese beiden Bedingungen erfüllt, noch nicht ein Wahrscheinliehkcits-
system infolgcn von wiederholten unabhängigen Versuchen sein muß. 
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