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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK IX ¢isLo 4

PRAVDEPODOBNOSTI V POSTUPNOSTI
OPAKOVANYCH SKORO NEZAVISLYCH POKUSOV

ANTON KOTZIG, Bratislava

UvaZujme o postupnosti pokusov € = £, £,. ..., £, (pokus E,,; nasleduje
po pokuse E;), pricom vysledkom Tubovolného pokusu E; € € méze byt prive
jeden z nahodnych javov 4%, Ay, ..., Al (n > 1 je dané prirodzené cislo).

Budeme hovorit, Ze konednd postupnost A, =a,, a,, ..., a, Cdisel
a;,€ {1, 2, .... n} opisuje priebeh prvych k pokusov postupnosti €, ak vy-
sledkom pokusu E; je jav A{,j (G=1,2, ..., k). Znak P, =ay, ay, ..., a;)
pouzijeme pre oznadenie pravdepodobnosti. Ze priebeh prvych k pokusov z ¢
bude opisovat postupnost U, = «a,, @,. ..., «,. Pre pohodlnejsie vvjadrovanie
zavadzame znak P(9()) = 1.

O pravdepodobnostiach P(9(, = «;. ¢y, ..., a;) vyjadrujicich zakonitost
~kimaného pretrzitého stochastického procesu, pravda, plati:

(\) Il =P, =ay, ay, ....a,) = 0.
pre Tubovolné £ celé nezdéporné a pre lubovolni pripustnt postupnost 9,
a plati dalej:

B2

(B) ; POy oty gy, . e t) = PN, =y a,. ;)
P
@ je teda vady:
//‘ " "
() SN D PO =y, s ) = P(Y) =
aj. | ”1.'*1 1 ;=1

Je zndame. ze o pravdepodobnostiach v postupnosti opakovanych nezdvis-
Iveh pokusov s rovinakym rozloZenim pravdepodobnosti a len v takejto po-
stupnosti plati:V

PWpy =0y gy ooy e ) = P = ay, oo, ) P = ayyy),

(n

U Pozet napr. Bo Vo Gnedenko, Kurs teorii verojatnostej, Moskva 1954,
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pre vietky k& = 1, 2. ... a pre vietky rozne pripustné postupnosti a,, a,, .. .,
@4ys - J€ tiez znadme, %e ddsledkom splnenia podmienky (1) je platnost tychto
rovnic:

P(A, = ay, ay, ..., ap) = P, = LTI “,)- (2)
kde a,, a,, . ... a; je lubovolnd pripustnd postupnost a (i;- 4. ....4,) je Iuho-
volnd permutacia ¢isel 1. 2, ..., k; dalej z (1) vyplyva:

n
D P(Wpsy =y, Ay, ... @y, 7, §) = Py = g, Uov ..., a, 7). (3)
i1

Inym dobre znamym désledkom splnenia podmienky (1) je tento dosledok:
o absolutnej (nepodmienenej) pravdepodobnosti P(A%), ze vysledkom k-teho
pokusu bude jav Af, plati:

P4}y = P4} = ... — PdH = ... (4)
pre lubovolné i € {1, 2. ....n} a pre [ubovolné ¢islo k prirodzené.

V nasom prispevku budeme sa zaoberat takym stochastickym procesom.
v ktorom pravdepodobnosti vyhovuji podmienke (2). Viastnému skamaniu
po pripomenuti zndmych veci predoslime cite poznamky, ktoré osvetlia vztfah
podmienky (2) k ostatnym podmienkam (1). (3), (4). Ako bolo uz konstato-
vané, plati:

=@ (=@ (1) > )

¢ize: Tubovolna z podmienok (2), (3), (4) je nutnou podmienkou pre platnost
rovnic (1).
Lahko sa presveddéime, ze plati toto:

(1) = (2) = (3) = (4).

Vztah (1) = (2) je zniamy. Dokazme, Ze plati (2) = (3), t. j., ze ak plati (2),
plati aj (3). Ak totiZ je splnena podmienka (2), potom stdet z (3) mozno upravif
takto:

n

PNy =y @y, ooy, 1.9) = 2 Py = ay.ay. ... a,.j, 1),

P

1 =1

WA

4

7 ¢oho ihned podla (B) vyplyva rovnica (3). Obdobne je to, ak postupnost
(y, Ay, ..., je prizdna (t. j. ked k = 0). Plati preto (2) = (3). DokdZme
napokon, ze (3) implikuje (4): ak je splnenda podmienka (3), potom je nutne
pre Iubovolné ¢ € {1, 2, ..., n} a pre lubovolné k prirodzené:

n
‘ZIP(%IA.+1 =ay,ay, ... %, =P, =a,,a, ..., ;1)
2=
2
a Z IP(QIk =08,8, ...,%1,1) =P(U; =ay,a,, ..., ,.9)
k-1
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a teda:

" n n

P(A¥Y) = L 2 Z]P(m“:al,az, s, 1) = P, = i) = P(A)).
ay=1 ap= a =

¢o dokazuje platnost vztahu (3) = (4).

UkdaZzme este, Ze ziadne dve z podmienok (1), (2), (3), (4) nie st ekvivalentné.
Ze podmienky (3), (4) nie st ekvivalentné, je zname. Podla vyssie uvedeného
je ktordkolvek z podmienok (1), (2), (3) ostrejsia nez podmienka (4), t. j.
platnost rovnice (4) je sice nutnou, nie vSak postacujicou podmienkou pre
sphhenie ktorejkolvek z poziadaviek (1), (2), (3). Ako priklad na stochasticky
proces. v ktorom je splnend poziadavka (3) a nie je splnend poziadavka (2).
moze nam poslizit zovieobecnend Poélyova schéma takto konstruovana: nech
n =2 a nech 4 je lubovolné ¢&islo z intervalu (0; 1). Nech pre Iubovolni
pripustnit koneénu postupnost a,, a,, ..., ¢,,, pri lubovolnom celom neza-
pornom Lk plati:

Pigg =ty s s i 8) gy PO =, 0, 0000)
PNy =y, dy, ooty Gy, @ary) B PN, =a,, ¢y, ....a,) :
(5)
ak je i = a,y a nech je:
Py == g, g, o 0@, 8) 0N P(Ayyy == 4y, ay, , Ay, 1)
PNy = @y, 1y, .. .. ., G.\y) TP, s ouy, Ay L, ay)
(6)

ak je i = @, ., [prik = 0 kladieme P(3,) = 1 a podiel P(..; = a,, ..., a;, )
Pl =a,, ..., «) prejde v pravdepodobnost P(, = 1)].
Pomocou rovnic (5), (6) mozno zrejme pri danych pravdepodobnostiach

POy = p; (kde 1 == p; > 0; > p, == 1) a danom d&isle 4 urdit Tubovolni
=1

pravdepodobnost P(VN, == ay, @y, ..., ), kde 1 = 2,3, 4, ... .

Z rovnic (5), (6) vyplyva pre Tubovolné ¢ € {1. 2. ..., n} toto:
Tl‘
Z P(Upso = ).ty oo Ay, 1) =
=1
PUyy=a,,ay, ....q., 1) y
(1 — Ay AT = s e e V) Gy
( ) PA, =ay,ay, ...,0a.) “ -/-4_“]] (Wepy =
A1~

=y, Ay e O, Upyg) + APy =0y, 0y, o0 0) =
=1 —A4) . Py = 01,8, ..., 08.,0) + AP(Nppy = Qy. Ay ..., Q;, 1) =
=Py =ay,a,, ..., a,,1).

©?

Teda opisand zovSeobecnend Pélyova schéma vyhovuje podmienke (3) pri

Iubovolnom 4 € (0;1) a pri Iubovolnych p; € (0; 1), kdehz p; = 1. Tato

i=1
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schéma nevyhovuje vSak podmienke (2), lebo napr. poziadavke P(%, =
=1,1,7) = P(A; =1, §,7) moino vyhoviet len tak, ked 4 =0 a to je uz
pripad opakovanych nezavislych pokusov, vybocujici z rameca nami opisane;j
zovSeobecnenej Pélyovej schémy.

Ukazme napokon pomocou jednoduchého prikladu, Ze splnenie poZiadavky (2)

nie je postadujicou podmienkou pre platnost rovnic (1): Nech p,. p,. .. .. Do

(kde m ~ 1) sit Tubovolné &isla € (0: 1) také, Ze plati > p; = 1. Polozme pri
(i)

lubovolnom & prirodzenom: (x) P(A, = a,, a,, ...,a,) = p;, ak je ¢; =a, -

= ...=a,=1€{L,2, ...,n}, (B)P(A, = a,, ay, ..., a,) = 0, ak v I, sa
vyskytuji aspoii dve rézne éisla. Takto definované pravdepodobnosti priebehu
pokusov postupnosti ¢ vyhovuja zrejme poziadavke (2) a nevyhovuji po-
ziadavke (1), t. j. nejde o postupnost opakovanych nezdvislych pokusov.
Plati teda (4) non = (3) non = (2) non (1), ¢im je nase tvrdenie dokdazané. Z uve-
deného vyplyva preto ohladom vzajomného vztahu medzi uvazovanymi po-
ziadavkami toto: poziadavka (2) implikuje poziadavky (3). (4). je nutnou. nie
je vsak postacujicou podmienkou pre splnenie poziadavky (1).

O postupnosti ¢ budeme hovorit, Ze je postupnostou opakovanych skoro
nezgvislych pokusov, ak pravdepodobnosti P(9, = a,.a,. ..., a.) priebehu
pokusov tejto postupnosti vyhovuju poziadavke (2).

Pozndmka 1. Uvedeny nazov opakované skoro nezavislé pokusy volime
preto, aby sme zvyraznili aj v samotnom nazve skutoc¢nost, 7Ze medzi uvede-
nymi éasto uvazovanymi poziadavkami (2). (3), (4) je poziadavka (2) najblizsia
poziadavke (1).

Poznamka 2. Pojem pravdepodobnosti v postupnosti opakovanyeh skoro
nezavislych pokusov sa uz v literatire z tedrie pravdepodobnosti vyskyrol.
Tento pojem spadd pod pojem tzv. postupnosti ekvivalentnych ndhodnyeh
veliéin, o ktorych je v literative vz nickolko pojednani (spomelime napr.
pracu H. M. Gruzewskej. On the low of probability and the ¢. [. of the stan-
dardised sum of equivalent variables). Hlavné vysledky tychto prac vyplyvajn
70 vSeobecného pojednania zaloZeného na metodach funkeiondinej analyzy
pochadzajiceho od E. B. Dynkina (pozri [7]). Tam viak st riefend iné problé-
my a pouzité st iné metédy nez tie. o ktoryveh pojedname v dalton.

Prejdime teraz ku skimaniu postupnosti opakovanyeh skoro nezavisiyveh
pokusov. Skutoc¢nost. ze pravdepodobnosti v stochanistickych procesoch, ktore
hodlime skimat, vyhovuji rovaiciam (2), umozituje nam zaviest isté zjedno-
dusené oznacenie: nech opit n > 1 je dané privodzené ¢islo; symbol P&, . §,.
o & kde & R E - L. - &, = &, pouZijeme pre oznadenie pravdepodob
nosti, ze postupnost . o & ¢lenoch opisujtica priebeh prvych & pokusov bude
obsahovat ako .¢lena dslo 1 prave & krat, ¢islo 2 prave &, krat, atd. az ¢islo »
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prave &, krat. Teda napr. P[2, 1, 0, ..., O] moZno vyjadrit, ak pouZijeme prv
vzavedeného oznadenia, ako sudet takto:

PI2,1,0, ..., 00 = P(%, = 1, 1, 2) 4+ P, = 1,2, 1) + P(, = 2, 1,1).

Pretoze vo vSeobecnosti réznych postupnosti 2 (ako o tom hovori aj uvedeny
priklad), vyhovujucich poziadavke, aby ¢lenom postupnosti bolo ¢&islo ¢ prave
& krat (1= 1,2, ..., n), méZe byt viacej, je vyhodné definovat si pre Tubo-
voIna postupnost celych nezapornych disel o » ¢lenoch X = &,,¢&,, ..., &, aj
pravdepodobnost #z[&,. &,. ..., &,] pomocou P[&;, &,, ..., &,] takto:

&l

p[fl’ S Sal = Ell.fzru A {:! &, &, {:“J (7)

Koeficient pri =[¢;, &, ..., &,] v rovnici (7) je ¢islo, ktoré uddava poclet
roznych takych postupnosti o & = & + & 4 ... 4 &, ¢lenoch, v ktorych
¢islo ¢ € {1, 2, ..., n} sa vyskytuje prave &; krat. Preto =[&, &,, ..., &,] -
vzhladom na to, Ze € je postupnost opakovanych skoro nezavislych pokusov -
je pravdepodobnost, Ze priebeh prvych & pokusov bude opisovat IubovoIna
(jedna) pevne zvolena taka postupnost o & ¢lenoch, v ktorej ¢&islo ¢ sa vyskytuje
prave &, krat.

Poznamka 3. Aby nedotlo k nedorozumeniu, rozlifujeme symboly prv
a teraz zavedené jednak tym, Ze prv za symbolom P pouZivali sme gulaté
a teraz hranaté zatvorky a jednak tym, Ze v novozavedenom symbole ne-
uvadzame oznacenie pre postupnost &, &,, ..., &,.

Z rovnic (B) lahko vyplyva pre pravdepodobnosti z|&;, &,. ..., &,] platnost
tvchto. pre dalsie ivahy délezitych rovnic:

nlE]*‘SL- LI §nJ: 7'[](51—!— ]."-';‘:27 LI ICE ) En,l"}“
(D) + alé, b4 L&, o 8]+
l N +
+ n[.":l’ é:2* R En-ly §n + ll

n
Ak 5,800 ... £,, 5 st lubovolné celé nezaporné Cisla, kde 0 < D &; 0 < 9,
i=1

potom opakovanym dosazovanim do rovnic (D) presvedéime sa, Ze plati vzdy
aj toto:

| : 7! ‘
(l“) .7!'51, E‘Z: e gnl = Z A'r] '7}" "_""”;]_] nl‘f] ‘fh 71> 52 W2 e e 510 + /'/n..l .
IR/

kde naznadeny siudet treba previest cez vietky rozne rozklady ¢isla 5 na celych
nezipornych séitancov ny 4 5, + ... + 7, = 7.

Prvou ulohou, ktort si vytycéujeme pri skimani postupnosti opakovanych
skoro nezavislych pokusov, je odvodenie jednoduchého vzorca pre vypolet
tzv. faktoridlnych momentov rozloZenia pravdepodobnosti n-tic ndhodnych
premennych {&,,&,, ..., &,} po & pokusoch.
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Definujme si najprv funkciu ww premennych u, v (kde «, v st &sla celé
neziporné) takto:

{ ' =u(w — 1) —2) ... (w—v+1), akv >0 )
(S

w'® = 1 prelubovolné y celé nezdporné (je tief 00 = 1).

Pomocou funkcie u"' definujme faktoridlne momenty ¢.(s,, s,, . ... s,) roz-

loZenia pravdepodobnosti pre [ubovolné prirodzené & a pre lubovolné celé
nezaporné disla s, s,, ..., s, takto:

DSy, Sar -+ 8u) = SP[E, &y, oo, £,V L8 (9)

kde naznadeny sidet treba previest cez vSetky rozne rozklady ¢isla & na celveh
nezdpornych séitancov & + & 4 ... + &, = &.

Pozniamka 4. Faktoridlne momenty pri tivahdch z tedrie pravdepodobnosti
pouzivaji Sasto mnohi autori (napr. V. I. Romanovskij, S. Guldberg.
J. Seitz a i.)?) v tomze zmysle ako v naSej praci, pouzivaji vsak pre ich ozna-
¢enie ind symboliku.

Priamo z definicie je zrejmé, Ze plati

p:(0,0, ....0) =1 pre vsetky &> 0. (1)
Polozme s = §; + 8y + ... + s,. Lahko dokaZeme, Ze plati toto:
Ps(81. 89, . ..v8,) =0 vzdy. kedje &<<s=8 4 8 4 ... s, (1)

-

Ak je totiz & << s, potom pri lubovolnom rozklade é&isla & na celych nezapor-
nych séitancov aspon jedno ¢islo & je mensie nez ¢&islo s, a pretoze pre & < s,
. . rs. . L] . . ’ ] ¥ .
je zrejme &£ = 0 (pozri definiciu (8) funkecie »*'), musi sa rovnat nule kazdy

v s Sy Is . . by .
7o séitancov P[&,, &, ... &} . &Y gl B g teda aj cely sicet na pravej

strane rovnice (9) rovna sa nule, ak je & < s.
Ak je & = s, potom plati:

Pe(Sy: 890 oo 8) = Plsyosy. o8, sls! cos s stals s s,
(12)
Nenulovym séitancom v suéte pre ¢(s,. s,. ....s,) mdze byt totiz séitanec
{#i (%] (8, . . : . .
Pl E L E T UE U EY, v ktorom je & == 8 &, == 8y

&, = s, a ziadny iny. Pretoze je s = s,! pre lubovolné celé nezaporné s, .

vyplyva z uvedeného naSe tvrdenie.

=

Nech teraz je & = s: & — r - s. Je teda:

e s _wpr AT el

Qri 81 8y, o0 8,) = ZP[&, &, ... E L ETVES L g, (13)
Polozme & = r; 4+ s,. Pretoze nenulovym (teda kladnym) séitancom v suite
na pravej strane rovnice (13) moze byt len séitanec. v ktorom & = s, pre

2) Pozri [2], [3], {5]
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vietky ¢ == 1, 2. .... n. moZno hladany faktoridlny moment vyjadrit takto:

Prys(S15 82, o5 8y) =
=ZP[ry + 81, 12 + 85, - 7y A Sl - 8)E(ry - 8) L (r, - 8,),00],
(14)
kde stdet treba previest cez vSetky rozne rozklady ¢isla r na celych nezépor-
nych séitancov r, + 7, + ... + 7, =
Ak do rovnice (14) dosadime podla (7) a pouZijeme vzfah (r, 4+ ;)% =

e\
= (ri + )] . dostaneme:
r!
(T + 9)!

) ¢ Sy 8o . . . ————— e —_—
PrlSr 8 Z «(r1 - s, + s)! . (r,l + s )’

(ry + st (15 + $)! r, + s)!

- 1 r N ]) . ('7'277;”7'7 2 T e e (7"";7i7’) - 7[[7‘1 + 81} r~2 + 82’ v ey 7‘,‘ + mn
1 2 1

a po vvkrateni a uprave dostdvame napokon

(r + s)! 7!
‘/'H—a(sl IR PO ol “) = ,( c Z r '!'}27!77" o7, !7 nl_rl ‘{" 81572 _‘— Sgs -0 vs " + 84_}7
(15)
¢ize |pozri (KE)]:
(r 4+ s)!
Prac(8y, 8o oL 8,) = T 815 Say - -y 8,15 (16)
alebo — ak pouZijeme vyjadrenie pomocou funkecie ™' a poloZime z[0, 0.
, 0f == 1 — moéZeme vsetky rovnice (10), (11), (12), (16) nahradit jedinou
rovnicou:
@8y, 89, . .08,) = EV Alsy, 8. ..., 8, ) (17)
ktori plati pre l'ubovolné celé nezaporné s;, s,, ..., s,, &

Dostali sme tak velmi jednoduchy vzorec pre vypodet faktoridlnych mo-
mentov zo znamych pravdepodobnosti n[s;, s,, ..., s,.].

4

Rovnica (17) umoziiuje ndm tiez pomerne labhky vypodet obvyklych moc-

ninovych momentov uc(s,, s, ..., s,} takto definovanych:
. - s i s
Ws(y. Sye oo 8) = SP[E & &L EY R E (18)
kde s, $,, ..., s, su lubovolné celé nezaporné d¢isla, & lubovolné prirodzené
¢islo a kde naznadeny sudet treba previest cez vSetky rozne rozklady disla &
na celych nezapornych sé&itancov & + & + ... 4+ &, = &.
Velmi jednoduchy je prechod od momentov ¢g(s;, s;, ..., s,) na momenty
u:(8y. 8y, ....8,) pre malé s =s, + s, + ... + 8,. Tak napr. priamo z de-
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finicii tychto momentov je zrejmé, Ze plati pre s = 0 a pre TubovoIné & pri-
rodzené toto:

(0,0, ..., 0) = (0,0, ...,0) =1 (19)
Je £0 = £ — 1 a je &Y = §; porovnanim rovnic (9), (18) fahko zistime,
Ze ak je s; < 1 pre vSetky ¢+ = 1,2, ..., n, tak plati:
N A Su) = (81, So. ... 8,). (20)
Teda je napr.:
2e(1,0,0. ..., 0) = ¢(1,0,0,....0) =& . a[1,0,0, ... 0] l
pe(0, 1,0, ..., 0) = ¢(0,1,0, ....0)=£.x40,1,0, ...,0] (21)
pe(1, 1,0, ..., 0) = ¢(1,1,0, ...,0) = && —1).a[1, 1,0, ...,n].'
Ak je s; =2 pre t =1 a s; = 0 pre vietky ¢ = 1, 4 € {1,2, ....n}, plati

podla (9), (18) a (20):
@(2,0,0, ... 0) = ug(2,0,0. ... 0) — u(1,0,0. ... 0).
Gize:
1e(2,0,0, ..., 0)=¢&.(E—1).a[2,0.0. ... 0]+ &.7[1,0.0 .. 0]
Obdobne plati:
Be(0,2,0, ...,0) =& (E—1).2[0,2,0, ...,00+ &.a[0,1.0. ..., 0]

Tym sG odvodené vsetky momenty potrebné napr. pre vypocet koeficientu
koreldcie r,4(£) (ktory je odvisly od podtu & vykonanych pokusov) takto

definovaného:
"1,2(5) =
B ps(L 100 0) (1, 0,0, ),4(014»...,0) ]
T {pe(2.0,0,...,0) pX(1.0.0.. .. 0)}}. [:(0.2.0, . 0) — @30 1.0, )]
(22)
Je totiz podla (17), (20), (21), (22) po uprave:
(14 1—) a1, 1, 0. o; — n[] 0. 0, 0'|.:z[1.1,u,...0]
r1g(8) == ~—- " 1 s L (23)
¢ 2
I(l - E)n{’ 0.0....,0] — 7211 0. 0. (»]J
o 1 7 ‘
: (1# {)nlo, 2.0, ... 0] —=220,1,1, . o||
z Goho lahko odvodime tato limitu:
lim 7 ,(&) =
(4@
_ Al 1,00 ... 0] [, 0,0, 0] a0, 1,0, ... 0}
[#]2,0.0....,0]— 2q1,0,0,...,0]]}. [:71]0 L0 —220.1,0, ... 0]]F
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Poznimka 5. Vzorec pre vypolet koeficientu korelicie r; ;(&), kde
{£,7}C{1,2,...,n}; {1,7} = {1, 2}, ditatel si Tahko odvodi z (23). Podobne

fahko sa odvodzuje limita lim r; ;(£).
=+

Z porovnania rovnic (9), (18) moZno viak vyvodit aj dalSie dosledky.

Uvazme, Ze Iubovolny nenulovy sucéin £ . & . &' moino vyjadrit
nasledovne:

] n 8 . TysTay-oos T , ” ,
dod gl 5{,"] =& 5, &4 élenyc[s“sz,m,s:] T.& . L&,
kder,. r,. ..., r, st celé nezaporné &isla, ktorych sucet r == », + r, 4+ ... + r,
je mensi nez s=s + 8+ ... + s, a kde koeficient c[:l":“ ””” ;"] je

9°29 * v s n

odvisly od kombinécii &fsel r;, s; a nie je odvisly od &isel &, &,, ..., &,. Plati
preto:

-

Pe(S1s Son oo 8,) = pe(81, 82, .., Sp) F 2, ZC[::;:: ::],ué(rl, Tys o oiTy),
"~ (24)
kde naznadeny druhy sudet treba previest cez vSetky rézne rozklady ¢isel
r=20,1, , 8 — 1 na celych nezdpornych séitancov r = r, + 7, + ... 4 r,
Koeficient c[r"“’:: ' ] je pritom vidy &islo celé. Podla toho mozno obra-
tene momenty us(s;. 8,, ..., 8,) vyjadrif pomocou momentov @g(s,, Sz, - ... s,
takto:
s 1
U, Sae v vy $,) = @e(8y, Sa. .. .. s,) + l Zd[f}i:z' ::] Perys 1oy - s 7).
r0 (25)

kde opit druhy stGdet treba previest pre vSetky r = 0,1, ..., — 1 a pre
vietky rozne rozklady ¢isla » na celych nezapornych séitancov r = r, -+ 7, -
R ol

Toho vyuZijeme pre vypocet limit momentov rozloZenia pravdepodobnosti

nihodnych premennych &, = »g T ~»_€—A e Definujme si momenty
M(sy. 8. ....5,) (kladieme & = & 4 & + ... + &,) takto:
My 5o 8) = S PIE & . , (é) : (Ea) . (i)
(812 % 5,0 =2 P&, & &1 3 3 3 5 (26)

(namiesto premennej &; zaviedli sme premennii -—EL = &,, ktora uddva relativny

pocet vyskytov javu 4, v & pokusoch). Plati teda:
1
M8y, 8y, ..., 8,) = g.,us(s,, 85, .., 8,)- (27)
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Vypoditajme limitu M (s,, s,, - - -. 5,), ked & rastie nad vSetky hranice. Plati:

: . 1
lim Mooy, sy, oo 5,) = lim hp(sy s ) =
s+ > SO+« &
1 d i, r 1
: : AN 19f2 <o s
= lim & @8y, Sp. ..., 8,) + thm > Zd[‘n‘-. o 5”] e Pslr ra )
=+ St r=g S
Je vsak:
§lrl
lim - = L ak je r = s
. £s S
=40 S
a je:
Elr]
lim — = O ak je r oS8,
S+

Plati preto [pozri (17)]:

Lm M.(sy, 85, ..., 8,) = 7[8, 8. - ... 5,1 (28)
-+
M(sy, 85, ..., 8,) si momenty nihodného vektora (&, &,, ..., &,) obmedze-

ného podmienkou 0 < &, < 1. V dosledku toho a podla vety 1,6 a koroldru 1.1
diela Shohat— Tamarkln, The problem of moments, New York 1943 existuje

prave jedna distribuéna funkcia F(Z,,7,, ....Z,) n-rozmerného vektora
(&1, &, .. .. &,) obmedzeného podmienkou 0 < E < 1. ktorda ma za momenty
vyrazy
ﬂi(sl, Sgy oo 8,) = lm Ms, 8. ....5,).
ft oo

Pozndmka 6. Systém ¢isel spliiujucich (D) je Iubovolny (pri samo-
zrejmom obmedzeni, 7e & st pravdepodobnosti). PouZitim postupnostl skoro
nezavislych pokusov bola zostrojena distribu¢na funkcia F(z,. @,. ..., z,) ako
limitné rozdelenie, ktora méa uvedené hodnoty za momenty. Obritene: ak je
dana distribuéng funkcia F(z,, %,, ..., z,) ndhodného vektora (£, &,. .... &)
obmedzeného podmienkou 0 < & < 1 a M(s,, 8,, ...,s,) si jej momenty.
potom existuje postupnost skoro nezawslych pokusov, o pravdepodobnostiach
ktorej plati:

A8y, Sas oy 8] = M(8y, 8, ... 8,).

5

V predchadzajtcich &astiach zaoberali sme sa zdkladnymi vlastnostami
stochastického procesu, v ktorom pravdepodobnosti vyhovuji podmienke (2):

t. j. v ktorom pravdepodobnost P(, = a,,a,, ..., a,) je invariantnd vodi
fubovolnej permutécii éisel a,, a,, ..., a,. Ukazalo sa (v Casti 2), Ze existuju

stochastické procesy (ponimané ako priebeh vysledkov v postupnosti opako-
vanych skoro nezavislych pokusov), v ktorych — napriek tomu, %e je splnena
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odmienka (2) — nie je splnend podmienka (1). Teda napriek tomu, 7Ze je
splnenda podmienka (2), podmienena pravdepodobnost

R, S ey = el o
moéze byt odvisld od volby postupnosti 9.

V literattre z tedrie pravdepodobnosti sa cCasto stretdvame so skimanim
takych postupnosti opakovanych pokusov, v ktorych podmienens pravde-
podobnost nie je sice konstantna, ale predsa spliia isté podmienky. Neraz boli
skimané také systémy pravdepodobnosti, v ktorych podmienena pravde-
podobnost javu 4; v (k 4 1)-om pokuse sa zvySuje (resp. zniZuje), ak relativny
potet vyskytov javu 4; v predchadzajicich & pokusoch bol vyssi (resp. nizsi)
nez pravdepodobnost P(%; = §) (sem patri napr. aj znama Pdlyova schéma
a jej mnohé zovseobecnenia),?) alebo naopak. Takéto schémy vystihuji dobre
procesy. v ktorych zmena podmienenej pravdepodobnosti P(a;.|%;) je vy-
voland odklonom skuto¢ného priebehu procesu od ,,normdalneho‘* priebehu.
t. j. od priebehu, v ktorom relativny podet vyskytov javu rovna sa (alebo
sa priblizne rovna) pravdepodobnosti P(9, = j).

Pomerne Siroké moznosti vo volbe distribuénej funkcie F(,, %,, ..., Z,)
(z predchadzajucej 4. Casti) charakterizujicej stochasticky proces, pravde-
podobnosti ktorého vyhovuji podmienke (2), priamo nas nabadaju k tomu,
aby sme na pravdepodobnosti v opakovanych skoro nezivislych pokusoch
klidli este daldie podmienky. Urobime tak a budeme pozadovat nasledovné.

Nech x,. x,. .... z, st TubovoIné celé kladné &isla také, Ze je
Xy iy, =P =1) : P(Y, = 2): ... P, = n).
Ziadajme, aby o pravdepodobnostiach #[&,, &,, ..., &,] definovanych v casti 3

platilo toto:

alé L St = S E ] Ay, w2, (31)
pre fubovolné celé nezaporné ¢disla &, &, ..., ¢,.

Vyslovena poziadavka ma tento zmysel: Ziadame, aby o pravdepodobnostiach

P, = a,.q,. ....a,), ktoré vyhovuju podmienke (2), platilo este aj toto:

PUypry = @y, Gye oo Gy 1) _ P, =0y, 0y, ..., a,,1) (32)

P, =y, 05, .o Qpyy) P, =a,,a,,...,a,
za predpokladu, Ze je k = 2, 4 2, + ... + x, a Ze v ¢iastolnej postupnosti
U1 Aoptzs - -5 @y 2 Gislo § vyskytuje prave x; krat; inad povedané: Zia-

dame, aby podmienend pravdepodobnost P(i|2,,) sa nezmenila, ak v daldich £
pokusoch bude normélny priebeh (t. j. ak relativne podetnosti vyskytov jed-
notlivych moZznych javov budi sa rovnat ich apriornym pravdepodobnostiam).

3) Pozri napr. | 2], 4], [5], [6].
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Poznamka 7. Dal$iu podmienku pre pravdepodobnosti v postupnosti opa-
kovanych skoro nezavislych pokusov formulovali sme rovnicou (31) predbezne
len pre pripad, kde pravdepodobnosti P(2l; = 7) si &isla raciondlne. V dalSom
sa ukéze, Ze uvedent poziadavku mozino Tahko zovseobecnit aj pre [ubovolné
realne P(A;, = 1) € (0, 1).

Prv neZ prikrodime ku konstrukcii systému pravdepodobnosti (&, &,,
..., &), ktory vyhovuje podmienke (31) [¢im bude stGéasne zostrojeny uva-
Zovany systém pravdepodobnosti, vyhovujici aj podmienke (32) aj pod-
mienke (2)], urobme niekolko pripravnych tvah.

Nech je dand TubovoIna Stvorcova matica | a, ;|

.ijl . ktora ma tieto vlast-

nosti:
(x) 0 <a; <1 pre vietky 7,7 €{1.2, ..., n}
n
#) D=1 pre vietky 7€ {1,2. ....n!
j=1

(y) determinant

1 Ay, Ay, oven Oy,
| Qg 1, Ay g, An
Do=| .
! an,1>a’u." '>a'",ﬂ

nerovna sa nule;
(6) polozme b, ; = log a; ;; plati: determinant

|
i bl,l’ b1,2’ e ey bl,a
|

b2,1’ b2,27 ] bz n )

»

.I)b“—"i]

nerovna sa nule.

Nech ¢, ¢, ..., c, st isté kladné ¢&isla, z ktorych kazdé je mensie nez 1.
Nech plati o nich ¢; -} ¢, + ... +¢, = 1.

Definujme funkeiu =[&, &, ..., &,] premennych &, &,, ..., &, takto:

alé, &, oL ] =c.aii el At b La . azh L oa

=sn

+ cna/rsl:'la)gz?- e a’n (;.})

nyin®

Pokusme sa najst &isla z, 2, - .., 2, tak, aby platilo:

ey, + &+ &, oz, FEl =z, 2, 2] w2l &, € (B4)
pre lubovolné &, &,, ..., &,. Trividlnym rieSenim nadhodenej ilohy je riesenie
z; = 0 pre vietky ¢ = 1, 2, ..., n. Preskimajme, & existuje a za akych pred-
pokladov existuje netrividlne rieSenie ilohy.
Polozme pre zjednodusenie:

cahaty ... an =y, pre Iubovolné i € {1, 2, ... n} (35)

Tyt
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avolme & =& 4 0; & =§& = ... =&, = 0. Z rovnice (34) dostaneme tito
podmienku. Plati:

?/1“?:.1 + Yoty o g “ai,l =+ v+ ...+ yn)(claf,l -+
+eaz, 4 o+ )

pre vietky &, z ¢oho vyplyva ihned:

RCL S (36)
cl Co cu
Gize (pozri (35), (36)):
ATy AT, A AR = L A L ar (37)
alebo tieZ [pozri (), (B), (9)]:
by 2+ by oz + o by 2, =
= by g2y by pte o by 2, =
. _ (38)
- bu 171 %‘ [’,A 2% + - bn,nzn'

Ak teda ista n-tica Gisel {z,,z,, ....z,} vyhovuje rovniciam (38), potom
vyhovuje tymto rovniciam aj Iubovolna n-tica {0z, 0z,, ..., 0z,}. kde ¢ je
fubovolné redlne ¢islo.

Mozno preto jednu z takychto n-tic Cisel ndjst riesenim sdstavy rovnic
{uvdazme. 7ze b; ; = loga; ; # 0 pre Iubovolné ¢, j €1, 2, ..., n}):

byazi + bioz + ...+ b 2, = B
Dy 12y F baoty 4 oo A by 2, =B

(39)

~ ~ P 2
/}u,l“l + bu,2“:z + oot bu,u.“u =B

(12 je Tubovolné ¢islo rozne od nuly) a ostatné riesenia maja tvar {pz , 0z,,

.. 0z, }. Vyhovujtce riesenie nadhodenej tulohy existuje zrejme vidy, ked
determinant ststavy rovaie (39) je rézny od nuly. To sme vSak predpokladali
(pozri vlastnost 0). Tym sme nasli odpoved na prvia otazku, ktord sme =i
polozili. Polozme si teraz druhi otazku: aké vlastnosti musi mat matica
a,; . aby sa dali najst ¢isla ¢;. ¢y, .. .. ¢, pozadovanych vlastnosti (¢, > 0:

J
Neo 1) tak, %e plati toto:
()
St .z, = a|ll,0,0, Lo 00, 1,000 ,0] 0 Lo w]0,0,0, oL L
(40)
K odpovedi na druht otdzku nas povedie tito avaha: podla (33) plati
all,0,0, ..., 0] = a6 + @yq0s -+ ... F a0, l
a0, 1,00 ..., 0] = a; 46, + Qg 903 + ... @, o, (1)

al0,0, ...,0, 1] =aq ¢, 4ty 03+ ... +a, ’

Y, e
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K tomu, aby existovali éisla ¢,, ¢,. ..., ¢, vyhovujice rovniciam (41) tak,
%e plati (40), je nutné a stadi, aby existovalo rieSenie tohto svstému rovnic
(nezname st ¢, ¢,, ..., c,):

A1,16 F Uo1Ca + oo o, g0, = O
Ay o) + Ay 90y + ... Fa, 4c, = Oz )
(42)
ay 0 g 0o oo a, o, = 0% ‘
kde C = 0 je lubovolné pevne zvolené &islo, z;. z,, ...
rovniciam (39).

. st ¢isla vyhovujuce

Sustava rovnic (42) ma vzdy riesenie, pretoze jej determinant je podla
viastnosti (y) rézny od nuly. T¥m viak este nie sme s odpovedou na druhi

otazku hotovi. Od d&isel ¢;, ¢,. ..., ¢, sme ziadali totiz, aby platilo: 1. ¢, =~ 0
»

pre vSetky ¢ € {1,2 ..., n} a aby 2. platilo > ¢, = 1. Poziadavke 2 mozno
1

vyhoviet, vhodnou volbou ¢isla €' v rovniciach (42). Tric je temu n pozia-

davky 1. Aby bolo vyhovendé aj poziadavke prvej. je zrejine nutné a stadt

aby ¢isla ¢, ¢y, ..., ¢,, ktoré s rieSenim sistavy (42) (pri peviie zvolenom
(7 == 0), boli bud vsetky kladné, alebo aby vSetky boli zaporné.
Teda ak md matica [, ;| mat i ti vlastnost, Ze k nej existuji cisla

CraCoy ooy €y, KbOré majit vietky vozadované viastnosti, potom o tejto matici
musi platit: existuji cisla B, C (B = 0, ¢ == 0), ze riefenim ststavy rovnic (42)
st cisla kladné.

Po tychto pripravnych avahdch vrifme sa k systému pravdepodobnosti
&L &, ..., & (teraz opit dsla & st celé nezdporné), ktory vyhovuje rov:
niciam (31). Z vykonanych tvah doohddzwme k tomuto zaveru: Nech «, ;
je matica spliiujuca podmienky (x), (), . Nech ¢y, ¢y, ... ¢, st vealne
¢isla a nech x[&,,&,,...,¢&,] je funkua deimovana pre vsetky nezdporné
&L &, o, &, vatahom (33). Potom k tomu, aby existovali kladné c¢isla
€1, Cys - - ., €, SO sUCtom rovnym jednej a skupina kladnych ¢isiel 2, z,, ..., z,
tak, aby pre vietky nezaporné &, &,, ..., &, platil vztah (34) a aby stcasne
bolo

2102 .. iz, =a[1,0,0, ...,0) i w[0, 1,0, 0 . 0] oL s |00 000, 1]

je nutné a stadi, aby existovali ¢isla B &= 0; ¢! > 0 tak. Ze systém rovnic
Ay 10 F G316+ ...+ a, ¢, = Oz,

Ay €+ Ay o+ ... @, ¢, =0z,
kde z,, z;, ..., 2z, je rieSenie systému rovnic

by + ... + b, 2, = B,

ma kladné rieSenie.
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7 tychto tvah je tiez zrejmé, ako mozno zovSeobecnif poziadavku (31)
a najst konstrukeiu prislusného systému pravdepodobnosti, ak sa dané pomery
POy =1): P, = 2): : P(A; = n) nedaju vyjadrit pomocou prirodze-
nych ¢&isel. Staéi totiz pomadavku (31) formulovat takto: Oznadéme P(9;, =
= 1) = p,;: ziadame, aby platilo

.oal @y, & Loy o v oy x
lin G R e i TIRERTE 1 s = n[&, &, ..., &]
T Xy, Xay ooy X,
x
AN i‘ D
=i s (44)
x, )
Yo P
pre ovietky eelé nezaporné &, &, .. .. &,.
6

Uvedme niekolko prikladov matic, ktoré majua vlastnosti (x), (8), (3), (),
(e). (¢) a im odpovedajicich systémov pravdepodobnosti vyhovujacich po-
zindavke (31).

Nech n = 1 je Tubovolné prirodzené ¢islo a nech A je Tubovolné ¢islo z inter-
[ I . ‘
valu (et | | . Zostrojme Stvorcovii maticu a, ;|f ;. = A takto: a, - A,
n / : o '

ak 74 jia . =1—(m- 1) 4 pre vietky 7€ {1, 2, ..., n}. Matica 4

prive zostrojend ma zrejme vlastnosti (v), (£), (y), (6). Ak polozime B =

= log A* [l — (n — 1) 4], potom rovnici (43) vyhovuji disla z = x, =
. | S , . P o

= ... x, = lapriC = - rieSenim sustavy rovnic (44) su tieto Cisla ¢, —

n

I

== (?2 L., = (,’“ = -,

n
Teda matica 4 ma aj vlastnosti (g), (¢). Systém pravdepodobnosti odpo-
vedajici matici 4 je potom rovnicou (33) definovany takto (kladieme & = &, 4

FE A L E):
A6y Eny ) E)] = ;‘{ ([L— (n — 1) A5 A5

FI == D AFATE L L= (0 1) AT AT

a teda napr.
1 D
n[l,O,..O]:«;::P(‘)Il:l); JZ[O,I,O,-;()J:"’”,‘::P(QI:[:Z)

atd. az
=[0, ..., 0,1] -‘———P(% =n).



1 . . )
Je dalej =[1, 1, ..., 1] = P [l —(n — )AJ A =1 —(n — 1)A] 1*!
a plati:
e+ L&+ L8+ llffb {1 —n — 1) A tnes

L= (m— L) At AnE s [ (- D) AP e

= )AL A mE, G E =l L,  L]aE L ]
pre vsetky &, &, ..., &, celé nezaporné.

V uvedenom priklade je konStruovany systém pravdepodobnosti vyhovujteci
rovnici (31), v ktorom je P(; = 1) = P(%;, = 2) = ... = P(9%, = n). a to

1
pri Tubovolnom A1 € (O, - v) .
n — 1

Existuju vsak aj systémy vyhovujice rovnici (31) (pritom stdle mdame na
mysli systémy, ktorych pravdepodobnosti spliiuji aj podmienku (2)), v ktorych
je P, == 1) & P(9, = 2). Uvedme jednoduchy priklad.

1 6 4 3 .
Nech n =2; a;, = ~: @,y = ; @, =~} A» = _-.Potomjex 1z, -
’ 7 7 7 7
e . o 51 4 L
= 1: 2 a prislu$né ¢isla ¢,. ¢, st rovné vyrazom: ¢, = PRI ktoré maju

vetky poZadované vlastnosti. Opisanej matici odpoveda svstém pravde-
podobnosti takto definovany:

N REHIHE

Lahko sa mozno presvedéif. 7e plati

mlé& + L&+ 2] = Al &l Al 2

. 1 2 . . Lo
a je m[l, 0] =y |0, 1] == - teda systém takto konstruovany spliiuje

vietky poziadavky a je pritom P, = 1) 4 P(9; = 2).

Ukdzali sme, Ze ak vhodne volime maticu e, /7, 1, mozno podla tejto
matice skonstruovat systém pravdepodobnosti, ktory opisuje zdkonitost
v istom pretrzitom stochastickom procese a ktory vyhovuje okrem pod-
mienky (2) eSte aj podmienke (31). Podmienka (31) nemusi byt zrejme c¢ste
splnena, ked je splnena podmienka (2) a podmienka (1) nemusi byt este splnena
aj ked s splnené podmienky (2) a (31). Teda systémy pravdepodobnosti.
ktoré vyhovuji aj podmienke (2) aj podmienke (31), st akymsi prechodom
medzi systémom pravdepodobnosti v postupnosti opakovanyeh skoro neza-
vislyeh pokusov a systémom pravdepodobnosti v postupnosti opakovanych
nezivislych pokusov. Lahkost s akou mozno z matice a,; ;; 1 s vlast
nostami (v), (f), (¢), (¢) skonstruovat systém pravdepodobnosti vvhovujici
obom podmienkam (2) a (31) spolu so skuto¢nostou, ze sa dd pri studiu ta-
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kychto systémov s vyhodou pouZit metéda momentov, podtrhuje vyznam
studia takychto matic.
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BEPOATHOCTHU B IOCJEAZOBATEJLHOCTH
NOBTOPAIINMXCH MOUYTHN HE3ABUCHUMBIX OINHITOB

AHTOH ROIIHTD
BuiBoamn

B crarbe roBopHTCs O CHCTEME BCPOATHOCTEl B HOCTEIOBATEIBHOCTI TOBTOPHIONIHNCH
ouniToB. IycTh pesyapraroM Kakoro-yimbo H3 oUBITOB MOKCT ObUTH OAMH M TOJIbIO O{HI H3
CAYUaliHbl Y ABJCHHI Ay, Ay ..., A, 1 ouvers nocaepoBatesbHocTh As = ay, dy, ... ay
ween a; € {1, 2, ..., n} onuchBacT NPOTeRAHME HepPBLIX k ONBITOB TAKHM CHOCOOOM, YTO Mhi
HOJIOFKMM 7 == § TOPEA M TOJABLKO TOIA, KOPJA PE3YILTATOM (-0F0 ONBITA SBISICTCH SIR.eHHe
Aj. Coawogaom P(Ap = aq, ag, ..., ag) (rite k-Harypaiabtuoe udesto W A — smodast o
HYCTAMAs A-UJCHHAST 10CJACA0BATEABHOCTB) 0003HAYHM BEPOSKTHOCTL TOLO, Y4TO NPOTERAMHEe
UCPBLIX kK ONLITOB OuHICT HocenoBaresbiocth Ak, B craThe M3vdaeTes Takad clicroMa
sepositnocreit. Py~ ay, ag, ..., az), KOTOPast YyIOBIACTBOPHECT CJACYIOHICMY  VCIOBIO!
npy oGoM HATYPAILIOM THede kB 1 npu modolt IonyeTiMoit nocieopate hitocti 0 wsteet
MECCTO PABCTIETRO

PO = ay, dye ooy az) o PO = aiy, iy, -, a"/;)‘!
Ve (G, g0 .., tg) snobast pepecravoska uwmeea 1, 2, o) ko Odos3Haviar cHAMO0. 10w
n
PIE, &, o0 E,] BEPOSITHOCTE TOTO, WO TIPOTERAIIE HEPBLIX & OIIMTOR (E : _\~ E,-) OHem
il

Tarkast nocacioBaTeabiocTs AL, B KOTOPOIL 4neig0 ¢ odapires todno & pas. O AMoMeiTay

- . . £ \n £, \ 5 S
e, 8p) - Z Pl&, &, oL &) (51 . f E :;
>

S

(F,‘l(} 81,89, «+.y Sy aodnie HeALIe HCOTPHITATCILELIC YHCda H r/ie BOHITCVBCICHEVIO ¢ VMALY
HY3IRITO npopecrh I BCCBOBMORHDIX p}li;.,‘l()?li(,‘“llf‘[ UHCAR S HA Hedbie HeoTpiiiaTedbible

caoraemmie & 4 & + .. 4 &, = &) JOKABLBACTCH, UTO MMCET MOCTO COOTHONICHIE:
81! 8,! s
. ; . 1° n: .
M(sy, Say «- .y Sp) = lim M:(Ss, 85, ....8,) = - - P P[sy, S Su)
> w .
S«
i1

Jloraszammast ¢Bsi3bL MEHGLY MOMCHTAMIL M(s,, Spy « ..y 8p) 1 BeposiTHOCTIIMI P[E, &,
o Epl (coorsererpeno Py = ay, g, .., a;)) BOZBOSICT HOCTPONTH BCC CHETEMBI BCPOsITHO-
CTCH B HOCICA0BATEHLHOCTAX HOBTOPAIONIXCA OILITOB (KOTOPbIe VIOBICTBOPAIT BLIITCY Be-
JCHHOMY YCJOBHIO) ¢ TIOMOTLIO MOMCHTOR PacpeeTHTe bHoH GyHrimn F (& Sy S S vyt ..
ceet &y = org) CAYHAHHBIX R-PA3MCPHLIX BCKTOPOB, KOTOPAS VIIOBJACTBOPIHET Ve 10BHAM: (<

n
I~y § 1 N Z:‘I‘i = ]
=1

B nassaeiimem u3yqalores cHeTeMbl BePOSTIHOCTEI, KOTOPBIe KPOME YIOMSIHYTOTO V10~
BUS BBUTOJIHAIOT elle JIAJIbHeHNIce VCJ0BHC: YEI0BIAS BEPOATHOCTL TOFO, YTO  PEeBVILTATOM
(m + 7 + 1)-ro onvira Oyaer sipiicHHe A; PABHACTCH  YCJAOBHOW BCPOSTHOCTI TOTO, UTO
pesyabratoM (m + 1)-ro omsita Oyjer siBicuue A;, CCOH HPOTCKAHHC HCPBLIX M OHWTOB
Onio B 000MX CIIyYasiX OJIMHAKOBLIM M. eCJM HPOTCKAHUC JIAJILHCHNTUX 7 OULITOB SBIICTCH
HOPMAJIBHLIM. TIPHOTOM HPOTERAHMC KOHEYHOTO 4MCia 3a cof0I0 CACAYIONHYX OIBITOB CUH-
TACTCA HOPMAJIBHBLIM TOI'Jld, KOIJA OTHOCHTEJLHLIC YACTOTLL BCEX OT/ACJBHLIX BO3MOZRHBIX
SIRJICHHI PABHSIOTCA MX AlPHOPHLIM BCPOATHOCTAM.
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B crarbe HOCTPOCHH CHCTEMBI BePOsITHOCTEH, KOTOPbIE VIOBJIETBOPAIOT 000HM YBC/ICHHHM
vesosusiM. OKaspiBaeTCs, YTO M TAKASA CHCTEMA clie He JOKHA OBITh cHCTeMOH BepoATHOCTCR
HOCJICJIOBATENBHOCTH TOBTOPSIIOUMXCA HEe3aBHCHMBLIX OIILITOB ¢ OJWHAKOBBIM PAa3J0KLHHEM.
]H‘I)())I’I‘HO(‘,TH.

WAHRSCHEINLICHKEITEN INFOLGE
VON WIEDERHOLTEN FAST UNABHANGIGEN
VERSUCHEN

ANTON KOTZIG
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Wahrscheinlichkeitssystem  infolge von wiederholten
Versuchen behandelt, das wir tolgendermaBen erhalten: den Verlauf der ersten k Ver-
suche in einer gewissen Versuchsfolge (wo als Krgebnis eines beliebigen Versuches nur
cines den zufilligen Erscheinung 4., 4,, ..., 4, scin kann) legen wir durch die Zahlen-
folge VM, = ay, a5, ..., a,. (Wwo ¢; € {1,2, ..., n} fir alle i = 1,2, ..., k) so fest, daB
a; ~= § genau dann ist, wenn das Ergebnis des ¢-ten Versuches die zufiillige Erscheinung 4
zur Ifolge hat. Mit dem Symbol (% Ay, Uy, . ...« ) bezeichenn wir die Wahrscheinlich-
keit, daB der Verlaut der ersten & Versuche durch die Folge 9, gegeben ist. Gegenstand
dieser Untersuchung sind solche Systemne der Wahrscheinlichkeiten (. = ay, dg, .. .. @)

wo A cine beliebige naturliche Za Y eme beliebige zugelassene Folge mit & Gliedern
A beliehig tirliche Zahl, 9(, beliebig gelassene Fol t k Glied
bedeutet), die folgende Bedingungen erfiiller: Fir eine beliebige natiirliche Zahl & und
fir belicbige zugelassene Folge ;. gilt:

PO = ay, ay, ooay) = PQU = ay, @y, -oag)

wobel (4, 45, ..., ¢.) eine beliebige Permutation der Zahlen 1, 2, ..., k bedeutet. Dic
Folge wiederholter Versuche, in der das Wahrscheinlichkeitssystem die oben angefiihrter:
Kingeschaften besitzt, sind als Folge der wiederholten fast unabhingigen Versuchen
bezeichnet. Mit P&, &, ..., &,] bezeichnen wir diec Wahr: cheinlichkeit, da der Verlauft
1 2 n
n
der ersten & Versuche (§ = Z &;) durch die Folge 9; festgelegt ist, in der die Zahl ¢ genau &,
mal vorkommt. Folgendes wird bewiesen: Von den Momenten
 pre s &\ &g |92
‘115(81:827 ~'-981)):ZP[§1Y‘:27 "~’EM](”' T e
(WO 8,,8,, ..., 8, belicbige ganze nichtnegative Zahlen bedeuten und wo die oben an-
gefithrte Summation tiber alle moglichen Zerlegungen der Zahl & in ihre nicht negativen

i=1
()*n
& 3 N\ ¢
Summanden durchzufithren ist; & + & + ... + &, = §) gilt:

= . 818, ... 8yt
M(sy, s, oo sp) = lim Mg(s, 85, ..., 85) =" P(81, S5, ..., 3nl.
s+ -
\, 83 !
i=1

Die abgeleitete Beziehung zwischen den Momenten M(s,, 8,, ..., 8,) und den Wahr-
scheinlichkeiten P&, &, ..., &] ermoglicht es Wahrscheinlichkeitssysteme in Folgen
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von wiederholten fast unabhingingen Versuchen mittels von Momenten solcher be-
liobiger n-dimensionaler Verteilungsfunktionen F(& = a;; ...: &, -7 ay) zufilliger

n
Vektoren fir die 0 << &; = 1; Z & == 1 gilt, zu konstruieren.

i=1

Im weiteren Verlaufwerden Wahrscheinlichkeitssysteme betrachtet, dic auller der oben

o ingefithrten Bedingung noch eine weitere erfullen: Eine beliebige der bedingten Wahr-
scheinlichkeiten, die das Ergebnis des (m -+ r 4 1)-ten Versuches die Erscheinung 4 zw
Folge hat, soll einer bedingten Wahrscheinlichkeit, die das Ergebuis des (n - 1)-ten
Versuches in derselben Versuchsfolge die Erscheinung A4; zur Folge hat, gleich sein,
wenn der Verlauf der letzten » Versuche von (m 4- 1) bis (m + r)-ten Versuch normal
war. Der Verlauf einer endlichen Anzahl aufeinanderfolgender Versuche wird als normal
betrachtet, wenn die relative Hiaufigkeit aller moglichen einzelnen Erscheinungen gleich
ihrer Wahrscheinlichkeit apriori ist. Es werden Wahrscheinlichkeitssysteme konstruiert.
die auch diese zweite Bedingung erfiillen und es zeigt sich, daB auch ein Wahrscheinlich-
koitssystem, das diese beiden Bedingungen erfillt, noch nicht ein Wahrscheinlichkeits-
system infolgen von wiederholten unabhingigen Versuchen sein muf.

210



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T12:54:46+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




