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O I S T t C H ROZKLADOCH GRAFU 
A N T O N K O T Z I G , Bratislava 

1. Základno pojmy a definieie 

Nech G je konečná množina prvkov. Přiřaďme každému prvku a € G právě 
jedno z čísel 0,1. Číslu o(a)(= 0,1) priradenému prvku a hovoříme rozměr 
prvku a. Prvkom rozměru 0 budeme hovořit uzol, prvkom rogmeru 1 hrana. 

Nech je dané zobrazenie (p množiny všetkých dvojíc prvkov rózncho roz
měru z G do množiny čísel {0,1}, ktoré má tieto vlastnosti: 

1. (p(a, b) --- (p(b, a) pre každú dvojicu prvkov rózneho rozměru z G, 
2. ak h je lubovolná hrana z G, potom existujú právě dva uzly ux 4- u2, 

o ktorých platí: 

(p(h,uY) = (p(h,u2) = 1. 

O prvkoch dvojice pozostávajúcej z uzlu u a hrany h hovoříme, že sú inci-
dentné právě vtedy, keď platí <p(u, h) = 1. 

Konečnej množině prvkov G, pre ktoríí je daný rozklad na množinu uzlov U 
a množinu hrán H(G = U -f- H) a pre ktorú je dané zobrazenie cp o vlast-
nostiach 1,2, hovoříme konečný graf, alebo — vzhladom na to, že v nasej práci 
nepojednávame o takých grafoch, ktoré by neboli konečné — prosto graf. 

Nech G = U + // je íubovoiný graf. O uzle u grafu G hovoříme, že je n-tého 
stupňa v G, ak je incidentný právě s n hranami grafu G. 

Množině G' = U' -f- H', pre ktorú je dané zobrazenie <p' o vlastnostiach 1, 2, 
hovoříme ciastocný graf grafu G = U + H, ak G' je grafom a platí: 

a) U'CU, H'CH, 
b) o hrané h € H' a uzle u 6 U' platí (p'(h, u) — 1 právě vtedy, keď h, u sú 

incidentné v grafe G. 
Postupnosti prvkov grafu G: 

1 — U^, Hi , 2 j U2 , fl2 , 3 , . . . , fln~.i, n , Un 

hovoříme tah v grafe G, ak platí: 
x) n ^ 2, 
(i) ux sú uzly a /^, i + 1 (i — 1, 2, . . . , n) sú hrany grafu (7, 
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y) hrana hi}i+l je incidentná s uzlami ut 4= ^.+1 (* = 1, 2, . . ., n — 1), 
<5) l'ubovolná hrana grafu G sa v postupnosti vyskytuje najviac raz. 
Hovoříme, že ťah P v grafe G je otvorený, resp., že je uzavretý podlá toho, 

či je ux ^ un, alebo je %-_-= un. 
Otvorený ť a h P = u1,h1,2, . . ., un,v ktorom aj každý uzol grafu G sa vysky

tuje najviac raz, nazývá sa cestou spojujúcou uzly uv un. Uzavretému ťahu P, 
v ktorom ux = un, ale pre všetky i 4= j (kde i, j £ (1,2, . . ., n — 1J) platí 
u,.-^--- un hovoříme kruznica. J e známe, že každý uzavretý ťah, obsahujťici 
hranu h, obsahuje ako podmnožinu kružnicu, obsahujúcu hranu h. 

O dvoch uzloch uv u2 grafu G hovoříme, že súvisia, ak existuje cesta v G, 
spojujúca tieto dva uzly. Okrem toho (ako definícia) platí, že každý uzol 
súvisí sám so sebou. O grafe G hovoříme, že je súvislý, ak každá dvojica uzlov 
grafu G súvisí. 

Nech sú dané grafy G1, G2 a nech f/., resp. H% je množina uzlov, resp. hrán 
grafu Gi(i = 1,2). Budeme hovoriť, že graf G2 vznikne z grafu Gx zrušením 
hrany h € H1, ak platí: 

a) U2 = Ux 

P) H2 = H1~{h\ 

y) 1'ubovol'ná hrana h' € H2 je incidentná s tými istými uzlami v grafe G% 

ako v grafe Gx. 

Definujme si teraz pojem stupňa súvislosti medzi uzlami. Nech u, v sú lubo-
voiné dva uzly grafu G = U + H, k prirodzené číslo. 

I. Budeme hovoriť, že súvislosť medzi uzlami u, v v grafe G je stupňa k 
vtedy, keď platí: 

1. V grafe G existuje taká množina hrán H c H o k prvkoch, že zrušením 
všetkých hrán tejto množiny vznikne z grafu G istý graf G', v ktorom uzly u, v 
nesúvisia. 

2. Ak v grafe G zrušíme lubovolných k-\ jeho hrán, vznikne graf, v ktorom 
uzly u, v súvisia. 

Skutočnosť, že súvislosť medzi uzlami u, v v grafe G je stupňa k, budeme 
vyjadřovat takto: 

atí(u, v) = k. 

I I . Pretože uzol u bude súvisieť sám so sebou, nech zrušíme akýkolvek 
počet hrán grafu, budeme vždy klásť: 

aQ(u,u) = + 00. 

I I I . Ak uzly u, v v grafe nesúvisia, kladieme: 

a6(u, v) = 0. 

Tým je funkcia aa(u, v) definovaná pre každú dvojicu u, v € U, 

Matematicko-fyzikálny časopis V, 3. 145 



2. O istej ekvivalenci! mcdzi uzlami grafu 

Nech k je lubovoiné prirodzené číslo .Definujme si istý vzťah medzi uzlami u,v 
grafu G takto: 

u (-1) v, alebo u (4) v, 

podlá toho, či au(u, v) ^> k alebo atí(u, v) < k. 
Ukažme, že vzťah medzi dvoma uzlami, pre ktorý sme přijali označenie ( i ) , 

má vlastnosti ekvivalencie. Platí vždy u ( i ) u (reílexívnosť). Priamo z deíinície 
je zřejmé, že ak platí u(*L)v, platí aj v(t.)u (symetričnost). Dokažme napokon, 
že vzťah (L) je tranzitívny: 

Nech u, v, w sú l ibovolné tri uzly grafu G, k dané prirodzené číslo a nech 
platí: u(L)v, v(í)w. Ak zrušíme v G l ibovolných k—l hrán, vznikne graf G', 
v ktorom bude súvisieť uzol u s uzlom v a tiež uzol v s uzíom w. Potom však 
súvisia v grafe G' aj uzly u a w, teda platí u(Í )w, čiže vzťah (L) je aj tranzi
tívny. 

3. Rozklady U{K) množiny uzlov grafu 

Dokázali sme, že vzťah medzi dvoma uzlami grafu, pre ktorý sme přijali 
označenie (£), má všetky vlastnosti ekvivalencie. Možno preto jednoznačné 
rozdeliť množinu uzlov U grafu G na triedy ekvi\ alentných prvkov U\'], 
U^, ..., Lri'K Pre označenie rozkladu množiny uzlov U na triedy ekviva-
ientných prvkov (pri pevné zvolenom prirodzenom čísle k) ])oužijeme znak U{L). 

O rozkladoch U{L) platí táto veta: 
Veta 1. Nech i < k sú dve prirodzené čísla, potom platí: rozklad U{1) je zjemně

ním rozklaxhi U{1). 
D ó k a z : Priamo z deíinície symbolu (t) vyplývá, že ak i < k sú prirodzené 

čísla a platí atí^i, v) ^ k, platí aj atí(u, v) ^ i, t. j . ak platí u(l)v, platí aj 
u(L)v. Preto ak dva uzly u, v sú uzlami tej istej množiny rozkladu U{U), sú 
tiež uzlami tej istej množiny rozkladu U0) čiže rozklad U(li) je zjemněním 
rozkladu U{i), čo bok) třeba dokázat. 

4. Množiny hrán Il(i, i + 1) a nickíorc i cli vlastnosti 

Nech i je prirodzené číslo. Označme znakom II (i, i -]•- l) množinu všetkých 
takých hrán grafu G, pri ktorých o dvojici uzlov, s ktorými je hrana incidentná, 
j>latí: 

1. uzly patria k dvom róznym množinám rozkladu ř/(,11), 
2. uzly patria do tej istej množiny rozkladu U{1). 
O niektorých vlastnostiach množin hrán lí(i,i-\- 1) hovoria nasledujúce 

vety: 

Veta 2. Nech i, j sú Tubovolné dve prirodzené čísla (i 4 j), polom množiny 
H(i, i -| I), II (j, j f 1) ne mají t spolocného prvku. 
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l ) 6 k a z : Nech například i<j. Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, že 
existuje hrana h incidentná s uzlami u, v, ktorá je spoločným prvkom množin 
II(i, i -f- 1), H(j, j + 1), t . j . uzly u, v patria do dvoch róznych množin roz
kladu U{i+L) a patria do tej istej množiny rozkladu UU). To je však spor, lebo 
je buď i -{- \ = j a potom ř/(H"1) = U{i), alebo je i + 1 < j a podlá vety 1 
rozklad Č7(;)je zjemněním rozkladu U{i+l). Preto množiny H(i, i -f- \),H(j, j + 
-|- 1) nemóžu mať spoločný prvok. Ak j > i, potom obdobný postup vedie 
k tomu istému závěru. 

Veta lj. Hrana h je prvkom množiny II(i, i + 1 ) viedy a len vtedy, keď o uzloch u, 
v, s ktorými je hrana h incidentná, platí aa(u, v) = i. 

JDókaz: I. Dokážeme toto: a.k je h £ H(i, i -f- 1), potom platí aa(u, v) = i. 

Z deřinície množiny H(i, i -f- 1) vyplývá, že u, v patria do tej istej množiny 
rozkladu U{i) a patria do dvoch róznych množin rozkladu £/(i+1). Je teda 
u(L)v, avšak neplatí u(lL!:)v čiže au(u, v) ž i; aa(u, v) < i -f- 1, z čoho vyplývá 
aa(u, v) = i. 

11. Dokážeme teraz, že zo vztahu aa(u, v) = i vyplývá h € H(i, i -j- 1). 
Pódia předpokladu platí u(.L)v, neplatí však u^-^v. Čiže uzly u, v patria do 
tej istej množiny rozkladu U{0) a patria do dvoch róznych množin, rozkladu U{i+1), 
preto h € II(i, i + 1). 

Vela 4. Množina II(\, 2) je množina právě tých hrán grafu G, ktoré nie sú hra
nami ziadnej kružnice v G. 

Do k a z : A. Nech hrana h (incidentná s uzlami u, v) je lubovoiná taká hrana 
grafu G, ktorá sa nevyskytuje v ziadnej kružnici v G. Uzly u, v patria do tej 
istej množiny rozkladu Ua), pretože je potřebné zrušit najmenej jednu hranu 
(hranu h), aby vznikol graf, v ktorom by uzly u, v nesúviseli. Nech zrušením 
hrany h vznikne z grafu G graf G'. Ukažme, že v grafe G' uzly u, v nesúvisia. 
Ak by totiž existovala v G' cesta spojujúca uzly u, v, potom by hrany tej to 
cesty spolu s hranou h tvořili v grafe G kružnicu. To je spor s predpokladom, 
čiže uzly u, v v Gf nesúvisia, preto platí aa(u, v) = 1 a podlá vety 3 potom 
platí hell(\, 2). 

B. Nech h je fubovolná hrana množiny H(\, 2). Podlá vety 3 o uzloch u, v 
incidentných s touto hranou platí: 

aa(u, v) = 1. 

Stačí preto zrušit jedinú hranu, a to zrejme hranu h, aby vznikol graf G', 
v ktorom uzly u, v nesúvisia. Preto hrana h nie je hranou ziadnej kružnice 
v grafe G. 

Teda množina II(\, 2) je množinou právě tých hrán grafu, ktoré sa nevysky-
íujú v ziadnej kružnici grafu, čo bolo třeba dokázat. 

Medzi hranami grafu zaveďme tuto reláciu: hrana h1 je v relácii s hranou h2 

(j)ísané: hx ~ h2) ak h± splývá s h2, alebo ak každá kružnica v grafe G, ktorá 
obsahuje hranu hx obsahuje tiež hranu h2. J e zřejmé, že táto relácia je refle-
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xívna a tranzitívna. Že je tiež symetrická, vyplývá z tohto: Nech hx ~ h2, 
hx 4= h,2 (pre hx = h2 je zrejme h2 ~ hx). Predpokladajme, že existuje kružnica K2 

v G, ktorá obsahuje h2, avšak neobsahuje hx. Pretože je hx ~ h2, existuje aspoh 
jedna kružnica Kx v G taká, ktorá obsahuje hx a teda tiež h2. Kompozícia Iv3 

kružnic Kx a K2 (t. j . množina všetkých hrán, ktoré sa vyskytujú právě v jed
nej z kružnic Kx, K2 a množina uziov, s ktorými sú tieto hrany incidentné) 
obsahuje hranu hx, avšak neobsahuje hranu h2. K3 však obsahuje kružnicu Iv 
ako podmnožinu, ktorá obsahuje hx a neobsahuje h2. To je spor. Teda je aj 
h2 ~ hx a relácia ~ je reláciou ekvivalencie. Všetky hrany grafu G sa rozpadajú 
do tried 1\,T2, . . ., Tp ekvivalentných prvkov. 

Platí táto veta: 
VTeta 5. Množina H(2, 3) je súctom tých tried l\(i = 1, 2, . . ., p), ktoré obsa

hu já najmenej dve hrany. 
Do k a z : 1. Nech 1\ = [hx, h2, . . ., hn\ je Tubovolná taká trieda, kde 

n > l a H, v uzly, s ktorými je incidentná hrana hx. Každá cesta v grafe Gy 

ktorá spojuje uzly u, v a neobsahuje hranu hx, obsahuje všetky ostatně hrany 
triedy í\, (lebo každá takáto cesta spolu s hranou /^ tvoří kružnicu, ktorá 
obsahuje hranu hx a teda aj všetky hrany triedy T 4). Ak teda zrušíme v grafe G 
hranu hx a ešte jednu Tubovolnú ďalšiu hranu z Tx, vznikne graf G\ v ktorom 
uzly u, v nebudu súvisieť. Platí teda: 

atí(u, v) = 2 

a podlá vety 3 teda platí: hx £ H(2, 3). Z obdobných úvah o ostatných hra
nách triedy 1\ vyplývá: TtcH(2, 3). 

I I . Nech h je l'ubovolná hrana množiny iI(2, 3); u, v nech sú uzly, s ktorými 
je h incidentná. Podlá vety 3 je atí(u, v) = 2. Teda existujú také dve hrany 
tix 4= h2, zrušením ktorých vznikne z grafu G graf G", v ktorom uzly a, v ne-
súvisia. Jedna z hrán hx, h2 splývá s hranou h (ináč by uzly u, v v grafe G" 
súviseli). Nech je teda napr. h = hx. Označme znakom G; graf, ktorý vznikne 
z G zrušením hrany h. Cesta spojujúca uzly u, v v grafe G' existuje a nevyhnutné 
obsahuje hranu h2. Teda v G existuje aspoň jedna kružnica, obsahujúca 
hranu hx. Podlá predošlého každá takáto kružnica, obsahujúca hranu hx, 
obsahuje aj hranu h2. Čiže hx ~ h2& teda trieda Tf, v ktorej je hrana h € II(2, 3), 
obsahuje najmenej dva prvky. (Obdobné ak h = h2). 

Cize I7(2, 3) obsahuje všetky hrany takých tried T-, ktoré obsahujú najme
nej dve hrany a II(2, 3) obsahuje len takéto hrany, čo bolo třeba dokázat. 

5. Rozklad pravidelného grafu na lineárně faktory a množiny II(i,i+l) 

Pod pravidelným grafom n-teho stupňa rozumieme taký graf, pri ktorom 
každý uzol je n-tého stupňa. J e známe, že pravidelný graf n-tého stupňa 
o m uzloch má x/2 mn hrán. 
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Čiastocný graf 6r' grafu G nazýváme faktorom k-teho stupňa grafu Q, ak každý 
uzol grafu G je incidentný právě s k hranami grafu G'. Faktor grafu je teda 
pravidelným grafom. 

Je známe, že ak G' = U' + H! je faktorom k-tého stupňa pravidelného 
grafu n-tého stupňa G = U + H (k < n), potom graf G" = U" + H" (kde 
irr = U = U', H" = H — Hr) je faktorom (n — k)-tého stupňa grafu G. 

Ak každá hrana grafu G je hranou právě jedného faktora systému R = 
= {6+ G2, . . ., GJ, hovoříme, že R je rozklad grafu G na faktory. Kompozícia 
dvoch faktorov Giy G^i + j ; i, j = 1, 2, . . ., m) systému je faktor grafu, pri-
com ak Gi je faktorom y-tého stupňa, Gj faktorom g-tého stupňa, potom ich 
kompozícia je faktorom (p + g)-tého stupňa. 

Platia tieto vety: 
Veta 6, Nech v pravidelnom grafe n-teho stupňa G existuje rozklad R — 

— {L1, L2, . . ., Ln) na n faktorov prvého stupňa (n > 1), potom množina 
H(l,2) je prázdna. 

D ó k a z : Predpokladajme, že množina H( 1,2) nie je prázdna. Nechh € H(l, 2) 
a nech h je hranou faktora Ll, Pretože n > 1, existuje okrem Lo ešte aspoň 
jeden faktor prvého stupňa Lj € R. Kompozícia faktorov Lt, Lj je faktorom 
druhého stupňa grafu G. Je známe, že faktor druhého stupňa je systém kruž
nic. Teda h je hranou jednej z kružnic kompozície L- Lf. To je spor, lebo mno
žina H(l, 2) podlá vety 4 je množinou tých hrán grafu, ktoré nie sú hranou 
žiadnej kružnice. Teda H(\, 2) je prázdna množina, co bolo třeba dokázat. 

Veta 7. Nech v pravidelnom grafe n-teho stupňa existuje rozklad R = {Lx, 
L2, . . ., Ln) na n faktorov prvého stupňa (n > 2) a nech T\ CH(2, 3) je lubovolná 
z tried ekvivalentných hrán, potom platí: všetky hrany triedy TL sú hranami toho 
istého faktora rozkladu R. 

D ó k a z : Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, že existujú v triede í7; 
hrany hY + h2 také, že hx€ La, h2 € LJb, kde a, =4= b; a, b € j i , 2, . . ., n). Pretože 
podlá předpokladu n > 2 existuje v R faktor Lc, kde a ^ c ^ b. Kompozícia 
faktorov La, Lc je faktor druhého stupňa, teda systém kružnic. Nech K je tá 
kružnica kompozície La . Lc, ktorá obsahuje hranu hx. Táto kružnica neobsa
huje však hranu h2 (lebo je h2 € Lb a každá hrana grafu je hranou právě jedného 
faktora rozkladu R). To je spor, lebo podlá předpokladu je hx ~ h2. Čiže ne
existují! dve hrany v T., ktoré by patřili k róznym faktorom rozkladu R, čo 
bolo třeba dokázat. 

Veta 8. Nech G = U -\- H je pravidelný súvislý graf n-teho stupňa, kde n je 
párne číslo, potom o TubovoTných dvoch uzloch grafu platí: o0(u, v) 5= 0 (mod 2). 

D ó k a z : Nech u =j= v sú 1'ubovol'né dva uzly grafu G a nech platí: 

otí(u, v) = k. 

Pretože G je súvislý graf, je zrejme množina U jedinou triedou rozkladu U(1) 

a je zrejme k > 0. Existuje teda množina hrán /I* o k hranách taká, že zru-
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šením všetkých hrán tejto množiny vznikne z grafu Ú graf G, v ktorom uzly u> i) 
nesúvisia; zatiaF čo zrušením l ibovolných (k—l) hrán tejto množiny vznikol 
by opat graf súvislý. Rozklad Úa) v grafe G obsahuje teda právě dve množiny; 
označme ich Úx, Č72, pričom nech uč U1, v € Ú2. Je zřejmé, že každá z hrán 
množiny H* je incidentná s jedným uzlom množiny U1 a s jedným uzlom 
množiny U2. Nech počet uzlov množiny Ú1 (resp. Ú2) je m1 (resp. m2). Spočí-
tajme, kol'ko je takých hrán v množině H—H*, ktoré sú incidentné s uzlami 
množiny U1. Označme znakom s(u) stupeň uzla u v grafe G. 

Platí: 
V s(u) = m^n — k. 

Číslo mLn udává totiž súčet^stupňov pri uzloch množiny Úv před zrušením 
hrán množiny H*, tento súčet bude v grafe G zřejmé menší právě o k. Uvažme, 
že každá hrana v súcte stupňov je počítaná dvakrát, pretože každá hrana, 
ktorá je incidentná s jedným uzlom množiny Ú1, je incidentná ešte s jedným 
uzlom množiny Úx; preto je: 

mkn - í ; = 0 (mod 2) 

a pretože je podlá předpokladu n = 0 (mod 2) je tiež k = 0 (mod 2), čo bolo 
třeba dokázat. 

Priamym dósledkom vety 3 a vety 8 je veta 9: 

Veta 9. Nech G je pravidelný súvislý graf parného stupňa, potom pre všetky 
prirodzené čísla i platí': H(2i — 1, 2i) = 0. 

D ó k a z : Nech h je íubovolná hrana grafu G a nech u =f= v sú uzly incidentné 
s touto hranou. Podlá vety 8 platí aa(u, v) = 2p (kde p je prirodzené číslo) 
a podlá vety 3 z toho vyplývá: 

heH(2p, 2p + 1) 

čiže množiny H(2i — l, 2i) sú nevyhnutné prázdné pre všetky i = 1, 2, . . ., 
čo bolo třeba dokázat. 

Veta 10. Nech G je pravidelný súvislý graf n-tého stupňa, v ktorom existuje 
rozklad R = {Lx, L2, ...,Ln) na faktory prvého stupňa a nech {U19 U%) je 
lubovolný rozklad množiny uzlov grafu na dve množiny. Ďalej nech H* je množina 
tých hrán grafu G, ktoré sú incidentné právě s jedným uzlom množiny U1 = {ux, 
u2> - - - > ur*) a li nech je počet hrán množiny H*, ktoré sú hranami faktora L,-t(i = 
— 1, 2, . . ., n). Potom platí: 

lx ~ l2 ÍTE . . . = ln (mod 2). 

D ó k a z : Znakom H(u.^) označme množinu hrán incidentných s uzlom u^i = 
-= 1,2, . . ., m). Kompozíciou všetkých množin H(u.i), kde u.x € U1 (pričom pod 
kompozíciou budeme rozumieť opat množinu tých prvkov, ktoré sa v množi
nách H(ux), H(u2), . . ., H(um) vyskytujú nepárny počet krát) je právě mno
žina //*. Každá z množin H(ut) obsahuje po jednej hrané z každého faktora 
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Lf(j = 1,2, . . . , n). Teda hrany l ibovolného faktora sa v množinách H(u^) (i = 
= 1, 2, . . ., m) vyskytujú spolu m-krát. Niektoré z hrán faktora Lf móžu sa 
v týchto množinách vyskytovat dvakrát. Tieto hrany nebudu sa vyskytovat 
v kompozícii i/*, preto platí: 

/;. = m (mod 2). 

To však platí pre všetky j = 1,2, . . ., m 
cize je: lx ^= l2 == . . . -= ln = m (mod 2), 
co bolo třeba dokázat. 

Veta 11. Nech G je pravidelný súvislý graf n-teho stupňa, kde n == 1 (mod 2), 
v ktorom existuje rozklad R = {Lx, L2, . . ., Ln) na faktory prvého stupňa, potom 
o lubovolných dvoch uzloch u 4= v grafu bud platí aG(u, v) ^ 0 (mod 2) alebo 
atí(u, v) = n. 

D ó k a z : Nech u -^ v sú 1'ubovolné dva uzly grafu G a nech 

aQ(u, v) = k. 

Vzhladom na to, že G je pravidelný graf n-tého stupňa, nemóže byť k > n 
(stač! totiž zrušiť napr. všetky hrany incidentné s uzlom u — takýchto hrán 
je spolu n — a v takto vzniknutom grafe u nesúvisí so žiadnym uzlom). 

Předpokládá jme proti tvrdeniu vety, že k je číslo nepárne a menšie ako n. 
Existuje teda množina hrán LI* o k prvkoch taká, že zrušením hrán tejtó 
množiny vznikne z grafu G graf G', v ktorom uzly u, v nesúvisia. Nech Ux = 
= \ul, u2, . . ., um) je množina všetkých tých uzlov, s ktorými uzol u súvisí 
v grafe G' a nech U2 je množina všetJkých ostatných uzlov grafu. J e u € Ux, 
v€U2. Pretože zrušením lubovolných k—l hrán z množiny Fř* vznikne 
graf, v ktorom uzly u, v súvisia, je nevyhnutné H* právě množinou všetkých 
tých hrán, ktoré sú incidentné s jedným uzlom množiny Ux a s jedným uzlom 
množiny U2. Teda o počte l; hrán v množině H*, ktoré sú hranami faktora Li9 

platí podlá vety 10: 
lx SE l2 = . . . ~ ln (mod 2). 

Pretože podlá předpokladu je k < n, musí existovat aspoň jeden index i(i = 
= 1, 2, . . . n) taký, že l,k = 0. To však znamená, že všetky čísla lj sú párne 

n 

a tedaich súčet V/ ; = k je číslo párne. To je spor. Platí preto: buďk ^ 0 (mod2) 
i=i 

alebo je k = n, čo bolo třeba dokázat. 
Priamym dósledkom viet 3, 9 a 11 je veta 12. 

Veta 12. Nech G je pravidelný súvislý graf n-teho stupňa, v ktorom existuje 
rozklad R = {L19 L2, . . ., Ln\ na lineárně faktory, potom Tubovolná hrana grafu 
je buď hranou množiny H(n, n-j-l), alebo je hranou niektorej z množin H(2i, 
2 ť + l ) , kde i = 1,2 .... 

Došlo 17. IV. 1954, 
v z m e n e n o m znění 11. I I I . 1955. 
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