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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV. VIII. 1 - 1958 

0 R E P R E Z E N T Á C I I JEDNODUCHÝCH POLOGRÚP 

JÁN I VAN, Vratislava 

fvod 

(Mánok nadvážu je na autorové práce [1], [2]. j eho obsahom je riešenie nie-
ktorých otázok teorie reprezentácie tzv. jednoduchých pologrúp typu A. 
t. j . takých konečných jednoduchých pologrúp bez nuly, v ktorých súčni 
[libovolných dvoch idempotentov je opáť idempotent (pozři definíciu 1.4 v [1]). 
Ukazuje súvislosť medzi direktným rozkladom takejto pologrupy aj jej re-
prezentáciami ])omocou matic. Ide tu vlastně o aplikáciu viet o radikáli 
a polojednoduchosti direktného súčinu algebier z [2] na algebru jednoduchej 
pologrupy 8 typu A nad komutatívnym telesom charakteristiky 0. ktorá je 
hlavným predmetom studia v tejto práci. 

Algebra konečnej pologrupy 8 nad telesom K sa utvoří podobné ako algebra 
konečnej grupy (grupový okruh). Vo vektorovoni priestore nad K, ktorého 

prvky sú formálně súčty V Aťsi; kde )H € K a s^i -==- 1 2 , . . ., n) sti elementy 
•i= 1 

pologrupy 8. definujeme násobenie t ak to : 

(Í«A)(Ž^) = Í ( z «̂ )-.-
Í -= i i -= i Í = I »k*t - *.. 

rlVnto vektorový priestor je zrejme algebra rádu n nad telesom K. Tuto algebru 
nazveme algebrou pologrupy 8 nad telesom K a budeme ju značit znakom %K (8). 
V celej ])ráci budeme předpokládat, že K je komutativně těleso charakte­
ristiky 0. 

Pod repre ze ntáciou F sťwpňa r pologrupy 8 v tělese K budeme rozumieť 
homomorfizmus 

S ~ S*, 

kde 8* je multiplikatívna pologrupa matic stuaňa r nad telesom K. V případe, 
že zobrazenie 8 na S* je izomorfně, budeme hovoriť o izomorjnej (vernejj 
re prezentaci i. 
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f)alšie základné pojmy z teorie reprezentácie (priestor reprezentácie. ekvi­
valentně reprezentácie, regulárna, ireducibilná, reducibilná, úplné reducibilná 
reprezentácia a pod.) budeme používat v obvyklom zmysle (pozři napr. [3]). 

Nech zobrazenie F: 

n 

je reprezentácia konečnéj pologrupy 8 v tělese K a nech a — V - . ^ : ( \ l € / \ . 
/ - i 

si € ^) j e 1'ubovolný element z algebry s)lA, ($). Potom zobrazenie F: 

O - > 2 -v-. 

bude zrejme reprezentáciou algebry ^iK(8) v tělese /\ . Naopak, každá repre­
zentácia F algebry ^iK(8) indukuje reprezentační F pologrupy N. Přitom 
ireducibilnosť (reducibilnosť, úplná reducibilnosť) reprezentácie F má za ná-
sledok ireducibilnosť (reducibilnosť. úplnú reducibilnosť) reprezentácie F. 
a naopak. Vidíme teda, že problém reprezentácie konečnej pologrupy N možno 
previesť na problém reprezentácie algebry %K{8). Takýmto spósobom budeme 
postupovat aj v tejto práci. 

Práca sa skládá z dvoch paragrafov. V § 1 sa vyšetřuje algebra konečnej 
jednoduchej pologrupy bez nuly, ktorej každý element je idempotentný. 
V súhlase s prácou [1] takúto pologrupu označíme písmenom E. Pomocou stop 
a diskriminantu v regulárnej reprezentácii dokážeme, že ak pologru])a E je rádu 
n >-_ 2, tak algebra S)\K(E) nie je polojednoduchá a jej radikál je rádu n - 1 (veta LI). 
Pomocou tejto vety, vety 3.2 z [1] a viet 3 a 4 z [2] v druhom paragrafe po­
měrné jednoducho dokážeme, že algebra ^Í/((S) jednoduchej ])ologrupy *S 
typu A je polojednoduchá vtedy a len vtedy, ak S je grupa (veta 2.1) a jej 
faktorová algebra s)iK(S)l^l podía radikálu s)l je izomorfná s algebrou sJlA(<7), 
kde G je grupový komponent pologrupy S (veta 2.2). Z toho a zo základných 
viet teorie reprezentácie algebier vyplynie, že jednoduchá pologrupa N typu A 
má v komutatívnom tělese charakteristiky 0 právě tofko ireducibilných 
reprezentácii ako jej grupový komponent G. Dalej ukážeme, ako zo známých 
ireducibilných reprezentácii grupy G vytvoříme ireducibilná reprezentácie 
pologrupy 8 (veta 2.3). 

V práci sa používá tá istá symbolika ako v [1], resp. [2]. Pojmy jednoduchá 
pologrupa, zlava (správa) jednoduchá pologrupa, jednoduchá pologrupa 
typu A, grupový komponent jednoduchej pologrupy, direktný súčin polo-
grúp, direktný súčin algebier a pod. majú ten istý význam ako v [1] a [2]. 

Hlavným výsledkom práce sú vety 2.1 a 2.2. Poznamenávám, že tieto vý­
sledky nie sú nové. Sú odvodené (podstatné inými metodami) napr. v práci [4], 
Veta 2.1 je obsiahnutá aj v prácach [5] a [6] ako dósledok všeobecnějších viet 
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o pólo jednoduchosti algebry konecnej pologrupy S. () reprezentácii konečných 
jednoduchých pologrúp hovoří (z iného hradiska i aj práca [7]. Význam předlo­
žené] práce možno azda vidieť v tom, že ukazuje súvis medzi direktným 
rozkladom pologrúp a ich reprezentácion a použitelnost viet o direktnom 
súčine algebier z práce [2]. 

§ 1. Iredueibilné reprezentáeie pologrupy E 

Podobné ako v [1] písmenom E budeme označovat konečnú jednoduchú 
pologrupu bez nuly, ktorej každý element je idempotent. t. j . 

E = \en. evl eik, . . . . ej . 

Rád pologrupy E je teda n = st, kde s znamená počet jej minimálnych lavých 
ideálov a t počet jej minimálnych pravých ideálov. 

Naším cieTom je nájsť všetky neekvivalentně ireducibilné reprezentáeie 
pologrupy E v komutatívnomtěleseKcharakteristiky 0. Ž a t ý m účelom zistíme, 
či algebra V{K(E) je polojednoduchá alebo nie. V případe, že E je rádu 1, je táto 
otázka triviálna. V tom prí])ade je totiž \HA(K) ^ K a teda s)iK(E) ako těleso 
je jednoduchá algebra a teda aj polojednoduchá. Budeme preto předpokládat, 
že n 2. Dokážeme, že v tom případe algebra s)iK(E) nie je polojednoduchá. 
Na to budeme potřebovat nasledujúcu pomocnň vetu. 

Lemma 1.1. Nech S je konečná jednoduchá pologrupa bez nuly. Potom v re­
gulárně] reprezentácii P algebry S)\K(S) stopy elementov pologrupy S majú tieto 
vlastnosti: 

1° vsetky idempotentné elementy majú rovnakú stopu. 
2 stopa každého neidempotentnéJio elen,entu je rovná nule. 
Dokaž. Budeme sa opierať o strukturu konecnej jednoduchéj pologrupy 

bez nuly. ktorá bola podrobné vyložená v [1]. 
Je zřejmé, že v regulárněj reprezentácii T algebry S)ÍK(S) elementom jej 

bázy. t. j . elementom pologrupy S, odpovedajú matice, ktorých prvky sú iba 
nula a jednotka tělesa K. Súčet v jednotiek 1 označme v . l , t . j . i> . 1 — 1 -f 

j- 1 + . . . -f- i. Potom je zřejmé, že stopa crrU'k) [libovolného elementu sk € S 
v regulárnej reprezentácii P bude 

ar(sk) = v . 1 , 

kde r je počet jednotiek v hlavnej diagonále oej matice, ktorá v reprezentá­
cii P prislúcha elementu sk. Je to zrejme počet tých elementov st-€ *S, pre 
ktoré platí SiSk ~ si. 

1° Nech eik je lubovolný idempotent pologrupy S. Pretože S je súčtom 
svojich minimálnych Tavých ideálov, je ea. € F t . kde L{ je minimálny fa vy 
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ideál v 8. Ako je známe (pozři napr. [8]). každý idempotent minimálneho 
lavého ideálu je jeho pravou jednotkou. Teda pre každý element x{/ 6 Lt 

platí xueik = xu. Dokážeme, že pre každý element x}l € L}(j + /). teda taký, 
ktorý nepatří do L%, platí x}leik 4= x}l. Predpokladajme opak, t. j . . že platí 
x}leik = xu. Z toho však (pretože e,ik € L{ a L{ je 1'avý ideál v 8 a teda x}leik £ LL) 
vyplývá x}l čL{. čo je spor s tým, že x}l nepatří do Li. Tým je dokázané, že 

°Aeik) = 9* . 1, 

kde gt je rád ideálu L{. Ale pretože všetky minimálně ideály majú rovnaký 
počet elementov a každý idempotent padne do niektorého ideálu L t. je tým 
prvé tvrdenie vety dokázané. 

2° Nech aik je lubovolný neidempotentný element pologrupy 8. Dokážeme. 
že pre každý element x}l £ 8 platí x}laik =(= x}[. Ak j = i, l = k, t . j . x}l = xik € 
€^a-> Je t ° zřejmé, pretože grupa Gik móže mat len jednu jednotku a tou je 
idempotent eik. Ak j 4= '/, potom x}l nepatří do L{ a pretože aik € Ft, musí byť 
x}laik 6 Ki a teda # ? 7a a. 4= %• Ak j = i^l ^ k, tak .r?7 = ;zt7 6 (3^. Kedze x*t7 6 
6 Lt a L t je jednoduchá pologrupa typu A, podlá vety 1.8 z [2] platí *rl7«l7. = 
= xilail. Zrejme je xilail 4= a\v (pretože grupa 6/i7 má jedinú jednotku etl a je 
au 4= et7). Teda aj x;7aUr 4= x ; 7. Tým je dokázané, že pre každé x}l € 8 platí 
•%tttfc 4= xji • Z toho však vyplývá, že matica, ktorá v regulárnej reprezentácii I1 

algebry $lK(S) prislúcha elementu aik, má v hlavnej diagonále samé nuly, teda 

<*Aa>ik) = °> 

ak aik € $ nie je idempotent, c. b. t. d. 

Veta 1.1. Nech konečná jednoduchá pologrupa E bez nuly, ktorej každý ele­
ment je idempotent, je rádu n ^ 2. Nech K je komutativně těleso charakteristiky O. 
Potom platí: 

1° algebra ${K(E) nie je polojednoduchá, 
2° radikál s)l algebry WK(E) je rádu r = n — 1. 
D ó k a z . Nech E = {en, e12, . . ., e^} a nech n = st >, 2. Podlá vety 7 

z [9] radikál 9? algebry ^\K(E) tvoria tle a len tie elementy Áuen + A12f
;
1:> 4-

+ . . . + A4Íeíř, ktorých súradnice %n, A12,. . .. Xst sú riešením systému rovnic 

X11oI(eue.11) + Ai2o-r(e12en) + . . . + A ^ . ( ^ i ) = 0. 

hi°r(erfvi) + ^12^^12^12) i • • • + ^uai{(\t(,vi) - 0. 
(1) 

^iiM 6 n e !) + K^i{evie
st) + • • • + Kt°Ae*č*t) = °> 

kde F znamená nejakú izomorfnú reprezentáciu algebry yiK(E). Z takých 
istých dóvodov ako pri dókaze vety 1 v [2] stačí předpokládat, že F je regu-
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lárna reprezentáeia algebry ^)[K(E). Podlá lemmy 1.1 všetky elementy z E v re-
gulárnej reprezentácii F majú rovnakú stopa: or(eik) = t . 1 4= 0. Z toho 
vyplývá, že determinant systému (1) (diskriminant algebry y[K(E) v repre­
zentaci] F) je rovný nule. Teda systém (1) má nenulové riešenie. To znamená, 
že radikál s)ť algebry ^iK(E) je rózny od nulového ideálu, teda algebra $[K(E) 
nie je polojednoduchá. Tým je prvé tvrdenie vety dokázané. 

Al>y sme našli radikál s)c, potřebujeme nájsť riešenie systému (1). Ako sme 
právě ukázali, tento systém má nenulové riešenie. Aspoň jedno z týchto riešení 
najdeme velmi lahko. Z lemmy 1.1 totiž vyplývá, že všetky rovnice systému (1) 
sú rovnaké, t. j . systém (1) sa redukuje na jedinú rovnicu 

A,i + A12+ ••• + ^ = 0 . 

To je jedna rovnica o st neznámých, má teda nekonečné mnoho riešení. Rie-
sením je napr . : Iubovolné X12, A13, . . ., Xst a Xu = — X12 — Án — . . . — Xst. 
Teda každý element a radikálu sJí sa dá vyjádřit v tvare 

a = ( — A12 — A13 — . . . — Xst) eu + lX2e12 + A13e13 + . . . + Xstest == 

= —^12(^11 - e 1 2 ) ~ ^13(^11 — e 1 3 ) - . . . — ^ ( e n — e . J , 

teda každý element a € s)í sa dá vyjádřit ako lineárna kombinácia st — 1 ele-
mentov eu — e12, e n — e1 3, . . . , e n — eť/. Dokážeme, že tieto elementy sú 
lineárně nezávislé. Předpokládá jme, že sú lineárně závislé. To znamená, že 
existujú také elementy x12, xu, . . ., xst € K, z ktorých aspoň jeden je rózny 
od nuly. že platí 

«i2(eu — e12) + * 1 3 ( e n -- e13) + . . . + xst(eu - e j = 0, 

t. j . (x12 + xls+ .... + xst) eu— x12e12 — . . . — >^e,ť = 0. 

To však znamená, že elementy e u , e1 2, . . ., est sú lineárně závislé, co je však 
s])or s predpokladom, že tieto elementy tvorig, bázu algebry %lK(E) a sú teda 
lineárně nezávislé. Tým je dokázané, že elementy eu — e12, eu — e13, . . ., eu — 
— esl algebry WK(E) v počte st — 1 sú lineárně nezávislé a teda tvoria bázn 

radikálu s)í. Tým je veta dokázaná. 

Dosledok. Faktorová algebra algebry *)iK(E) podlá radikálu s)t je algebra 
ráda 1. 

Z toho a zo základných viet teorie reprezentácie algebier (pozři napr. [3]. 
kap. 12) vyplývá: 

Veta 1.2. Konečná jednoduchá pologrupa E, ktorej každý element je idempo-
tent. má v komutatívnom tělese K charakteristiky 0 jedinú ireducibilnú repre-
zentáciu. Je to reprezeniácia stupna 1. v ktorej každému elementu eu. £ E pri-
slúcha jednotka tělesa K. 
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P o z n á m k a . Presne vzaté, pologrupa E má okrem reprezentácie uvedenej 
vo vete 1.2 ešte jednu ireducibilnú reprezentáciu, a to zobrazenie. v ktorom 
každému elementu z E odpovedá nula tělesa K (nulová matica). Toto triviální1 

zobrazenie je však nezaujímavé a obvykle sa nepovažuje za reprezentáciu. 

§ 2. Ireducibilne reprezentácie jednoduehej pologrupy S typu A 

V predchádzajúcom paragrafe sme sa zaoberali špeciálnym ])rípadom jedno­
duehej pologrupy typu A. Výsledky tam dosiahnuté teraz zovšeobecníme pre 
případ všeobecnej jednoduehej pologrupy typu A. Pomocou vety 3.2 z [1] 
a viet 3 a 4 z [2] lanko dokážeme nasledujúce vety. 

Veta 2.1. Nech 8 je jednoduchá pologrupa typu A. Nech K je komutativně 
těleso charakteristiky 0. Potom algebra S)\K(8) je pólo jednoduchá vtedy a len rtedy. 
ak 8 je grupa. 

D o k a ž . 
a) Podmienka je postačujúca. Ak totiž S je grupa, tak podlá tzv. Maschkeho 

vety (pozři napr. [3]) algebra ^\K(8) je polojednoduchá. 
b) Podmienka je nutná. Nech 8 nie je grupou, t. j . množina E jej idem-

potentov je pologrupa rádu n > 2. Dokážeme, že v tom případe algebra S)\K(S) 
nie je polojednoduchá. 

Ak grupový komponent G pologrupy 8 je rádu g — 1, potom S =-- E a podlá 
vety l . l algebra WK(S) nie je polojednoduchá. Ak g 2, potom podlá vety 3.2 
z [1] platí 

8 ^ G x E. 

Z definície direktného súčinu pologrúp (pozři [1]) a z definície direktného 
súčinu algebier (pozři [2]) vyplývá: ak S ^ 81 x # 2 , potom ^\K(8) - s^K(8l) > 
X WK(82). Teda pre algebry WK(S), <)lK(G) a <$[K(E) platí: 

* * ( # ) - 2ÍK(0) X ^KW-

Podlá vety 1.1 algebra s)iK(E) nie je polojednoduchá. Z vety 4 z [2] však priamo 
vyplýva, že ani algebra 9(/v($) nie je polojednoduchá, c. b. t. d. 

Pomocou vety 2 z [2] a vety 1.1 by sme teraz 1'ahko našli radikál algebry 
yiK(8). Nám však postačí nájst faktorovú algebru podlá radikálu. () tom 
hovoří: 

Veta 2.2. Nech 8 je jednoduchá pologrupei typu A, G jej grupový komponent 
a K komutativně těleso charakteristiky 0. Potom platí 

9l*0S)/» - 1lK(G). 

kde W je radikál algebry y\K(S). 
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D ó k a z . Ak 8 je grupa, je naše tvrdenie triviálně, pretože v tom případe 
"3ř = (0) [znak (0) bude znamenat nulový ideál algebry]. Nech 8 nie je grupa, 
t. j . pologrupa E jej idempotentov je rádu n 1% 2. Ak grupový komponent G 
pologrupy S je rádu g = 1} vtedy naše tvrdenie; je totožné s druhým tvrdením 
vety 1.1 (pozři dósledok vety 1.1). Ak g 2: 2, tak podlá vety 3.2 z [1] platí 

8 ^ G x E. 

Ako bolo odóvodnené v dokaze vety 2.1, pie algebry sJ(/t:(#), ^iK(G), $iK(E) 
platí 

*K(S) - **«?) X KK(E). 

Ak označíme postupné Mi, i).,. s)c2 radikály algebier S)\K(8), ^iK(G), ViK(E). tak 
])odía vety 3 z [2] platí 

9Í*(£)/* ^^K{G)I% x KK(E)I*2.. 

Ale algebra W*-((?) je polojednoduchá, t. j . ^ == (0) a teda $iK(G)l% - ^ ( G ) -
Podlá vety 1.1 faktorová algebra ^iK(E)jVi2 je algebra rádu 1. Na základe toho 
je zřejmé, že S!iK(G) X SHK(E)IW2 - WK(G), teda. je 
^ ( t f ) / * - ^ ( G ) / * , x *„(KH% ~ S W ) x l A ( K ) / * 2 -«*(<?), č . b . t . d . 

Z dokázanej vety a zo známých základných viet o reprezentácii algebier 
(])ozri napr. [3], kap. 12) vyplývá nasledu júca veta o reprezentácii jednoduchéj 
pologrupy 8 typu A. 

Vela 2JÍ. A7tfcA 8 je jednoduchá pologrupa typu A, G jej grupový komponent 
a K komutativně těleso charakteristiky 0. Potom každý ireducibilný priestor 
re prezent ácie pologrupy 8 v tělese K je izomorfný s niektorým ireducibilný m 
priestorom reprezentácie grupy G v tělese K a naopak. 

Dósledok. Jednoduchá pologrupa 8 typu A má v komutatwnom tělese K 
charakteristiky 0 právě tolko ne ekvivalent ných ireducibilných reprezentácii ako 
jej grupový komponent G. 

Problém nájsť všetky ireducibilné reprezentácie jednoduchej pologrupy 8 
typu A sa teda redukuje na problém nájsf všetky ireducibilné reprezentácie jej 
grupového komponentu G. Otázka je, ako dostaneme ireducibilnú reprezentační 
pologrupy 8, ak poznáme ireducibilnú reprezentáciu grupy G. Nech napr. 
zobrazenie G ~ C7* je ireducibilná reprezentáoia grupového komponentu G. 

X t 

Kedze 8 je súčtom navzájom izomorfných disjunktných grup: 8 = V ^>Gik 

i - 1 k \ 

(pozři napr. [1]) a G ^Gik, je prirodzený napr. takýto postup: Zobrazím 
najprv jednu z grup Gik, napr. grupu Gn homomorfne na Cr* (to je vždy možné, 
pretože Gn ^ G a G ~ O*). Otázka je, ako zobrazíme prvky ostatných grup 
Gik. Je zřejmé, že prvok aik € Gik móžeme zobrazit iba na takú maticu, na ktorú 
sa v zobrazení Gu ~ O* zobrazí ten prvok grupy Gu, ktorý v nejakom izo-
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morfizme Gik ^Gn odpovedá prvku aik. Avšak izomorfných zobrazení Gik 

na Gn móže vo všeobecnosti existovat viac. Na prvý pohlad by sa preto mohlo 
zdát, že z jednej ireducibilnej reprezentácie grupy G by sme mohli utvořit 
viac ireducibilných reprezentácií pologrupy S. To by však odporovalo vete 2.3. 
Ukážeme, že v tom případe zo všetkých možných izomorfizmov móžeme po-
užit len jeden. 

V [1] je dokázané, že zobrazenie 

^ 1 1 <; * Xik -~ e i k X l i e i l 

grupy G1X na lubovolnú grupu Gik je izomorfizmus. Bude výhodné dat tým 
elementom pologrupy S, ktoré si v tomto izomorfizme navzájom odpovedá jú. 
zvláštně pomenovanie. 

* t 

Definíeia. Nech 8 — 2 2 ®ik J e konečná jednoduchá pologrupa bez nuly, 
i = i k = i 

nech xn je 1'ubovol'ný element z Gn. Potom element xik =-- e^x^e.^ čGik na­
zveme elementom příbuzným s xÁ1. Dva elementy příbuzné s xn budeme na­
zývat navzájom příbuznými elementární. Množinu všetkých navzájom příbuz­
ných elementov nazveme triedou navzájom příbuzných elementov. 

J e zřejmé, že v zmysle tejto definície element xn je příbuzný s xu a že celá 
pologrupa S sa takto rozpadne na g disjunktných tried příbuzných elementov. 
kde g je rád grupového komponentu G. 

Nech xik, x}l sú TubovoTné dva navzájom příbuzné elementy jednoduchéj 
pologrupy S typu A. Uvažujme element xik — x}l algebry ^iK(S). Priamo sa 
móžeme přesvědčit (berúc do úvahy vetu 1.8 z [1]), že platí 

(^•-^•/) 3 = 0, (1) 

t . j . element xik — x}1 € WK(S) je uilpotentný. Ukážeme, že je vlastně nilpo-
tentný. 

Nech y/n, je [libovolný element pologrupy $. Potom na základe vety 1.8 
z [1] je ( ^ * - ^ 7 ) ^ Ele­
menty z!lk, zfll sú navzájom příbuzné, teda podlá (1) platí (z/lk — z/df ^ 0, 
teda aj [(xik — x}l)y/ri?f = 0. Z toho vyplývá, že pre [libovolný element 
a e WK(S) platí 

[(xa - xM* = 0, 

čo však znamená, že element xik — x}l € WK{S) je vlastně nilpotentný a teda 
patří do radikálu s)l algebry ^[K(JS): 

xik-x}le * . (2) 

To znamená, že dva navzájom příbuzné elementy xik. x}l patria do jednej 
z výško ve j triedy mod s)i. 
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Neeh F je nějaká ireducibilná reprezentácia algebry ^K(^) a nech v tejto 
reprezentácii element om xik, .rn prislúchajú n a t i c e Xu-- -^JI, t . j . 

•v,u- ~-~ Xik, Xj( -~> Xjt 

xu — xji ~> Xik — Xjf. (3) 

Ako je známe (pozři napr. [3]) v ireducibilr ej reprezentácii každý element 
radikálu s)c sa zobrazí na nulovú maticu. Z toho a z (2) a (3) vyplývá: 

X,, - X { -- O, 
t , j . 

xik = X}/. 

Tým je dokázaná 

Ve(a 2.í. V kazdej ireducibilné j reprezentácii F jednoduché) pologrupy ti 
typu A v komutaUvnom tělese K charakteristiky 0 vsetkým na'vzájom, příbuzným 
elementom pologrupy ti odpoveelá tá istá matica (t. j . celá trieda navzájom pří­
buzných elemenlov sa zobrazí na jednu maticu j . 

Na základe vety 2.3 problém nájst všetky ireducibilná reprezentácie jedno­
duché]' pologrupy ti typu A v komutatívnom tělese charakteristiky 0 sa re­
dukuje na problém nájsť v tomto tělese všeťky ireducibilné reprezentácie jej 
grupového komponentu G. Ak poznáme všetky ireducibilné reprezentácie 
grupy (7, tak na základe vety 2.4 poznáme aj všetky ireducibilné reprezentácie 
pologrupy ti. 
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О М А Т Р И Ч Н Ы Х П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я Х ПРОСТЫХ 
ПОЛУГРУПП 

мм м и л и 

В ы в о д ы 

Полугруппа называется простои, если она не имеет нетривиальных двусторонних 

идеалов . К а к известно, конечная простая полугруппа 8 без нуля имеет следующую 

структуру (см. напр. [1], §1) : 

* I а I I 

* = 2 ^ = 2 я * = 2 2 °и, и = 2 ^*- И к = 2 ^ - ^ - АП/Л.. 
7 ^ 1 А ^ 1 / = 1 А- - 1 / ^ .1 / - 1 

X значи'г сумму множеств, не имеющих общих элементов, Е[ (К\с) мшшма.н.ные левые 

(правые) идеалы полугруппы $ и бг-х попарно изоморфные группы . Мы говорим, что 

;п'И группы6гIX- и абстрактная группа Сг ^.Оцс групповые компоненты пол\ гр\ ппы N. Каж­

дый идемпот(чгг ецс€.>3 является единицей группы (тгх. Пусть А'значит множество все\ 

пдемпотептои егх € N. Кечи Е яв/шется подполугруппой полугрх ппы N('1'. С. п[)опзведе11Не 

произвольных двух идемпотентов тоже идемпотент), то полугруппу $ мы называем 

простои полугруппо1( типа Л; в противном случае .мы говорим о просит!/ полугрупп» 

тина />. И тгой работе дается простое доказательство нескольких теорем о магричном 

представлении простых полугрупп типа . 1. Настоящие рогсужденпн опираются на 

работы |1 ] , \2\. 

Пусть $ конечная полугруппа и пусть К произвольное поле; алгебро/! ЧЛ/,;($) полу 

группы N над полем К называется линейная ассоциативная алгебра над Л", базисными 

элементами которой являются элементы полугруппы N. 

Н § 1 исследуется а/1геб[)а ЭДд-(/',') полугруппы 1С множества всех идемпотен юн 

и|)()стой по;|угрупиы N типа Л. Полугруппа 1С является тоже простои полугруппой без 

пули (см. | 1 | ) . При помощи свойств следов элементов в регулярном представлении 

алгебры<Л/4;(А) доказана следующая теорема: 

Теорема 1.1. Пусть Е конечная простая полугруп пи 6а нуля порядка п 1> 2. 

каждый олемент которой идемпотент. Пусто А ----- поле .га ра ктерпет ики пуло. Потом: 

1° алгебра %К(/С) '<<' является полупросто!/, 

2° порядок г радикала *>)1 алгебры У(К(/С) <'<"»"> г— п '• 

Следствие: Факторалгебра %К(Е),У1 алгебра порядка I. 

Из .тгой теоремы и из фундаментальных теорем теории преде I аи.ичшй алгебр сле­

дует: 

Теорема 1.2. Конечная простоя полугруппа А 6а нуля, каждьш олемент которои 

идемпотент, имеет в поле К характеристики пуль только одно неприводимое пре/)-

сшавление. Н лтом представлении каждый ллемент и,{ Е отображается на единицу 

поля. К. 

В § 2 мы даем обобщение теоремы 1.1 Пусть $ простая полугруппа чипа Л. По 

теореме 'Л.2 из ( 1 | имеет место: 
N ^ 6 7 X Е9 (1) 

С группоиый компонент полугруппы $, А' - множество всех идемпотентов из N. 

Из определения прямого произведения полугрупп (см. | 1 ]) и из определения прямого 

произведения алгебр (см. | 2 | ) следует: если N ^ $-,_ х -V.,, потом Л/{($) ^ ЧЛА'0$Д) X чЛк(#.,). 

Поэтому из (1) с.чедует: 

Ш8)^ъШ)хШЩ' (2) 
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Но теореме '» из [ 1 | а.1геб})а. 9(дг($) ПО. ту проста т о г д I и т о л ь к о т о г д а , к о г д а обе алгебры 

^ / Л ^ К У1К(№) п о л у п р о г г ы о . Коли Е есть алгебра п о р я д к а п. ^> 2 (т. о. Л** не является 

г р у п п о й ) , то по теоролю VI алгебра Ш%(Е) не является п о л у п р о с т о й и коатому алгеб|)а 
чЛд-(Л') не является т о ж е п о л у п р о с т о й . Из зтого следует: 

Теорема 2.1. Пусть Л* — простая полугруппа типа Л и пусть К поле харатпе-

рш-шики нуль. Потом алгебра %к(&) полупроста тогда и только тогда, когда Я группа. 

Далее, II:-8 (2) пользуясь теорелюй VI и г чфолк й Л из | 2 | нолучаолг: 

Теорема 2.2. Пусть 8 простил полугриппа п,ипа Л и пусть О её группоеьп! ком-

потч/ш. Пусти К поле характертчппни нуль. Потом имеет место: 

Кк(8)№ ^* 9Ы6<), 

г<)е У} .тачит ра()ш:ал алгебры У{К(8). 

Из ;пой тооро.мы и ил фундалюптальных теорем теории представлений следует: 

Теорема 2.3. Пу<чпь 8 простил полугруппа тина Л , пусть О а'/ групповьн! 

компонент и пусть К поле характеристики чуль. Потом каждьн! неприеодимьп! 

\ю()уль представ.ичт.ч полугруппы Я в попе К к.юморфныи с некоторым неприводимым 

мо()улсм пред<чпавленил группы (7 с, поле А / обратно. 

Следствие: Число нс.жеива.нлппных неприи/димых п редстчвлети! простои полугруп­

пы N типа Л е попе К хараьчпершчпики /п/.и, ровно числу не.жвиеилентных неприводимых 

ирсдетаслспиII сё группового компонента О ч поле К. 

Н а к о н е ц доказана следующая т е о р е л т : 
X / 

Теорема 2.4. IIу<чпь Г не/1 риводимое п рсдстаалсньс п роста II полугруппы 8 -- / у 0\к 

I *~1 / ^ I 

типа .1 в поле К характеристики нуль. Пусть хи €.Оц. Потом в представлен ни Г все 

элементы х^к - ец^Хцв^ отопраж.аютс.ч на едну м гтрииу. 

О т о б р а ж е н и е а?п —> х,к ~- ец-х^ец г р у п п ы 01Л в г р у п п у Оц: изолюрфпо (см. н а п р . | I |). 

И ы р а ж е н и я : представление, л т д у л ь преде г а в . ю н и я , р е г у л я р н о е п[)едставленио, не­

приводимое (иринодилюо. вполне п р п и о д и л т е ) представление плюют о б ы ч н ы й смысл 

(см. н а п р . |.')|). 

ГлавныII результат з г о й стати теорелп.1 2.1 и 2.2. О т м е т и м , что ;>ти результаты 

у ж е и з в е с т н ы ; новый т о л ь к о .метод исследование. Оти теоремы ( о д е р ж и т н а п р . ра­

бота | \ |. Тоорол1у 2. 1 содержат т о ж е работы |Г)|, |(з| к а к следствие более о б щ и х теорем 

об алгебре к о н о ч н о й п о л у г р у п п ы />'. 

ON THE MATRIX R E P R E S E N T A T I O N S OF SIMPLE 
SEMIGROUPS 

JAN IVAN 

S u m m a r y 

A semigroup is called simple if it does not contain non-trivial two-sided ideals. I t is 
known that the finite simple semigroup S without zero has the following structure 
( seee .g . l l ] , §1): 

/ X / I N 

S - V Lt y Rk r. y V G.k9 L . V c i k , Rk - >] Gik, Gik = IH n # * , 
,;*!*] k1*} i~lk=l Jr^l C^ 1 

37 



y designates here t h e sum of disjoint sets , Li(Iik) are t h e minimal loft ( t igh t ) ideals of S. 
Gib are groups isomorph ic toge ther . We call t he groups (/;/. and the abstract group G g^ (r\> 
group-components of S. Every i dempoten t e,-/,- € S is t he ident i ty of t h e group Ga-. Let K 
be t h e set of all i dempo ten t s e?/l 6 S. If E is a subsemigroup of S (i. e. the product of any 
two idempo ten t s is idempoten t ) t h e n we call S simple semigroup of the type A; if E is not 
a subsemigroup of S t h e n S is ca l led simple semigroup of the type B. l u this paper we give 
simp le proofs of several theorems on mat r i x representations of simple semigroups oi' 
t y p e A. The s tar t ing poin t of t he present invest igat ions are t h e papers [1], [2]. 

If S is a finite semigroup and K is a field, t h e semigroup algebra ^H/v(S) (algebra of S 
over K) is t h e linear associative a lgebra over K having the e lements of S as a basis. 

In § 1 we discuss t he a lgebra s)(A(E) of semigroup E consisting of all i dempoten t s of 
a simple semigroup S of type A. The semigroup E is also simple wi thou t zero (see ( 1 ]). 
LTsing t h e proper t ies of t he traces of e lements in t he regular representation of lHA-(E) the 
following theorem is proved: 

Theorem 1,1. Let K be a finite simple semigroup without zero of order u • 2, every 
element of which is idempotent. Let K be a field of characteristic zero. Then there holds: 

1° the algebra S)[K(E) is not semisimple, 
2° the radical sJc of the algebra \HA(E) is of order r ----- n 1. 
Corollary: The factor algebra ^ ( E ) / " ^ is an algebra of order /. 
This theorem and the fundamental theorems of t he theory of representation of a lgebras 

imply : 

Theorem 1.2. A finite simple semigroup K without zero, every element of which is idem-
potent, has in a field K of characteristic zero an unique irreducible representation. In 
this representation every element of E corresponds to the identity of K. 

I n § 2 we give a generalisation of Theorem 1.1. Let S be a simple semigroup of the 
type A. According to Theorem 3.2 in [1] holds : 

S^G y E, (1) 

G is g roup-componen t of S, E is a semigroup consisting of all i dempoten t s of *s\ F rom 
the definition of direct product of semigroups (see [1]) a n d from th e definition of direct 
product of algebras (see [2]) follows: if S^Sj X S2 t h e n sJ(A(S) g* ^ ( S O X \H/v(S2). Then 
from (1) follows: 

*K(S)Q*WK(G) < ^K(E). (2. 

According t o Theorem 4 in [2] a lgebra silA(S) is sem is imp le if and on ly if bo th *HA(G) 
a n d S)IK(E) are sem is imp le . I f E is of order n ?X 2 (i. e. S is no t a group), then according 
to Theo rem 1.1 t h e a lgebra 9(A(E) is no t semisimp le a n d hence the a lgebra ^H/v(S) is not 
semisimp le . F r o m t h a t follows: 

Theorem 2 .1 . Let S be a simple semigroup of the type A, let K be a field of characteristic 
zero. Then the algebra $1% (S) is semisimple if and only if S is a group. 

Fu r t her from (2), Theorem 1.1 a n d Theorem 3 in [2] follows: 

Theorem 2.2. Let S be a simple semigroup of the type A and G a group-component of S. 
Let K be a field of characteristic zero. Then holds: 

\H A (S ) /9?^ s H A (G ) . 
^ is the radical of S.HA(S). 

This theo rem a n d t he fundamenta l theorems of representation theory imply : 

Theorem 2 .3 . Let S be a simple semigroup of the type A. G the group-component of S and 
K a field of characteristic zero. Then every irreducible representation space of S in K >s 
isomorphic with one of the irreducible representation spaces of G in K, and vice versa. 
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Corollary: The number of inequivalent irreducible representations of a simple semi-
qrouj) S of the tupe A in a field K of character is vie zero is equal to the number of inequivalent 
irreducible representations of their group-component G in K. 

Finally, the following theo rem is p roved : 
/ 

Theorem 2. i . Let Fbe an irreducible representation of the simple semigroup S -- N N (J-L 

i " 1 lT* 1 
of the tijpv A in a field K of characteristic zero. TM XU € Gu. Then in the representation F 
evert/ element xu- em- xneiL G (hk corresponds lo an unique matrix. 

The mapping xn —> x^. == e^. xnCix of Gu on to Gik is isomorphic (see e. g. [1]). 
rFlic concepts representa t ion , r epresen ta t ion space, regu lar representa t ion, irreducible 

(reducible, completely reducible) r epresen ta t i cn are used in t h e usual sense (see e. g. [3J). 
The main resu l t of this paper are the theorems 2.1 and 2.2. W e rema rk t h a t th is re­

sults are already known; only t h e m e t h o d of the investigation is new. The theo rems 2.1 
and 2.2 are conta ined in t h e paper [4]. T h e theorem 2.1 is conta ined also in [5] and [ 6J as 
a corollary of t h e general theo r ems on algebra of a rinite semigroup S. 

39 


		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T12:14:25+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




