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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 1 — 1958

O REPREZENTACII JEDNODUCHYCH POLOGRUP

JAN IVAN, Bratislava

Uvod

('lanok nadvizuje na autorove prace [1]. [2]. Jeho obsahom je rieSenie nie-
ktoryceh otdzok tedrie reprezenticie tzv. jednoduchych polograp typu A.
t. j. takych konelnych jednoduchych pologriip bez nuly, v ktorych sucin
lubovolnych dvoch idempotentov je opiit idempotent (pozri definiciu 1.4 v [1}).
Ukazuje stvislost medzi direktnym rozkladom takejto pologrupy aj jej re-
prezenticiami pomocou matic. Ide tu vlastne o aplikdciu viet o radikali
a polojednoduchosti direktného stiéinu algebier z [2] na algebru jednoduchej
pologrupy S typu 4 nad komutativnym telesom charakteristiky 0. ktord je
hlavnym predmetom studia v tejto praci.

Algebra koneénej pologrupy S nad telesom K sa utvori podobne ako algebra
konetnej grupy (grupovy okruh). Vo vektorovom priestore nad K, ktorého

n
prvky st formdlne saéty Z A kde 2, € Koas(t = 1.2, ..., n) s elementy
i=1
pologrupy S. definujeme nasobenie takto:

n n

(3 ) (3 hs) = 3 (3 wb)s

1=1 1= 1 =13 =8

[
Tento vektorovy priestor je zrejme algebra radu # nad telesom K. Tato algebru
nazveme algebrou pologrupy S nad telesom K a budeme ju znadit znakom 9 (S).
V' celej prici budeme predpokladat, 7e K je komutativne teleso charakte-
ristiky 0.

Pod reprezentacion I' stupiia r pologrupy & v telese K budeme rozumiet
homomorfizmus

S~ N N
kde S* je multiplikativna pologrupa matic stuonia » nad telesom K.V pripade,
ze zobrazenie S na S* je izomorfné. budeme hovorit o izomorfnej (vernej)

reprezentdacii.
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Dalsie zikladné pojmy z tedrie reprezenticie (priestor reprezentacie. ekvi-
valentné reprezentacie, regularna, ireducibilna, reducibilna, iiplne reducibilna
reprezentacia a pod.) budeme pouzivat v obvyklom zmysle (pozri napr.[3]).

Nech zobrazenie [

n
je reprezentacia koneénej pologrupy S v telese K a nech « = Z s (v, €N
i
s; € N) je Tubovolny element z algebry 3, (8). Potom zobrazenie [

h
- 2 A
i

bude zrejme reprezentaciou algebry %, (S) v telese A. Naopak, kazda repre-
rzentacia [ algebry % (8) indukuje reprezentaciu [’ pologrupy S. Pritom
ireducibilnost (reducibilnost. aplnd reducibilnost) reprezenticie /" ma za ni-
sledok ireducibilnost (reducibilnost. tplnd reducibilnost) reprezentiacie [
a naopak. Vidime teda, Ze problém reprezentacie koneénej pologrupy S mozno
previest na problém reprezentacie algebry 9, (S). Takymto sposobom budeme
postupovat aj v tejto prici.

Praca sa sklada z dvoch paragrafov. V § 1 sa vySetruje algebra konecnej
jednoduchej pologrupy bez nuly, ktorej kazdy element je idempotentny.
V sthlase s pracou [1] takato pologrupu oznac¢ime pismenom K. Pomocou stop
a diskriminantu v regularnej reprezentacii dokazeme, Ze ak pologrupa £ je radu
n - 2, tak algebra () nie je polojednoduché a jejradikal je radun - 1(vetal.l).
Pomocou tejto vety, vety 3.2 z [1] a viet 3 a 4 z [2] v druhom paragrate po-
merne jednoducho dokazeme, ze algebra %, (S) jednoduchej pologrupy N
typu A je polojednoduchi vtedy a len vtedy, ak S je grupa (veta 2.1) a jej
faktorova algebra ,(S5)/% podla radikalu % je izomorfna s algebrou V(,.((7),
kde (@ je grupovy komponent pologrupy S (veta 2.2). Z toho a zo zakladnych
viet tedrie reprezentacie algebier vvplynie, ze jednoducha pologrupa S typu A
ma v komutativnom telese charakteristiky 0 prave tolko ireducibilnyeh
reprezentacii ako jej grupovy komponent G. Dalej ukazeme. ako zo zndmych
ireducibilnych reprezentacii grupy @ vytvorime ireducibilné reprezénticie
pologrupy S (veta 2.3).

V praci sa pouziva ta ista symbolika ako v [1], resp. [2]. Pojmy jednoducha
pologrupa, zlava (sprava) jednoducha pologrupa, jednoduchd pologrupa
typu 4. grupovy komponent jednoduchej pologrupy, direktny sté¢in polo-
grap, direktny sGéin algebier a pod. maji ten isty vyznam ako v [1] a [2].

Hlavnym vysledkom prace si vety 2.1 a 2.2. Poznamenavam, ze tieto vv-
sledky nie st nové. St odvodené (podstatne inymi metédami) napr. v praci [4].
Veta 2.1 je obsiahnuta aj v pracach [5] a [6] ako dosledok vseobecnejsich viet
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o polojednoduchosti algebry koneénej pologrupy S. O reprezenticii koneénych
jednoduchych polograp hovori (z iného hladiska) aj praca [7]. Vyznam predlo-
zenej prace mozno azda vidiet v tom, 7e ukazuje savis medzi direktnym
rozkladom pologrip a ich reprezentaciou a pouzitelnost viet o direktnom

stucine algebier z prace [2].

§ L. Ireducibilné reprezentacie pologrupy £

Podobne ako v [1] pismenom E budeme oznadovat koneéni jednoduchi
pologrupu bez nuly. ktorej kazdy element je idempotent, t. j.

.
E o= e e ool o0yl

Rad pologrupy K je teda n = st, kde s znamend pocet jej minimalnych lavveh
idedlov a ¢ pocet jej minimalnych pravych idedlov.

Nasim cielom je najst vSetky neekvivalentné ireducibilné reprezentacie
pologrupy £ v komutativnom telese K charakteristiky 0. Za tym Géelom zistime.
¢ algebra Y, (F) je polojednoduchd alebo nie. V pripade, Ze K jeradu 1, je tiato
otizka trivialna. V tom pripade je totiz ), (F) ~ K a teda W, (K) ako teleso
je jednoduchd algebra a teda aj polojednoduché. Budeme preto predpokladat.
7ze n - 2. Dokazeme, ze v tom pripade algebra 3, (¥) nie je polojednoducha.
Na to budeme potrebovat nasledujicu pomoeni vetu.

Lemma L1, Nech S je koneénd jednoduchd pologrupa bez nuly. Potom v ve-
guldrnej reprezentacii I algebry W ,.(S) stopy elementov pologrupy S maji tieto
vlastnosti:

1Y wlethy idempotentné elementy maji rovnaki stopu.

20 stopa kadého neidempotentného elenentu je rovnd nule.

Dokaz. Budeme sa opierat o struktdru konecénej jednoduchej pologrupy
bez nuly. ktora bola podrobne vylozena v [1].

Je zrejmé. ze v regulirnej reprezentacii [7 algebry V(,(S) elementom jej
bazy. t. j. elementom pologrupy S, odpovedaju matice. ktorych prvky sa iba

nula a jednotka telesa K. Sii¢et v jednotiek loznaé¢me » . 1,t. j. ». 1 =14
- 14 ... + L. Potom je zrejmé, ze stopa o;(¢,) lubovolného elementu s, € N

v regularnej reprezentacii I bude

aplsy) = v. 1.

kde » je pocet jednotiek v hlavnej diagonale tej matice, ktora v reprezenta-
cii I" prishicha elementu s,. Je to zrejme pccet tych elementov s; €S, pre
ktoré plati s;8;, = ;.

1° Nech ¢ je Tubovolny idempotent pologrupy 8. Pretoze S je sdétom
svojich minimalnych Tavych idealov. je ey € L;. kde L; je minimalny lavy
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ideal v S. Ako je zndme (pozri napr. [8]), kazdy idempotent minimalneho
Javého idedlu je jeho pravou jednotkou. Teda pre kazdy element a; € L,
plati x,e, = ;. Dokdzeme, Ze pre kazdy element x;, € L;(j = ). teda taky.
ktory nepatri do L;, plati x;ey -+ x;,. Predpokladajme opak. t. j.. ze plati
X0, = x;. Z toho viak (pretoze ¢, € L;a L, je lavy idedl v Na teda @, € L))
vyplyva wx;, € L;. ¢o je spor s tym. ze x; nepatri do L;. Tym je dokazané. ze

opleq) = gt .1,

kde gt je rad idealu L;. Ale pretoze vietky minimdlne idedly maji rovnaky
pocet elementov a kazdy idempotent padne do niektorého idedlu L;. je tvm
prvé tvrdenie vety dokdzané.

2° Nech ay je lubovolny neidempotentny element pologrupy S. Dokazeme.
ze pre kazdy element x;, € S plati x;a,, + ;. Akj =i, 1=k t.j. a; = r; €
€ Gy, je to zrejmé, pretoze grupa G, moéze mat len jednu jednotku a tou je
idempotent e;;. Ak j + ¢, potom x;, nepatri do L; a pretoze a,, € L;. musi byt
vy € Ly a teda xja, = . Ak j =4, 1 F k, tak x; = x,, € Gy, Kedze x;, €
€ L; a L; je jednoduchéa pologrupa typu A, podla vety 1.8 z [2] plati a,a,, =
= x,a,. Zrejme je x,a; =+ x,; (pretoze grupa G; ma jedind jednotku e, a je
a; + ey). Teda aj x,a, + ;. Tym je dokizané, ze pre kazdé w;, € S plati
xay, # xy. Z toho viak vyplyva, Ze matica, ktora v regularnej reprezentacii 1’
algebry 2, (S) prislicha elementu a;;,, ma v hlavnej diagondle samé nuly, teda

op(ay) = 0,

ak ay € S nie je idempotent, ¢. b. t. d.

Veta 1.1. Nech koneénd jednoduchd pologrupa E bez nuly, ktorej kaidy ele-
ment je idempotent, je radu n = 2. Nech K je komutativne teleso charakteristiky (.
Potom plati:

1° algebra A, (E) nie je polojednoduchd,

2° radikal 2 algebry U (E) je radu r = n — 1.

Dokaz. Nech E = {e;;, €5, ...,¢,} a nech n = st = 2. Podla vety 7
z [9] radikal % algebry 9 () tvoria tie a len tie elementy A, + Aepn +
+ ... + Ay, ktorych stiradnice 4,;, 4;5,.... 4, su riefenim systému rovnic
Inop(enen) + Anop(een) + ... + Aop(eon) = 0.

l,

210 1(€11012) + Ao p(e19012) e A Ago (el ) 0.

Iop(ent.) + Anop(eney) + ... 4 Agop(eyey) = 0.

kde I" znamena nejaki izomorfni reprezenticiu algebry . (). Z takych
istych dévodov ako pri dokaze vety 1 v [2] stac¢i predpokladat, ze I je regu-
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larna reprezentacia algebry A, (H). Podla lemmy 1.1 vietky elementy z / v re-
gulirnej reprezentacii I' maju rovnaka stopu: op(e;) = ¢.1 == 0. Z toho
viplvva, ze determinant systému (1) (diskriminant algebry A, (H) v repre-
rentaeii 1) je rovny nule. Teda systém (1) ma nenulové rieSenie. To znamend.
ze radikal W algebry %A, (E) je rozny od nulového idedlu, teda algebra . (F)
nie je polojednoducha. Tym je prvé tvrdenie vety dokazané.

Aby sme nasli radikal %, potrebujeme najst rieSenie systému (1). Ako sme
prave ukazali, tento systém ma nenulové rieSenie. Aspon jedno z tychto rieSeni
najdeme velmi lahko. Z lemmy 1.1 totiz vyplyve, ze vietky rovnice systému (1)
st rovnaké, t. j. systém (1) sa redukuje na jedini rovnicu

da+ Ap oo A =0,

To je jedna rovnica o st neznamych, ma teda nekonedéne mnoho rieSeni. Rie-
Senim je napr.: Tubovolné A, A, ..., Ay @ Ay = — A — A3 — ... — 4.
Teda kazdy element e radikalu % sa da vyjadrit v tvare

= (—Ap— diz— . — Ay) e+ Apeie + Agery + ...+ Agey =

= — (e — €12) — Alen — e13) — ... — Aylen — ey,

teda kazdy element @ € % sa dé vyjadrit ako linedrna kombindcia st — 1 ele-
mentov e, — e, €57 — €3, ..., € — €,. DokdZeme, ze tieto elementy su
linearne nezavislé. Predpokladajme, Ze sG linearne zavislé. To znamena, Ze
existuju také elementy sy, x3, ..., #, € K, z ktorych asponi jeden je rozny
od nuly, Ze plati

#pp(€yy — €12) + #yg(en — €13) k... A+ xulen —ey) =0,
t.j. (%12 + 293 + - oo A Hy) €93 #9930 — ... — % ey = O.
To vSak znamend, ze elementy e, €., ..., e, st linearne zavislé, éo je viak
spor s predpokladom, ze tieto elementy tvorie, bazu algebry 2 (%) a st teda
linearne nezavislé. Tym je dokdzané, ze elementy e;; — ey5, €37 — €13, - . ., €57 —
- e, algebry A (E) v podte st — 1 s linedrne nezavislé a teda tvoria bazu

radikdlu 9. Tym je veta dokazana.

Dosledok. Faktorovd algebra algebry N, (E) podla radikdlu Y je algebra
radw 1.

Z toho a zo zakladnych viet tedrie reprezentacie algebier (pozri napr. [3].
kap. 12) vyplyva:

Veta 1.2, Koneénd jednoducha pologrupa E, ktorej kaZdy element je idemnpo-
tent, ma v komutativnom telese K charalteristiky O jedinit ireducibilni repre-
zentdciu. Je to reprezemtdcia stupiia 1, v ktorej kaZdému elementu ¢, € E pri-
shitcha jednotka telesa K.



Poznamka. Presne vzaté. pologrupa E ma okrem reprezenticie uvedencj
vo vete 1.2 efte jednu ireducibilnt reprezenticiu. a to zobrazenie. v ktorom
kazdému elementu z E odpoveda nula telesa K (nulova matica). Toto trividlne
zobrazenie je viak nezaujimavé a obvykle sa nepovazuje za reprezentdiciu.

§ 2. lreducibilné reprezentacie jednoduchej pologrupy S typu A

V predchadzajicom paragrafe sme sa zaoberali $pecidlnym pripadom jedno-
duchej pologrupy typu 4. Vysledky tam dosiahnuté teraz zovseobecnime pre
pripad vieobecnej jednoduchej pologrupy typu A. Pomocou vety 3.2 z [1]
a viet 3 a 4 z [2] lahko dokazeme nasledujice vety.

Veta 2.1. Nech S je jednoduchda pologrupa typu A. Nech K je konoutativie
teleso charakteristiky 0. Potom algebra W ;(S) je polojednoduchd vtedy « len viedy.
ak S je grupa.

Dokaz.

a) Podmienka je postacujica. Ak totiz 8 je grupa. tak podla tzv. Maschkeho
vety (pozri napr. [3]) algebra 9, (S) je polojednoducha.

b) Podmienka je nutna. Nech S nie je grupou. t.j. mnozina E jej idem-
potentov je pologrupa radu n > 2. DokdZeme, Ze v tom pripade algebra 3 (N)
nie je polojednoducha.

Ak grupovy komponent G pologrupy S je radu g — I, potom N — E a podla
vety 1.1 algebra %, (8) nie je polojednoducha. Ak ¢ — 2. potom podla vety 3.2
z [1] plati

S ~G X E.

7 definicie direktného siéinu pologriap (pozri [1]) a z definicie direktného
stdinu algebier (pozri [2]) vyplyva:ak 8 =~ S; > S, potom W, (S) ~ W (N)) ~
X Ak(S,). Teda pre algebry W, (S), A, (G) a AL (H) plati:

W, (S) > k() X AL (H).

Podla vety 1.1 algebra 2 ,(£) nie je polojednoduchd. Z vety 4 z [2] vsak priamo
vyplyva, ze ani algebra ,(S) nie je polojednoducha. ¢ b. t. d.

Pomocou vety 2 z [2] a vety 1.1 by sme teraz [ahko nasli radikal algebry
A(S). Nam vak postadi najst faktorovit algebru podla radikalu. O tom
hovori:

Veta 2.2, Nech S je jednoduchd pologrupa typu A, G jej grupoviy kom ponenl
« K komutativne teleso charakteristtky 0. Potom plati

W ()N~ AW (@)

kde W je radikal algebry A (S).
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Dokaz. Ak § je grupa, je naSe tvrdenie triviilne, pretoze v tom pripade
W = (0) [znak (0) bude znamenat nulovy ideal algebry]. Nech § nie je grupa.
t. j. pologrupa E jej idempotentov je racdu n =z 2. Ak grupovy komponent ¢
pologrupy 8 je radu g = 1, vtedy nase tvredenie je totozné s druhym tvrdenim
vety 1.1 (pozri doésledok vety 1.1). Ak ¢ = 2, tak podia vety 3.2 z [1] plati

Ako bolo odovodnené v dokaze vety z.1, pre algebry . (S), Ax(G). A, (K)
plati
Wel8) ~ Wel(G) x A (E).

Ak oznacime postupne M, %, . W, radikdly algebier 3, (S), %,(G). %, (K). tak
podla vety 3 z [2] plati

W (S) N~ W (G 2y X A (B0

Ale algebra A, (G) je polojednoduchd, t.j. 2%, == (0) a teda A (G)/N, ~ A (G).
Podla vety 1.1 faktorova algebra A, (E)/ )i, je algebra rdadu 1. Na zaklade toho
je zrejmé. ze W (G) X AL (E)[ N, ~ Wi(d), teda je
g ()N~ W (@) X W (B Ny~ Wge(G) X2 ()] %y~ Wpe(G), &bt dl

7 dokdzanej vety a zo znamych zdkladnych viet o reprezentacii algebier
(pozri napr. [3], kap. 12) vyplyva nasledujica veta o reprezentacii jednoduche;j
pologrupy S typu 4.

Veta 2.3. Nech S je jednoduchda pologrupa typu A, G jej grupovy komponent
a N komutativne teleso charakteristiky . Potom kaZdy ireducibilny priestor
re prezentdacie pologrupy S v telese K je izomorfny s miektorym ireducibilnijm
priestorom reprezentdacie grupy G v telese K a nuwopak.

Dosledok. Jednoduchd pologrupa S typu A ma v komutativnom telese K
charakteristiky 0 prave tolko neekvivaleninijch ireducibilnych reprezentdcii ako
jej grupovy komponent G.

Problém najst vsetky ireducibilné reprezentacie jednoduchej pologrupy S
typu A sa teda redukuje na problém najst vsetky ireducibilné reprezenticie jej
grupového komponentu ¢. Otazka je, ako dostaneme ireducibilni reprezentéiciu
pologrupy 8, ak pozniame ireducibilnti reprezentaciu grupy G. Nech napr.
zobrazenie @ ~ G* je ireducibilnd reprezentdcia grupového komponentu (.

s t
Kedze N je stié¢tom navzajom izomorfnych disjunktnych grap: § = Z EG“‘

R B |
(pozri napr.[1]) a G ~ Gy, je prirodzeny napr. takyto postup: Zobrazim
najprv jednu z grap Gy, napr. griupu G; homomorfne na G* (to je vidy mozné.
pretoze G, ~ G a G ~ G*). Otazka je, ako zobrazime prvky ostatnych grap
(.. Je zrejmé, ze prvok a;, € G,;, mdzeme robrazit iba na takd maticu, na ktor
sa v zobrazeni G}, ~ G* zobrazi ten prvok grupy G,,. ktory v nejakom izo-

3 Matematicko-tyzikalny casopis SAV, VIIL 1 — 1958 33



morfizme Gy, ~ G, odpoveda prvku a,,. AvSak izomorfnych zobrazeni (1,
na (;; mdze vo vieobecnosti existovat viac. Na prvy pohlad by sa preto mohlo
zdat, Ze z jednej ireducibilnej reprezenticie grupy G by sme mohli utvorit
viac ireducibilnych reprezenticii pologrupy S. To by viak odporovalo vete 2.3.
Ukazeme, Ze v tom pripade zo vietkych moznych izomorfizmov modZeme po-
uzit len jeden.

V [1] je dokazané, Ze zobrazenie

Xy == Ly == €21 8

grupy G,; na Iubovolnu grupu Gy je izomorfizmus. Bude vyhodné dat tym
elementom pologrupy S, ktoré si v tomto izomorfizme navzajom odpovedaji.
zvlistne pomenovanie.

s t
Definicia. Nech S = > > Gy je konetnd jednoducha pologrupa bez nuly.

i=1k=1

nech x;; je Tubovolny element z G};. Potom element x,, = ¢ 2,0, € G, na-
zveme elementom pribuznigm s xy,. Dva elementy pribuzné s x;; budeme na-
zyvat navzdjom pribuznijmi elementami. MnoZinu vSetkych navzajom pribuz-
nych elementov nazveme triedow navzdjom pribuznijch elementov.

Je zrejmé, Ze v zmysle tejto definicie element xy; je pribuzny s a; a ze celia
pologrupa S sa takto rozpadne na ¢ disjunktnych tried pribuznych elementov.
kde ¢ je rad grupového komponentu G.

Nech %, z;, st Iibovolné dva navziajom pribuzné elementy jednoduchej
pologrupy S typu A. Uvazujme element x;. — .r;, algebry ,(S). Priamo sa
mozeme presvedéit (beriic do uvahy vetu 1.8 z [1]), ze plati

(i — a)* = 0, (1)

t.j.element x, — x;, € ¥,(S) je nilpotentny. UkédZeme, ze je vlastne nilpo-
tentny.
Nech y,, je Tubovolny element pologrupy S. Potom na ziklade vety 1.8

Z [1:1 Je (x“c - l']-l)'_’/“” = xi/»'?/ul' - xil?/ur - xuk?/ul: - xul?//tl — :’/:k — S ]“l(“—
menty z,;, 2,; si navzijom pribuzné, teda podla (1) plati (z,, — z,,)* == 0,

teda aj [(wy — x;)y,, P = 0. Z toho vyplyva, ze pre lubovolny element
a € A, (S) plati
[(a; — 2;)al = 0,

¢o viak znamend. ze element w, — &, € A (S) je vlastne nilpotentny a teda
patri do radikalu 9% algebry 3, (8):

Ty — ay, € N (2)

To znamend, zZe dva navzijom pribuzné elementy u,. x; patria do jednej
zvyskovej triedy mod .
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v . . ’ . . . ’ ’ . \ . o ‘-
Nech I je nejaké ireducibilng reprezenticia algebry x(S) a nech v tejto
reprezentdeii elementom wy,. r;, prishichaji matice Xy Xt

Py Xy, ay -+ X,
i — = Xy — X (3)

Ako je zname (pozri napr. [3]) v ireducibilrej reprezenticii kazdy element
radikdlu W sa zobrazi na nulova maticu. Z toho a z (2) a (3) vyplyva:

Xy X, -0,

AY"L. == X

e
Tym je dokazana

Veta 2. V kaZdej ireducibilnej reprezenticic I' jednoduchej pologrupy S
tiypu A v komutativnom telese K charakteristiky 0 vsetkyjm navzdjom pribuznijm
clementom pologrupy S odpovedd td istd matica (1. 7. celd trieda navzdajom pri-
buznajeh elementov sa zobrazi na jednw maticu, .

Na ziklade vety 2.3 problém najst vSetky ireducibilné reprezentacic jedno-
duchej pologrupy S typu .4 v komutativnom telese charakteristiky 0 sa re-
dukuje na problém najst v tomto telese vietzy ireducibilné reprezenticie jej
grupového komponentu (. Ak pozname vietky ireducibilné reprezenticie
grupy (. tak na zaklade vety 2.4 pozname aj vSetky ireduecibilné reprezenticie
pologrupy 8.
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O MATPUYUYHDBINX TPEOJCTABJEHIIINX 1TPOCTHIN
MoJIyrevinti

A HBAH

Buisoin

HoAyrpyna HaspiBacTest npocinoit, eCl Ola He IMECT HETPHBHAILILIN IBYCTOPOIHHN
wea 08, Rark m3Beetio, Konednast mpoetas o avEpyina 8 663 By IMeeT e IV I
crpyirrypy (ev. naup. [1], §1):

N t

N t B
DD O b= > Gig B= Y Gip Gyo= Lin Ry
= : k=1 / 1

5 1
N o= Z Ly = Z Ry =
i= 1 k=1 f=1 k=1 - /

X BUAUMT CYMMY MHBOKCCTE, 1HC MMCIOHMN o0y aaemenron, Ly (By) s isunie Jesbie
(nupasuie) wiacasgn noayrpymimn S ou Gy notapno uzoymopduuie rpyunni. Mol roopis, aro
DT Epy i G e aberparrian epyinta G 0 Gy epynnosse kosnoneimn 1oy rpy s S, Nase
AL IeMHoTenT eg €5 sBasieres CUiei epy it Gy Tvers F73masin e Muozec o Beey
ICMHOTCNTOR e €8 . Eestn 12 s1eme s no oy rpyinnoii noayepy i S (1. . nponspeenie
HPOUBBOABLULIN JIBYN  HACMIOTCHTOR TOZRC HACNUOTCHT), TO HOANTPNIHN S MBS B e

/1/)(;/'/;1(:1'1 /1()./}/8/)]//1/10/( muna .1 B HPOTHUBHONM COANYAC ML FOBOPHN O n2poctiow 11o.0je iy

o 3013 oroti padore JGerTes HpocToe ORABATE TLCTBO HOCKOILRIX TCOPEM O APz
HPCCTARICHIIE HPOCTHIX HOANEPNINE Tiae L Hacrosiure: poceyviie s ouipaiores i
padorer | 1], [2].

Hyers S woneunast noayepyuia ooayers K npoussoasioe nodes aeeapoic Ag(S) noory
epynnne S L noey Konassisacetest Juneiinas acconmarupias asreopa nace Ko Gasnennnm
DACMCHTAMM KOTOPOIT HBASHOTCSE DACMCHTHL HOANTPYTHHLE S,

B § 1 wceacaveres aqmredpa g (L) noqayrpyumnt /2 MHOZRCCTBA BECN HICMIOTCH OB
HPoCTOl noAyrpy bt S ruia 1. Hodayrpyinra /5 asaseres Tose npoeToit noayrpyuioii Ges
uyast (ev. [T, Hpr noMsomm ¢BoHeTB ¢ 0B DJACMCHTOR B PEEVAAPHON HPE,LCTaB CH
areOpniA (19) loRasama eV IONAST TCOPEeNa:

Teopema 1.1, Hyemn 1] RONUCUIAS NPOCIAS ROAYe YR Ged 1 nopsadia n = 2,
rancAuic saeserm komopoic wdeatomennt. Hycmn Ko noae vapaimepuciuwic e, Hono e
1° waeeopa k(D) ne swasemeds noaynpocmoi.

2° nopsdow v paduraa N a.eeopor W (L) eemn r = n I

Cacpersne: Qarmopareedopa A g(K)/N wreedpa nopadia 1.

Ha3 oroil teopesnr # 13 QyHAAMCHTAILHBIX TCOPEM TCOPHIT HPCACTRB I aaredp coce-
AYeT:

Teopema 1.2, Nonewas nas I 6 a wianeouli e .

((lp( Ma PN VOHeCUHA II[)()'III”J /I(),I!/(P]/HNII L0 HY LS, RAMCOBLL 0. 1€ TN /IUNIUI)NH
wdesnomenm, useem ¢ noae K vaparmepuemuri nyan mo.ansko 0010 ienpusodisoe nped-
cras.Lent e, Ii SO II/)(‘al'IIHI(f,I('”NN Il'l'I,)t('fl)hllll DACMCHIN U3 / {)H]l)”)/)llJ/('/IVIN"-’/ Ha I’f’[“ll“(j(
noas K.

B § 2 Muijaem 0do0nieuune reopesnt 1|

$

Teopeme 3.2 s | L] nveer yecro:

upocTas noavrpyvina tuia e Ho
S=>=G X K, (1)

G l'[)_\’llll(illl-lii ROMHONCHT HOAYEPYIHIbI AS', A = MHOIRCCTBO BCCX HCMITOTOHTOB H3 N,
I3 onpejeqacnnst HpsaMoro npousse;lenns noayrpyme (es. [ L) i ns onpeteacims npsnioro
4 S] e .5'2. MOTOM ‘)l[((s) = \)(K(‘Sl) X \)lK(S;:)‘

HPOUBBCACHUS aareOp (em. [ 2]) caever: ceau S
Hoorosmy us (1) caeyer:

Ak (S) =2 AR(GQ) x Ag(E). (2)
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Ho reopesie 4 ns [ aaretpa A (S) no iy npoera o0 v roALEO Tor@, Korta ooe aarebpu
A (G), Ag(E) noayupoervie. Beian £ ceth aaredpa nopsyika 7= 2 (1. ¢ S e spisieres
rpyinoit), To o reopese 1.1 aaredpa Ag(E) ne swasierest noJynpocToil 1 nodromMy atredpa
A (S) e spasieres rore noavipoceroi. Hs ororo eqeyer:

Teopema 2.1, Hyemo S = npocmas noayepynna muna A w nyems K HOAC LAPARINEC~

pucmii nyan. Homoaw aacedpa Ag(S) noayn pocma moeda 1 moavko moeda, soeda S epynna.
Caciees ns (2) noawsysicn reopesmoit LoD ow reopencii 3ous [ 2] noayvaes:

Teopema 2.2, Hyeno, S npocinas noayepunna nona A o nyemos Goeé epynnossiic ko
nonenm. Hyemn K noae waparmepuemurie 1y.on. Homoae e veemo:
N /9 q g
A (S)/N 22 Ak (€Y,

coe N s padura wacedapu g (S).
Ha orofi reopeatnl it 13 Gy @MenTadibiuiX TeOPeAl TCOPHIT HPECTABACHIL ¢ ¢,V T

Teopema 2.3, Hyemo S npocma noayepynna muna A, nyemn G el 2 pyYnnoGH
roxnonenm w nyems K noae vapaxmepucniia ayan. Homose kancwic nenpucodusiii
wodyan npedemasaeria noayepynnne S e noae Kowsosopgfineic ¢ neromopuine ien prsodusini
wodyacar npedemacaens epynnoe G oo noae Ko odpamno.

Caepersue: Yucio neokcusa e i nie 1en preioduatble 1 pedciac. e e 1 pocmoic 10.01e piyi
s N miena l o Ho.Ie I( ",'([ll(/h"”l’/)[“'”lllh‘l[ Hy. o /)”f)’ll() ”,Ill',[,!/ HEDRGCHUCACTINNH b l(('/l/)l(l.’l}f‘ll.\lh/ ”
npedemacaeniic o6 e pynnococo kosmonenma G noae K.

FLROners JloRasanm e, v Ionas Teopesia

N 1
Teopesa 24, Hyemo T uenpucodusioe npedemacaeiine npocmoic noayepynmm S = > Gy
<L
R A

neuna A a noae K caparmepuencusi o, Hyemo 2y € Gy Homose ¢ npedeinacacun I vee
DACAMCTINDL Xip = €35d1€45 ONMOD PANCAIOICS 11a CONY M Unpuyy.

OTOOPARCHNe Tyy — Ty == epyge;y UpYHILL Gy B epynny Gy nzosop@uo (ex. naup. [1]).

BLIPQGRCHIT HPCCTaBACHHEe, MOLY L HPCACTABACHH, POrY. BSIPHOC HPCACTABICHIE, 0=
HPIBOUMOC (HPHBOGIMOC. BHOJTHE HPUBOGINOC) HPCACTABACHIE HNMCIOT 0OBIM LT extbice.
(e manup. | B)).

Prasnnit pesyiabrar ool erary reopesbt 201 0 2.20 OTMeTHM, 9T0 OTH PeBNILTATI
VIRC HBBOCTHLE, HOBLHT TOJILRO METOL HCCCADBANNS . DTH TCOPEMBE COJCPIRHT Halp. pa-
Gora [4] Teopeay 200 cojepmar tose padornr D], [6] waw caejersie Gosee odmmx reopes
00 aredpe Koneunoit noayrpyie S,

ON THE MATRIX REPRESENTATIONS OF SIMPLE
SEMIGROTUPS

JAN LVAN

Summary

A semigroup is called simple if it does not contain non-trivial two-sided ideals. It is
known that the finite simple semigroup S without zero has the following structure

(vee e g | 1], §1):

i N
Hk = ) : (‘;ikv (1";}; = I/i n ]ﬂ;.

b=

s~
~
~<

=

=
7
~

&

s !
N N L= S Ry o D
i E= 1 i=1

1\

~
h
[
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Y designates here the sum of disjoint sets, L;(£2;) are the minimal left (vight) ideals of S,
(i are groups isomorphic together. We call the groups (/;; and the abstract group (7 = ¢,
group-components of S. Kvery idempotent e;z €S is the identity of the group (. Let I
be the set of all idempotents e;. € .S, If I/ is a subsemigroup of S (i. e. the product of any
two idempotents is idempotent) then we call S simple semigroup of the type A it 1 is not
a subsemigroup of S then S is called simple semigroup of the type B. In this paper we give
simple proofs of several theorems on matrix representations of simple semigroups of
type A. The starting point of the present investigations are the papers [1]. [2].

If S is a finite semigroup and K is a field, the semigroup algebra M (S) (algebra of N
over K) is the linear associative algebra over K having the clements of S as a basis.

In § 1 we discuss the algebra g () of semigroup £ consisting of aliidempotentsof
a simple semigroup S of type A. The semigroup K is also simple without zero (sce [1]).
Using the properties of the traces of elements in the regular representation of (/) the
following theorem is proved:

Theorem 1.1, Let 1] be a finite simple semigroup without zevo of order 1 - 2, erery
element of which is idempotent. Let K be a field of characteristic zevo. Therw there holds:

1° the algebra A () is not semisimple,

2° the radical N of the algebra A g(E) is of order r — u 1.

Corollary: The factor algebra A g (K)/I is an algebra of order 1.

This theorem and the fundamental theorems of the theory of representation of algebras
imply:

Theorem 1.2. 4 finite simple semigroup E without zero, every element of which is idem-
potent, has in a field K of characteristic zero an wunique irrveducible representation. I
this representation every element of K corresponds to the identity of K.

In § 2 we give a generalisation of Theorem 1.1. Let N be a simple semigroup of the
type A. According to Theorem 3.2 in [1] holds:

Sl -k, (1

¢ is group-component of S, £ is a semigroup consisting of all idempotents of N. From
the definition of direct product of semigroups (see [1]) and from the definition of direct
product of algebras (see [2]) follows: if S =2 S} xS, then A g (S) =2 Ak (S,) > Ug(S,). Then
from (1) follows:

W (S) 22 Ag(G) X g (H). ()

According to Theorem 4 in [2] algebra g () is semisimple if and only if both W (7
and Ay (L) are semisimple. If & is of order n == 2 (i. e. .S is not a group). then according

to Theorem 1.1 the algebra k() is not semisimple and hence the algebra Y. (8) is not
semisimple. From that follows:

Theorem 2.1. Let S be a simple semigroup of the type A, let K be « field of characteristic
zero. Then the algebra A (S) is semisimple if and only if S is a group.

Further from (2), Theorem 1.1 and Theorem 3 in [2] follows:

Theorem 2.2. Let S be a simple semigroup of the type A and (! @ growp-coniponent of N,
Let K be a field of characteristic zero. Then holds:

W g (S)/MN =2 Ay ().
N is the radical of Ax(S).
This theorem and the fundamental theorems of representation theory imply:

Theorem 2.3. Let S be a simple semigroup of the type A. G the group-component of N wnd
K a field of characteristic zero. Then every irreducible representation space of NS in K is
isomorphic with one of the irreducible representation spaces of (t in K, and vice versa.
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Corvollary: 1'he number of inequivalent irreducible represestalions of « simple semi-
qroup S of the type A in a field K of characterisiic zero is equal to the number of inequivalert
(rreducible representations of their group-component G in K.

Finally. the following theovem is proved:

'

Theorem 2.4, Let I'be an irrveducible representation of the simple semigroup S = NG
11

of the type A i a field K of characteristic zevo. Let x,; € (11,. Then @n the representation 17

every element xi — ey xpeq € Ui corresponds (o an unique motrix.

The mapping @y — 2y == ey xpeq of Gy onto Gy, 1s isomorphic (sec c. g. [1]).

The coneepts representation, representation space, regular representation, irreducible
(reducible, completely reducible) representaticn are nsed in the usual sense (see e. g. [3]).

The main result of this paper are the theorems 2.1 and 2.2. We remark that this re-
sults are already known; only the method of the investigation is new. The theorems 2.1
and 2.2 are contained in the paper [4]. The theorem 2.1 is contained also in [5] and [6] as
a corollary of the general theorems on algebra of a ‘inite semigroup S.
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