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POZNÁMKA O J E D N O Z N A Č N O S T I DIREKTNÍCH 
ROZKLADU PRVKU V MODULÁRNÍCH SVAZECH 

KONEČNÉ DÉLKY 

VACLAV HAVK L. P r a h a 

§ 1. P ř e d b ě ž i i é ú v a h y 

L I . Nechť S je modulární svaz konečné délky r, l (O) jeho největší (nejmenší) 
prvek. Prvek / nechť je rozložitelný (ve smyslu definice L3). 

1.2. Z a v e d e m e symbol (srov. 1, s tr . 94)1 

(i — x at •= aľx . . . X af: 
; = i 

(a n a z v e m e jej rozkladem p r v k u a ve složky a.), p rávě když p la t í t y t o tři 
p o d m í n k y : 

() i a{€S p ro každé i -= L . . ., n :> L 

a — \ / at, 
Í = \ 

(a, / . . . \/a,- i)/\fij — O i)r'o každé /" — 2 />. 

Lze ukáza t (3. t heo rém 5). že poslední podmínku lze nahrad i t symet r i ckou 

podmínkou 

" J A K V • • • VrO = (ii/\((ii,' • • • Jai A/aH i\' • • • /«>,) = 
= "„AKV ••• VX i) = ^ 

kde i ----- 2, . . . . n — 1. 

1.3. Prvek a€S prohlásíme za (ne) rozložitelný, p r á v ě když (ne)existuje 
rozklad t v a r u a = ax Xa2 (O1; a2€ S). 

1.4. P rvek ačS nazveme dopln i te lným, p r á v ě když existuje prvek a (do
plněk p r v k u a) t a k , že p la t í axá = / . 

!.;>. O r e o v a věta o n á h r a d ě (1. s tr . í)4); 
ni v 

Platí-li v S rovnice a = X O, — X h. kde a.. , h. jsou nerozložitelné p r v k y . 
7 = 1 ; , = 1 

p a k jest ni = n a př i v h o d n é m označení p la t í : 

a — % X b2 . . . X htl — bj X ... '' O. ^ >' a. xhti lX . . . X b„ -= 
: - /^X . . . Xhr, 1Xa,: (? — 2 ?I — 1). 

1 Odkaz v na literaturu, uvedené na konci článku.. 
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Budeme vyšetřovat tuto podmínku: 
(l) X S existuje (až na pořadí složek) prá.vě jeden rozklad prvku / v neroz 

ložitelné složky. 

§ 2. P o u č k y , t ý k a j í c í se p o d m í n k y (1) 

Odvodíme několik jednoduchýcli podmínek pro to, aby v S píatilo (I). 
Poueka 2,1. V S platí (J), právě když je pro každý doplnitelný prvek a € S 

splněna jedna z (navzájem ekvivalentních) implikací 

a\Jb = T, b -4= d => a J\b<0. (2,1) 
aj\b = O. b 4- a ^> a\Jb<J. (2,2) 

D ů k a z : Neplatí-Ji (2.1), pak jest axb —. í a neplatí ani (I). Obdobně je 
tomu tak. když neplatí (2,2). 

NepJatí-li (1). pak podle 1,5 existuje nerozložitelný prvek a G *S\ který má 
v S dva různé doplňky a, b. Pak ale neplatí ani implikace (2,1) ani impli
kace (2.2). 

Poučka je tím dokázána. 
Po o e kn 2,2. V S platí (J), právě když jsou pro jakékoliv dva rozklady 

I = X at = X Ь (3) 
/ = ! j=:\ 

splněny rovnice 

«i -= VK-/W P r o * r = { n • (4) 
(srov. li. tlieorém 2). 

D ů k a z : Nechť platí (1). Pak oba rozklady mají společné zjemnění l 
x 
X ck. kde ck jsou nerozložitelné prvky a N ^ raax (m. n)r 

k=\ 

Prvky ck generují v S Booleovu algebru délky N (3, důsledek z tlieorému 2) 
Protože prvky a i. b} patří do této algebry, plynou z distributivity rovnice (4). 

Nechť pro kterékoliv rozklady (3) platí (4). Buď a jakýkoliv doplnitelný 
prvek z S. .Buďte dále a}, a2 jeho doplňky. Za rovnice (3) vezmeme nyní rovnice 
/ :— aA xa ---• a2xa. Podle rovnic (4) platí v našem případě ax = aYJ\a2 --•- a2 

Tedy prvek a má právě jeden doplněk. Z toho plyne podle věty 1,5 platnost 
podmínky (1).:í 

2 Za prvé: Každý rozložitelný prvek dá se v S rozložit v samé nerozložitelné složky 

Za druhé: Z rovnic a -•- a1Xa_,, al —- fl/xt// plyne a ~ a/ y a./ y a2. 
: ! Xeplatí-Ii ])odmínka (l),-pak existují navzájem různé nerozložitelné pi'vky ?;,, . . . . 

r v . i('t i u\\ (k < X) tak, že platí I --- vx X . . . X V\ --• v{ x . . . X ?y • tv^ |_, > . . 

• wv. Podle věty 1,5 provedeme (při vhodném označení) postupné náhradx v. x . . . x 

•. v,. : , •' irk . ,v . . . < i r v =: v. X . . . X^. f 2 X//>f3 X . . . X w v ^ . . . - vL >; . . . X v v v •" w;/V. 

P r v e k vi\ . . . V ? ' \ . . | m á r ů z n é d o p l ň k y r v < ? r v , což j e h l e d a n ý s p o r . T e d y p l a t í p o d 

m i n k a (1 )• 
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Poučka 2,3. V S platí (']), právě když žádný jeho podsvaz není isomorfní s nekte-
rým ze svazu, jejichž diagramy jsou na obr. 1 — 4, kdea.h jsou nerozložitelné prvky. 

Důkaz: Existuje-li některý z podsvazů, daných zmíněnými diagramy, pak 
zřejmě platí: 

a X a = b X a = F a =# h. (f>) 

Tedy podmínka (1) není splněna. 

/ -/ 

Nechť v $ existují dva různé rozklady prvku I. Podle věty 1.5 existují pak 
nerozložitelné prvky a, b tak, že platí (5).4 Označme P podsvaz. generovaný 
v $ prvky a. h. a. Ukážeme, že P je dáno některým z diagramů na obr. 1—4. 

J Platí-li a x b = /, pak z této rov
nice a z rovnic (5) plyne snadno, že P 
má diagram na obr. 4. 

Nechť tedy neplatí a :< b = 1. Pak jsou možné tyto tři případy: 
1„ a b = 0, a b < /, 
2. ti 6 > 0, a b = /, 
3. a 6 > 0, a b < I. 

4 Argumentace je obdobná jako v předešle poznámce. 



ad J. Označme a h = c. a c = d. Podle (5) plyne a d = b d =-. o, 
ť7 c — 1. Podle modularity a podle (5) plyne a d — h d = c. Poněvadž 
prvky a, h, či. c. d jsou navzájem různé, má P diagram na obr. V 

ad 2. Případ je duální k případu 1). 
ad 3. Označme a b = c, a ,b = d, a d = u\ a c = v, d v ~ v-., 

Z těchto rovnic, z rovnic (5) a z modularity odvodíme: 
a v a (1 c) = (a a), c = c. a--v = a á c -- o, 
a ic f. a w = a (i d) = (a o) d = d, 

- (a v) 

(1 d) .-r-

u - a 1 v = a (rt c) = (a ã) c = c, a v = a {d V) 

// -• d\ 

h v ---- b (<< c) — (/ӯ Ь) c = c, h v = 0, h w = /, b w = ь 
•-- (7 b) d =ы 
b u •--- b d v — c d = c, h гi = h (d v) = (h v ) d ==(/: 
ã u = ӣ d v = ã d --= V), ã u = ã (d v) —- (ã d) V — V, 

Гi d -= 0, (1 c = I; 

c w = I, c w = c (ñ -y d) = (~; c) d = d v = u; 
d v = 0. 

Snadno dokážeme (nepřímo), že prvky a, b, t7, c. d, u, t\ w jsou navzájem různě 
Z toho plyne, že P má diagram, zakresleny na obr. 3. Poučka je dokázána 

V distributivním svazu S je ovšem podmínka (1) splněna. Z pouček 2,2 a 2,3 
vidíme, že svaz 8 s podmínkou (1) je poněkud obecnější než distributivní svaz 
N. že však oba tyto typy jsou velmi blízké. 

Došlo 21. I X . 1954. 

L J T K K A T U KA 

1.(1. B i r k h o f f , Lat t iee theory , řev. ed. 1948. 2. O. O r e , On t h e íoundatioi i o f a h s t r a c 

algebra II, Ann. of M a t h . 37 (1935), s t r . 406 437. 3. V. H a v e l , R o z k l a d y p r v k u vo 

svazech splňujících p o d m í n k u pro klesající řetězce, Časopis pro pést . m a t . N0ll95n>) 

s t r . 1 lo . 

í iAMETKA K Ofl II (KUl A4 II OCTU I I P H M M X 
PAiVAO/KElIMÍí : ) / l E M E J I T O H B R E ;], E K M II J\ O H VI \ 

o T p y i r r y p A x I Í O I I E M I I O W ; t/i í iHV i 
BAIVIAB PAIKLI 

B l»I B O ;T 1,1 

l l y r i i , S-,u';ieixiin;i,oHii e r p y K i y p a KOIICHHOÍÍ ; L I I I H I I I , I , iiauúo:ii>niHÍí :j;ieMem 1 i .o iopoi i 

i ipnMo pa;..io>Kii.\i. B e i a i h e i n c i e A O B a n o HCCKO/ÍBKO i ieoo\o;uiMi,i\ H ;HH TaToMnwx ycjio 

itiiii ,KIH I O I O , «rroói»i i'\JHecTBoBa.io o;irio n TOJIKO O;MIO (C TOHiioribio A<» nocie;B>B;irejiB 

noc i n KOMiionein) i ipaMoe paivio/KOHifo .KieMema I B nepa;,.io>KHMBie K O M H O H O M T U . O ; U I O 

TMKOC v c í o B i i e .jaK.'iK)MacTťH i. T O M , MTOOBI A/m Kíi/KAoro A O I I O . I H I I T C . I I , n o r o : ) . ie\ iema cy 

nice i BOBB.IO B S O;UIO n TO/IBKO OAHO A o u o / m e n n e . ("o/iep>KaH,ie:vi i c o p e M 2/1 n 2,2 J-IBJIH-

l o i r n ABC B a p í m i m . i BBIIIIC i ip j iBe; ieHnoio yc; ioi i i iH. B rreo[)eMí i 2,'> nccjio/iyeTcíi Apy-'oe 

y c i o B i i c : i p e ó o B a m i e , MTOOM mr oAfta iioACTpyKTypa ii;, S n e OI.JJIH H'-.oiviop(|)Hoii < u o i o p o i i 

i n i o y a i , n;^ i i p y K i y p , A n a r p a \ t M u KoTopi.ix iKioGpaHííMn.i na (J>iir. 1 i. 
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