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PRISPEVOK K TEORII
EULEROVSKYCH POLYEDROV

ANTON KOTZI1 G, Bratislava

1. Zakladné pojmy

Nech 9 je kone¢na neprazdna mnozina prvkov. Priradme kazdému prvku
v € W prave jedno z ¢isel 0, 1, 2. Cislu takto priradenému prvku a budeme
hovorit rozmer prvku a. Prvkom dvojrozmernym (prvkom rozmeru 2)
budeme hovorit plochy. jednorozmernym hrany, nulrozmernym uzly.

Nech kazdej (neorientovanej) dvojici prvkov mnoziny X, ktoré s rézneho
rozmeru. je priradené prave jedno z éisel 0. 1 a nech o tomto zobrazeni ¢
plati:

(*) Ak a. b < Tubovolné dva prvky rézneho rozmeru v W. potom je bud

(ly(a': b) — (])(’), (lv) -— 1
alebo je:
@, b) = @b, a) = 0.

(**) Ak w je uzol. k hrana. p plocha z mnoziny W a plati:

el k) = 1; @h. p) =1;
potom plati aj
g(u. p) = L

O dvoch prvkoch «, b € ) budeme hovorit, ze st incidentné prave vtedy.
ak st rézneho rozmeru a plati:
@(a. b) = L.

Mnozina . pre ktora je dany rozklad na triedy prvkov rozmeru 0. 1. 2
a dané zobrazenie ¢ o vlastnostiach (*), (**), nazyva =~ usporiadanyin
komplexom.

O postupnosti n (n =: 2) prvkov usporiadaného komplexu WM aya,. .. .. o,
., ked prvok «; je incidentny
s prvkom a, ., (pre vsetky 2 = 1, 2, ..., n — 1). O dvoch prvkoch a. b € M
hovorime, Ze suvisia, ak existuje cesta, ktora vedie z a do /. Olkrem toho plati.
ze kazdy prvok € I savisi sam so sebou.

O usporiadanom komplexe Y hovorime, zZe je suvisiyv. ak kazda dvojica

hovorime. Ze tvori cestu vedtucu z «a, do «
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jeho prvkov savisi. Usporiadany komplex W nazyva sa dokonale savislym.
ak ma tieto vlastnosti:

(x) W obsahuje najmenej jeden uzol. jednu hranu. jednu plochu.

(B) M je savisly.

(y) Ak « je uzol alebo plocha z Wi, potom mnozina prvkov z Wt incidentnych
s a je savisly komplex.

Pod polyedrickym uzavretym komplexom rozumieme usporiadany
komplex, ktory spliia tieto podmienky:

(a) Kazda hrana je incidentna prave s dvoma uzlami a prave = dvoma
plochami.

(b) Ku kazdej incidentnej dvojici, pozostavajicej z uzla w a plochy p.
existuja prave dve také hrany h,, b, komplexu, ktoré st incidentné aj s v aj s p.

(¢) V komplexe sa nevyskytuje taky uzol, resp. taki plocha. ktora by
nebola incidentna so ziadnou hranou.

Nech Wt je polyedricky, uzavrety, dokonale suvisly komplex (t. j. nech W
je tzv. norméalny komplex — pozri Steinitz, ,.Vorlesungen iiber die Theorie
der Polyeder Berlin 1934, str. 113). Ak o poite jeho uzlov u(U). hran u(H).
pléch p(P) plati:

wU) — w(H) 4 w(P) == 2.

potom hovorime, ze M je eulerovsky komplex.

Nech Wt je lubovolny polyedricky. uzavrety, dokonale stavisly komplex.
hy s pevne zvolena jeho hrana, ktora je incidentna s uzlami . v, a s plochami p. p’
(teda tiez plocha p je incidentnd s uzlom u,). Podla definicie polyvedrického
komplexu [vlastnost (b)] existuje eSte prave jedna hrana (oznacme ju b, ).
ktora je incidentni aj s u, aj s p. Hrana h,, je viak okrem uzla u, incidentna
edte prave s jednym uzlom u,. Ak tato davahu opakujeme po kone¢nom pocte
krokov, bude u,., == u,. t. j. dostaneme ist(i postupnost:

TP P T T T TR N

kde w, st uzly, &, ;. (kde A, ., = h, ;) st hrany komplexu )i vSetky incidentné
s plochou p, pricom hrana 4, ;. je incidentna s uzlami w;, u;,, (! = 1.2. .... n:
kladieme u,,, = u,). V eulerovskom komplexe prvky takejto postupnosti st
vietky rozne a tvoria mnozinu K vsetkych prvkov z 9 incidentnych s p.
Mnozina K je v tomto pripade nsporiadanym komplexom (suvistym) bez ploch,
kde kazdy uzol je incidentny prave s dvoma hranami. Takémuto komnlexn
(pri pevne zvolenej ploche p jednoznadne urdenému) hovorime elementirny
kruh incidentny s plochou p.

Plocha p, ktora je incidentna s elementarnym kruhom o » hranach (resp.
o n uzloch), hovori sa ¢asto n-uholnik. Teda v eulerovskom komplexe kazda
plocha je n-uholnik, kde n > 1.

Nazov nm-uholnik stvisi s dal§im ndzvom, prevzatym z geometrie (pritom
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opiit ide len o nazov: pojmom plocha. hrana, uzol, kruh tiez neprisudzujeme
hezny geometricky obsah).

Incidentna dvojica v polyedrickom komplexe, pozostavajica z uzla « a
plochy p. nazyva sa uhlom. « nazyva sa vrcholom uhla, p plochou uhla.
Dvojici hran incidentnej s w aj p hovorime ramend uhla.

Pod cyklom ¢/ incidentnym s uzlom w» v polyedrickom uzavretom,
dokonale stivislom komplexe rozumieme komplex pozostavajici z hran a ploch
incidentnych s uzlom wu. Obdobna Gvaha, ak(t sme pouzili pri odvodzovani
pojmu n-uholnika. ukazuje, ze cyklus incidentny s uzlom w v eulerovskom
komplexe mozno opisat istou postupnostou:

R T N Y /N

v ktorej sa vyskvtuji vietky prvky incidentné s w, pricom kazda hrana #,; |
je incidentna prave s plochami p;, p;., cyklu (¢ = 1.2, ..., n: kladieme
Py ==l 0 Dy = Ph)-

Cislu a(u) (vesp. c(p)) udavajicemu pocet hran, s ktorymi je incidentny
uzol « (resp. plocha p), hovorime tiez stupen uzla wu (resp. plochy p).

Pod eulerovskym polyédrom budeme rozumiet eulerovsky komplex.
ktory nema plochu ani uzol druhého stupna. Pretoze eulerovsky komplex
zrejme nemdze mat plochu ani uzol prvého stupna (pozri vlastnost (b) poly-
edrického komplexu), to znamena, ze kazda plocha. resp. kazdy uzol eulerov-
ského polyédra je najmenej tretieho stupna.

2. Pomocné vety

PPre usnadnenie dalSieho postupu odvodme si niektoré pomocné vety.

Lemma 1. Nech P je lubovolny eulerovsky polyéder, ktory md aspon jeden
n-wholnil. kde n > 3. potom existuje eulerovski polyéder N*, ktory ma tieto
vlastnosti:

(@) P* obsahuje véethy uzly z P a len tieto waly.

(b) P* obsahwje véetky hrany z .

(¢) =0l w a hrana kb z P st incidentné v P* prave vted y. ak sit incidentné v ).

(d) V&ethy plochy v P* si trojuholniky.

Dokaz: Oznaéme znakom =; padet 7-uholnikov polyédra . » = 3. 4, 5. .. .)
a oznaéme znakom () ¢islo takto definované:

1(P) = =+ 255 + 356 +

Nahradme v Tubovolnom eulerovskom polyédri . ktory obsahuje plochu
n-tého stupna (n > 3), incidentnt s elementarnym kruhom A, tato plochu
plochami p’. p” takto: 1. kP pridame dalsiu hranu 2’, incidentna s takymi
dvoma uzlami «. v, v kruhu K, ktorych obe cesty v K, veduce z u do », maji
Vidsi pocet hran ako jednu: 2. plocha p’ nech je incidentna s hranou A’ a so
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vsetkymi prvkami jednej z ciest v K, vedacej z « do ¢: 3. plocha p'" nech je
incidentna s hranou 2’ a s prvkami druhej cesty v KA. vedacej z w do v. .Je
zname. Ze takto konstruovany komplex je opat eulerovskvm polvédrom.!
Podla predpokladu je 7(P) > 0. Nech teda plocha p€ ) je n-uholnik
{(n > 3) incidentny s elementarnym kruhom opisanym postupnostou jeho uzlov

a hran:
Uy hy ooty by o,k

n,1

1

(kde hrana A, je incidentna s uzlami w;. u;). Utvorme polyéder ' takto:

A. Pridajme k polyédru P dalsin hranu b, , incidentnu < uzlami w,. w, |.
B. Plochu 9 nahradme plochami p’. p”’, pri¢om plocha p’ nech je incidentna

= hranou /h,,, ,. s hranami &, ,. hyy, ... A La s uzlami wg.ow,. w0

” 1:
plocha p”" nech je incidentna s hranou A;, , a s hranami A, |, . &, . dalej

2.

no 2n

s uzlami ww, ., .
Polyéder I bude mat teda rovnaky pocet uzlov ako P. o jednu hranu a
o jednu plochu viac ako P, teda bude opit platit:

w (U — [ (H) + 1] 4 e (P) = 1] = 2.
Uvazme. Ze pri utvarani P’ sa stupeni ziadneho uzla z P neznizi (3 obsahuje
vietky hrany z P a ma tie isté uzly ako P — dokonea pri dvoch uzloch. u,.

w,  sa stupen zvysi o jednotku). Pokial ide o stupen ploch. pri utvarani 3
dochadza k tymto zmenam:

I. ubudne prave jeden n-uholnik (&, = =, — 1)a 2. pribudne prave (n — 1)-
uholnik a pribudne este trojuholnik.
Teda o ¢isle 1(%%") bude platit:
H(P) =D>F = 3) = DEli —3) + (n— 1 —3) - (1 —B) = (P) L.
=4 i=4

Krok, ktory sme urobili, aby sme presli od P k . mozno opakovat (pokial
polyéder obsahuje plochu vyssieho stupnia ako tretieho): ukazuje sa teda. ze je
mozné zostrojit postupnost eulerovskych polyédrov:

‘)‘\'0? \.pl” "";.‘pm;

[kde P = Py P = P,. .... 00 = 7(P)] taka. ze:
1. plati: 7(;) = (P,) — .
2. P; obsahuje vsetky uzly a len uzly z ¥,

3. Y, obsahuje vsetky hrany z .
4. uzol u a hrana h € P st incidentné v P, prave vtedy. ak su incidentné v .
' Vec sa podava ¢asto tak, Ze ide o rozdelenie y-uholnika novou hranou ..uthlo-
prie¢ckou na m-uholnik a (n —m + 2)-uholnik (n>>m = 3) - - vyhybame s1 tejto for-

muldcii. pretoze snaha po nazornosti méze viest k nedorozumeniu. pokial ide o vieobecnost
pojmov. ktorym davame nazvy prevzaté z geometrie.
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Pre m-tého ¢lena postupnosti [m = 7(P)] musi nevyhnutne platit: (P,) =

S1(0R) = 7(P) = 0. To v8ak znamena, ze %)), nems plochy vyssieho stupia

ako treticho, ¢ize vsetky jeho plochy st trojuholniky, preto P, = P* je
polyvéder. ktory ma vsetky pozadované vlastnosti.

Leinma 20 Nech P je Tubovolng eulerovsky polyéder, ktory md aspori jednuw
plochw rysdicho stupiie ako tretieho a nd tito viastnost: ak séttame stupne tych
dvoch uzlov, ktoré si incidentné s lubovolnou hranow h € P, tento sicet je vidy
v ako isté prirodzené Eislo r. Potom existuje eulerovskyy polyéder P*, ktory md
tieto vlastnosti :

L. P* obsahwje vsetky wzly z P a len ticto wzly.

2. P obsahwje vdetky hrany z ).

3. Uzol w a hrana h € P s incidentné v P* prave vtedy, ked si incidentné v ).

4. Vethy plochy v P* si trojuholniky.

5. Ak séitame stupne tijck dvoch uzlov, ktoré si incidentné s lubovolnow hra-
now h € N¥, lento sucet je vidy wviést ako r.

Dokaz: V dokaze lemmy 1 sme ukazali, Ze ak P md aspon jednu plochu
vyssicho stupria ako tretieho, potom mozno zostrojit postupnost eulerovskych
polyédrov P, Py, ..., B, [kde P, = P; m = ()] takn, ze lubovolny &tlen
postupnosti ma vlastnosti 1., 2., 3., pricom éislo v sa od élena k élenu znizuje,
az P, ma vlastnost 4.

Sta¢i preto dokazat, Ze ak ma ¢len ), vlastnost 5., mozno vidy élen P, .,
konstruovat tak, ze aj *P; ., md vlastnost 5. a ostatné vlastnosti zostan za-
chovand.

Prevedme dokaz. Nech P, je ¢-ty ¢len postupnosti taky, ktory ma vlastnosti
1., 2., 3., 5. a pre ktory plati:

1(P,) = () — 7;¢ < m. Teda P, ma aspon jednu plochu p stupiia n > 3.

Nech plocha p je incidentna s elementarnym kruhom K opisanym postup-
nostou:

Uyy Pyoy Wy Bogy ooyt By s (R > 3)

(kde hrana h;, ., je incidentna s nzlamiw,, u, . ,; kladieme &, ,, ., =k, 1;u,, ., = %,).
. Tvrdim: existuje aspon jedna dvojica uzlov kruhu K wu,, u,., (x =
=~ 1.2, ....n) (kladieme wu, , = u;,,» = u,), 0 ktorej plati:

o(u,) -+ o, ) > r.

Dokaz tvrdenia rozdelme na dve casti:
A. Nech n = 4. Podla predpokladu (pretoZe uzly wu,, %; ., st incidentné s tou
istou hranou) je:

o(uy) + o(uy)>r
o(uy) + o(ug)>r
oug) + o(u))> r M
o(u,) + o(u)>r
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ize:
<

4
o(w;) > 4r; Z o(u;) > 2r. (2)

1 i=1

VR

(4

I

Pre nahradenie uvazovaného $tvoruholnika dvoma trojuholnikmi pridanim
novej hrany mame iba dve moznosti: bud bude nova hrana incidentna s uzlami
uy. 4y alebo s uzlami w,, u,. Ak by tvrdenie nemalo vSeobecnu platnost, t.j.
ak by stéet stupliov pri incidentnych uzloch mal byt v ¥, v oboch pripadoch
mensi alebo rovny r, znamenalo by to (uvaZme, ze v uzloch incidentnych
s novou hranou sa stupen zvysi), ze plati stcasne: o(u,) - o(ug) < r:
o(uy) + o(uy) < r, C¢ize: ak séitame lavé a pravé strany tychto nerovnosti.
dostavame: 4
}:l o(u;) < 2r.

To je viak spor s (2), preto aspoil jedna z moznosti pridania hrany (a pri-
slusnych ploch p’, p"') vytvara polyéder ), ,. ktory ma vlastnost 5.
B. Nech n > 4. Podla predpokladu plati:

o(uy) + o(uy)> 1
o(uy) + o(uy) > r , (3)
o(uy) + o(g)> 1
o(uy) + a(u;)> 1
teda:
o(uy) + 20(uy) + 20(y) + 20(uy) + o(u;) > 4. (4)

Ak by platilo 2 + o(u,) + o(u,) > r, potom sta¢i novi hranu volit tak.
aby bola incidentna s uzlami u,, wu,; ak plati o(u,) + o(u,) + 2= r, t. j. ak je
2r = 20(u,) + 20(u,) + 4; potom nevyhnutne je [pozri (4)]:

o(uy) + 20(uy) + o(u;) > 2r

a nemoézZu preto sicasne platit obe tieto nerovnosti: o(u,) + o(us) =7; o(uy) +
+ o(u;) = r; &ize plati asponi jedna z tychto nerovnosti: o(u,) + o(us) > r:
o(uy) - o(us) > r. Preto je mozné novu hranu volit tak, Ze sicet stupnov
v incidentnych uzloch s novou hranou (u,, u, alebo w,, u;) bude vaési ako r.

Teda existuje vidy asponl jedna dvojica uzlov u,, u,., v K, pre ktora plati:
U(uu.) + O’(uu ¢ 2) >r.

I1. Ukazali sme, ze ak eulerovsky polyéder P; ma vlastnost 1., 2., 3., 5.
a pritom (P;) = 7(‘P) — ¢, Ze existuje potom aj eulerovsky polyéder ;..
ktory méa vlastnosti 1., 2., 3., 5. a plati: 7(V;.;) = ©(P) -- (¢ + 1). Pretoze
P = P, ma uvedené vlastnosti, existuje postupnost P,, P,, ....P,. v ktorej
posledny ¢élen P, = P* [m = 7(P)] ma okrem vlastnosti 1., 2., 3., 5. aj vlast-
nost 4., ¢o bolo treba dokazaf.
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Pripomerime si este definiciu reciprokych polyédrov.

O dvoch eulerovskych polyédroch P, P’ hovorime, Ze s k sebe reciproké,
ked existuje také prosté zobrazenie polyédra P na polyéder ', Ze:

(a) Obrazom uzla € P je plocha € J’, obrazom hrany €Y je hrana €3},
obrazom plochy € P je uzol € P’.

(b) Obrazom kazdej incidentnej dvojice prvkov a len takejto dvojice prv-
kov € %P je incidentna dvojica € Y’.

Je zname, Ze ku kazdému eulerovskému polyédru existuje eulerovsky
polyéder reciproky.

Uvedme este niektoré zname vztahy v eulerovskom polyédri: Nech P je
eulerovsky polyéder. Ak ozna¢ime znakom =; (resp. p;) pocet tych pléch
(resp. uzlov), ktoré st stupta ¢ (¢ ==3,4, ...) a znakmi u(P), w(H), u(U)
celkovy podet ploch, hran, uzlov polyédra P, t. j. ak je:

potom plati:

2u(H) = 3 iz, |

=23

- (7)
2u(H) = Zi(’i !

Ukazme teraz, Ze pomocou lemmy 1 mozno lahko odvodit tato (znamu)
vetu:

Lemma 3. KaZdy eulerovsky polyéder md aspoti jednu plochw a aspoli jeden
uzol miisieho stuprnia ako Siesteho.

Dokaz: I. Tvrdim, Ze neexistuje taky eulerovsky polyéder, ktorého vsetky
plochy st trojuholniky a vSetky uzly vysSSieho stupna ako piateho. Predpo-
kladajme naopak, Ze tvrdenie nie je spravne a ze existuje polyéder %, ktorého
vietky plochy st trojubolniky a vSetky uzly vysSieho stuphia ako piateho.
Je teda u(P) = =y, 2u(H) = 3=, a pretoze ide o eulerovsky polyéder, plati:
wU) — w(H) + w(P) = 2. Ak do tejto rovnice dosadime podla zisteného
vztahu u(P) = 3u(H), po uprave dostaneme:

6u(U) — 2u (H) = 12 (8)
a po dosadeni podla (6), resp. (7) dostaneme:
305+ 200+ 05 =12+ 0. + 205+ ... F (K —6) o + ... (9)

To je vsak spor, lebo sme predpokladali, ze 03 = p, = o; = 0 a d&isla o,
nemoézu byt zaporné.

II. Predpokladajme, Ze existuje eulerovsky polyéder P, ktory ma aspoi
jednu plochu vyssieho stupiia ako tretieho a pre ktory plati: p, = 0, = 0; = 0.
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Podla lemmy 1 potom existuje eulerovsky polyéder 1*, ktorého vietky plochy
st trojuholniky, ma tie isté uzly ako P a stupein uzla v ¥ nie je nizii ako
stupen toho istého uzla v 0. Je teda opiit ¢} = o} == o; = 0. Ta je viak spor.
lebo podla I neméze takyto eulerovsky polvéder existovat.

III. Predpokladajme, Ze existuje eulerovsky polyéder . ktory nema plochy
nizsieho stupna ako Siesteho. Potom viak existuje polyéder V. reciproky k “P.
v ktorom vietky uzly st vy¥ieho stupia ako piateho, a to je v rozpore s tym.
¢o sme dokazali v I. a IT. ¢asti dokazu. Tym je lemma dokdzand.

3. Hlavné vety

Nech % je Tubovolna hrana eulerovského polyédra P, u,, u,, uzly € Y inci-
dentné s A; p,, p, plochy incidentné s /. Priradme Lrane & ¢islo o, (k) a &slo
ap (k) takto:

0, (h) = o(u) + o (us) |

O'p(/b) = G(pl) - G(pz) ' ) ('())

Teda kazdej hrane z ) st priradené (jednoznadéne) dve ¢isla: sidet stuptiov
s niou incidentnych uzlov a stdet stuptiov s fou incidentnych plich. Lemma 3
nam hovori, ze v Ziadnom eulerovskom polyédri neprekrodi stupen uzla, ktory
ma v polyédri najnizsi stuperi, ¢islo 5. Naskyta sa otdazka, ¢i existuje obdobn¢
obmedzenie pre minimalny sadet o, (h). resp. op(h) pre hranu eulerovského
polyédra. Na tato otazku zodpovedaju vety, ktoré si dalej dokdzeme.

Veta 1: KaZdy eulerovsky polyéder i aspoi jednw hranw h, pre ktori plati
o,(h) =13 a aspoit jednu hranw b', pre Ltord plati op(R') < 13.

Doékaz: I. Tvrdim, Ze neexistuje eulerovsky polyéder <, ktorého vsetky
plochy st trojuholniky, v ktorom by pre kazdu hranu A platilo o, (k) > 13.

Predpokladajme, ze tvrdenie nie je pravdivé, t.j. 7Ze existuje polyéder .
ktorého vSetky plochy s trojuholniky a pre vSetky jeho hrany platio, () - 13.
Podrime oznadenie, ktoré sme zaviedli pri dokaze lemmy 3. Podla predpokladu
plati:

2u(H) = 37y = 3u(P) (1)

a po dosadeni do rovnice u(l/) — p(H) |- () == 2 dostaneme (alk pouzijeme
o s}

rovnice u(U) = Z 0;):

i=3

305 + 200+ 05 = 12t on - 2o b (k- B) ol B (12)
Uvazme teraz, ze ak s istou hranou je incidentny uzol tretieho (resp. stvrtého.
resp. piateho) stupiia, potom druhy uzol, s ktorym je tito hrana incidentna, je

podla predpokladu najmenej jedenisteho (resp. desiateho, resp. deviateho)
stupna.
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Nech u, je lTubovolny uzol stupiia 2k(k > 5) a nech jeho cyklus opisuje po-
stupnost:

hl’ P12 hz’ Pogs - o h’zkv Para

(h, st hrany. p,; ., — kladieme Py op 11 == Pory — trojuholniky). Druhy uzol,
s ktorym je incidentna hrana 4; (jednym z uzlov, s ktorymi je %, incidentn4,
je uzol u,) oznaéme znakom wu,. Pretoze P obsahuje len trojuholniky a teda
existuja hrany, ktoré st incidentné aj s uzlom u; aj s uzlom u; ., (i = 1,2,

2k, w, = ,), nemdzu ziadne dva susedné &leny postupnosti uzlov

Uys Ugy ooy Uy, Uy

byt oba tretieho stupia. Cize v cykle uzla u, méze byt najviac k takych hran,
ktoré st incidentné s uzlom tretieho stupna.

7 obdobnej Gvahy pre Tubovolny uzol #, stuptia 2/ 4+ 1 = 11 vyplyva, Ze
v cykle uzla w«, nemoéze byt viac takych hran, ktoré s incidentné s uzlom
tretieho stupna, ako .

Pre podet (4, 10) takych hran, ktoré st incidentné s jednym uzlom stupna
nizsieho ako stvrtého a s jednym uzlom stupiia vyssieho ako desiateho, vyplyva
7 nasej uvahy nerovnost:

o (4, 10) == Doy + 601, 4 601y + Toy + Tos + - (13)

Kazdy uzol treticho stupiia je viak incidentny prave s tromi hranami, druhy
uzol. & ktorvm je Tubovolna z tychto hran incidentnd, je podla predpokladu
najmenej jedenasteho stuptia. Pretoze podet uzlov tretieho stupiia je o, z toho
vyplyva (vzhladom na to, ze Ziadna hrana nie je incidentna s dvoma uzlami
tretieho stupna):

m(4,10) = 30,. (14)

Obdobnou Gvahou avahe, ktort sme vykonali, zistime, ze pre pocet (5, 9)
takych hrdan. ktoré st incidentné s jednym uzlom nizsieho stupiia ako piateho
a s jednvm uzlom vyssieho stupiia ako desiateho, plati:

(5, 9) = Boyy + By + 60y A B0y = Toy + To; + - -, (15)

pricom (uvazme, zZe hrana nemodze byt incidentna s dvoma uzlami nizsieho
stupna ako piateho) plati:
(5, 9) = 3o, + 40, (16)

a napokon pre pocet «.(6, 8) takych hran, ktoré st incidentné s jednym uzlom
nizsieho stupna ako siesteho a s jednym uzlom stuptia vyssieho ako 6smeho,
viplvva:

o(6.8) = 4oy 4 Doy + Doy A+ Boyp + boyy -+ - (17)

(6, 8) = 305 + 404 + 5gs. (18)

pricom
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Po aprave dostavame:

30y = Dou - 601 A oy - Toy b Tog Lo (1Y)
305 + 40, = D01+ D0y A+ B0 + B0y Toyy - Togs L (20)
305 + 40y + D95 = 4oy + Doy + Boyy + B0y A 6015+ Toyy 4 Top . (21)

Nésobme teraz nerovnost (19) piatimi, nerovnost (20) tromi, nerovnost (21)
dvoma a porovnajme sucty lavych a pravych stran nerovnosti. Dostaneme:

300, + 200, + 10p; =
= 8gy + 250y + (5001, + 600y, + 60015 + 700y, 4 T00y; + ..0)  (22)

Podla (12) vsak je:

300, -+ 200, 4 1095 = 120 + 100, + 2004 + 300, - 400, + ... (23)
¢ize (porovnaj (22), (23):
120 + 109, + 2005 + 220, + 150y, + 100, + > ¢,0, < 0. (24)
i=14

kde ¢; st ¢isla celé, nezaporné. To je viak spor, lebo ¢isla o, nemézu byt zaporné.

Neexistuje preto eulerovsky polyéder, ktorého vsetky plochy s trojuhol-
nikmi a taky, Zeby o kazdej jeho hrane platilo o,(h) > 13.

[1. Predpokladajme, Ze existuje eulerovsky polyéder *J. ktorého nie vsetky
plochy st trojuholnikmi, pri ktorom o kazdej jeho hrane plati o,(k) > 13.
Podla lem my 2 potom existuje eulerovsky polyéder J*, ktorého vsetkyv plochy
su trojuholniky, taky. Ze pre Tubovolna jeho hranu % opit plati o,(h) > 13.
To je v8ak spor s tym, ¢o sme uz dokazali v prvej ¢asti dokazu.

Preto kazdy eulerovsky polyéder ma asponl jednu hranu A taka. ze plati:

a,(h) < 13.

L1L. Teraz uz lahko dokazeme, ze kazdy eulerovsky polyéder ma aspoi jednu
hranu % taku, ze plati:
G'p(h‘) 2 13.

Keby tomu tak nebolo, t. j. keby existoval eulerovsky polyéder *P. pri ktorom
o kazdej z jeho hran A by platilo o,(k) > 13, potom eulerovsky polyéder )
reciproky k P by bol taky, ze o ktorejkolvek jeho hrane % by platilo ¢,(k) > 13-
a to sme dokazali, Ze nie je mozné. Preto kazdy eulerovsky polyéder ma aspon
jednu hranu A taka. ze plati:

op(h) = 13.
Tym je dokaz vety 1 vykonany.

Veta | hovori, ze v kazdom eulerovskom polyédri existuje aspon jedna
hrana, pre ktort plati o,(h) = 13. Ukazme, zZe existuju eulerovské polyvédre,
pri ktorych pre kazda hranu A plati o,(#) = 13. Prikladom moze byt tento
eulerovsky polyéder:
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Pri takzvanom pravidelnom 20-stenu trojuholnikovom rozdelme kazdy jeho
trojuholnik na tri steny tak, Ze v tazisku kazdého povodného trojuholnika
vytvorime novy vrchol spojeny s pévodnymi tromi vrcholmi dal§imi novymi
hranami.

Mnozinu vreholov takto vzniknutého mmnohostenu povazujeme za mnozinu
uzlov, mnozinu hran mnohostenu za mnozinu hran a mnozinu stien za mnozinu
ploch istého komplexu P, pricom uzol bude incidentny s hranou € prave
vtedy, ked vrchol lezi na hrane mnohostenu, hrana incidentna s plochou v P,
ak hrana lezi na stene mnohostenu. Potom % je eulerovsky polyéder. Kazdy
trojuholnik tohto eulerovského polyédra je incidentny s tromi uzlami, z kto-
rych dva st desiateho stupna, jeden tretieho stupna, teda pre kazda hranu
h € plati bud o,(k) = 13 alebo o,(h) = 20.

V' eulerovskom polyédri, ktory je reciproky k opisanému polyédru. bude
zase o kazdej hrane platit bud o,(h) = 13 alebo o,(h) = 20.

Uvedeny priklad nas presvedéuje o tom, zZe hornt hranicu pre minimalny
stdet stupnov uzlov (resp. pléch) incidentnych s hranou eulerovského polyédra
nie je mozné uz vo vieobecnosti znizit.

Avsak situdcia vyzera inaé¢, ked sa pri svojich tvahdch zameriame na isté
Specialne eulerovské polyvédre. Doteraz sme sa zaoberali eulerovskymi poly-
édrami. t.j. eulerovskymi komplexmi, pri ktorych kazdy uzol, resp. kazda
plocha je najmenej tretieho stupia. To znamena, ak dodrzime doteraz pouzité
oznadenie o,, resp. =;, pre pocet tych uzlov (resp. ploch), ktoré sti v komplexe
1 -tého stupna, ze sme pozadovali, aby platilo g, = =, = 0.

Polozme si teraz otazku, aka bude horna hranica pre minimalny studet
stupiiov uzlov incidentnych s hranou v eulerovskom polyédri, ked kazdy uzol
polvédra bude vyssieho stupnia ako tretieho (t. j. ak o; = 0). Je zaujimavé, ze
pri zvyseni hornej hranice pre minimalny stupen uzla v polyédri znizi sa horna
hranica pre minimalny stcet stupniov uzlov incidentnych s hranou polyédra.
Dokazeme si tieto vety:

Veta 2: V' fkaZdom eulerovskom polyédry, ktorého kaZdy wuzol je najmencj
Stertého stupna, «xistuje aspon jedna hrana h, pr. ktord plati:

o,(h) = 11.

Veta 3: V Lkazdom eulerovskom polyédri, ktorého plochy si najmenej Stortého

stuptia, existuje aspon jedna hrana h, pre ktorid plati:
op(h) < 11.

Pozniamka. Podla analdgie s vetou 2 by sa dalo ¢akat: ak ziadame, aby
polvéder mal len uzly stupna vyssieho ako $tvrtého (t.j. 0, = 0, = g, = 0),
7e Cislo 11 z vety 2 mozno opit znizit. Tomu v8ak tak nie je. Existuje eulerovsky
polyéder taky, ze g, = p; = 0, = 0, ale ¢islo o,(h) = 11 pre kazda hranu (t. j.
¢islo 11 z vety 2 nemozno nahradit ¢islom mensim). Prikladom je polyéder,
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ktory dostaneme takto: Kazdy trojuholnik pravidelného dvadsatistenu troj-
uholnikového rozdelme na 4 trojuholniky tak, zZe spojime stredy hran. Takto
vzniknuty polyéder ma 12 uzlov piateho stupria a 30 uzlov Siesteho stupna.
Teda a,(h) je bud 11 alebo 12, pretoze kazda hrana je incidentna aspoti s jednym
uzlom Siesteho stupna.

Dokaz vety 2. L. Tvrdim, ze neexistuje taky eulerovsky polvéder. ktory
by mal tieto vlastnosti:

a) vsetky uzly € 3 st stupna najmenej Stvrtého (t.j. o, = 0).

b) vsetky plochy sa trojuholniky,

¢) o kazdej jeho hrane plati o,(k) = 12.

Predpokladajme, Ze nase tvrdenie nie je pravdivé, t. j. predpokladajme. ze
existuje eulerovsky polyéder P, ktory ma vlastnosti a), b), ¢). Uvahou obdobnou
avahe, ktori sme vykonali pri dékaze vety 1, zistime. ze pre pocet . (3, 7)
takych hran, ktoré s incidentné s jednym uzlom stupna nizsieho ako piateho
a s jednym uzlom stupna vyssieho ako siedmeho, plati:

@ (5,7) = 4ps + 40y + By + B0y + 601 + 6oy + (25)

pricom (vzhladom na to, ze ziadna hrana nemdze byt podla predpokladu inci-
dentna s dvoma uzlami stupiia nizsieho ako piateho. plati):

n(5,7) = 4o0,. (26)

Dalej pre podet (6, 6) takych hran, ktoré s incidentné s jednym uzlom
stupna nizsieho ako Siestcho a s jednym uzlom stupiia vyssiecho ako Siesteho.

plati:
0(6,6) = 3p; 4 4oy + 4oy + Doy A Doy F B0y - boyy L (27)

pricom (vzhladom na to, ze podla predpokladu neexistuje hrana, ktora by bola
incidentna s dvoma uzlami nizsieho stupnia ako siesteho) plati:

n(6,6) = 4p, + 5o, (23)

dize:
40, = 4oy + 409 + Doy + Doy A 6oy + oy (29)
40, + 505 = 30; + 403 + 40y + Doy + dop + b0 + 6oy + ... (30)

Plati vsak (lebo je o, = 0 a vietky plochy v P s podla predpokladu trojuhol-
niky):
20 + 05 = 12 + 0, + 204 + ... F (K —6) 0, | ... (31)

Ak vynasobime nerovnost (29) tromi a nerovnost (30) dvoma a porovnime
suc¢et lavych stran so sti¢tom pravych stran, dostaneme:

200, -+ 1005 == 60; + 2004 4 200, -+ 25000 - 2504y -+ 300, b 300y - (32)
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alebo po dosadeni namiesto 200, - 1005 podla (31) a po tGprave:

120+ 4o, + 100, = 150y, = 250y -+ 400, + Z cio; =0,
i=13

kde ¢; st ¢isla celé. kladné.
To je viak spor. lebo ¢isla p; nemozu byt zaporné.

Preto neexistuje eulerovsky polyéder, ktory by mal vlastnosti a), b), ¢).

1I. Predpokladajme, zZe existuje eulerovsky polyéder P, ktory md vlast-
nosti a), ¢), pri ktorom nie vSetky plochy st trojuholniky. Podla lemmy 2
existuje vSak potom eulerovsky polyéder P*. ktory opiat ma vlastnosti a). ¢)
a okrem toho ma aj vlastnost b). To vSak, ako sme uz dokazali, nie je mozné.
Preto v kazdom eulerovskom polyédri, kde o, =+ 0. existuje asponi jedna hrana A,
o ktorej plati o,(k) := 11

Dokaz vety 3. Ak by existoval eulerovsky polyéder P, pri ktorom =, = 0
a pre kazdua jeho hranu by platilo o,(h) = 12. potom eulerovsky polvéder ),
reciproky k 21, by mal tieto vlastnosti:

d) kazdy uzol € Y} ma vyssi stupen ako 3.

e) pre vietky hrany € %’ plati o,(k) = 12.

To vSak je v rozpore s dokazanou vetou 2. Preto, ak pre polyéder P plati
=, = 0, potom existuje hrana € . o ktorej plati o,(k) = 11. To bolo treba
dokazat.

\

Doslo 10, X, 1954,

WTEOPHIT DHJOEPOBLIN HOJTHDILPOR
AHTOH RoOITHU
BriBour

B cratne ;0Ra3bIBAIOICA CJIeAyIOMHEE TCOPCMBL:

1. Bo BesroyM nosumape diyepa CyHICCTBYeT 10 KpaliHell Mepe 0jHO pedpo Takoe, 4rto
CyMMa CTCHeHell BepHIHH, NPHHAJJIeKAIuX 3ToMy pebpy =13.

2. Ec:nr moamsap mMeeT TOJBKO BEPIINMHEI CTENMeHII = 4, TO WHC10 |3 B npenilyniceii
TEOpPeMe MOMKHO NMOKII3NTh Ha 11.
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