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positiven inversen Operator A-1 besitzt und fiir jedes Element dye ¥ N 2
die Ungleichung

(2) Py + Ay) — Ply) z A(4dy)

erfiillt.

5. Jede wachsende (fallende) Folge {y-}, der Elemente aus {yo, 2o, fiir
welche die Relationent yn — yni1 < I 1P(Yn) = O (Yn — Yny1 = T 1P(ys) = O)
gelten, konvergiert in (yo, zo». Dann besitzt die Operatorgleichung

(3) P(y) =0

eine einzige Losung & in (Yo, zo).
Wenn wir die Elemente der Folgen {y,}n o, {Zu}n0o durch den Algoritmus

(4") Ynil = Yn — [F(lyn,z,.)]_lp(?/n)
(4") Zni1 = 20 — (L, o] P (20)

definieren, dann haben wir y, 71 &, 2, “ &.

Beweis. Wir teilen den Beweis unseres Satzes in drei Teile.

1. Die Folgen {yn}, {z»} seien durch den Algoritmus (4) definiert. Wir be-
weisen durch Induktion, dass fur » = 0,1, 2,... die Relationen yn, z2s €
€ o, 20>, Plyn) £ O = P(zn), Yn1 = Yn = 20 = 24—1 gelten (dabei setzen wir
Y-1 = Yo, 2-1 = 20).

Wir beweisen nun die Giltigkeit der angefithrten Relationen fiir n = ¢ + 1,
indem wir ihre Giiltigkeit fiir » = 0, 1, ..., s voraussetzen. Nach (4) ist

(5) Ysir = Ys — [L,2] Plys)
Rs41 — &5 — [F(Ls,zx)]_lP(zS)'

Aus der Induktionsvoraussetzung P(ys) < O £ P(zs) und aus der Positivitit
der Operatoren [Iy, .,]7%, ¢ =1,2 (die aus der Voraussetzung 2 folgt),
bekommen wir

(6) [F(lys,z,)']_lP(ys) é 0’ [F(zy.;,zs)]_lp(zs) g 0

Aus (5) und (6) folgt ysi1 = ¥s, 2541 < 2s. Setzen wir jetzt in die Ungleichung

(I ((A") a=ys, b =0 =2, (b=2,0a=0=y;)en:

Y, oolzs — s) Z Plzs) — P(ys)

I, .o(zs — ys) Z P(2s) — P(ys).

Wenn wir jetzt den positiven Operator [I, . 17! resp. [I(, ,,]7! auf beiden

Seiten der letzten Ungleichungen anwenden, bekommen wir mittels (4) und (6)

Zs - Ys 2 []1(1_1/,;,23)]41P(‘23) - [F(lys,z,)]—lp(ys) = [[‘(lyh z,.)]_lp(zs) + Yst1 — Ys
2s = Ys Z [,y 72P(25) — [T, o] WP (Ys) = —2551 -+ 25 — (L7, o1 P(ys)

272









x
A7YA5) == [ eQ@-043(t)at Ase X

Bei der numerischen Losung der Operatorgleichung (3) auf {yo, 20> konnen
wir natiirlich die Behauptung des Satzes 1 benutzen, indem wir y, resp. z»
fir die angendherte Losung von (3) nehmen. Wichtig ist dabei die Frage,
wie gross die Differenz zwischen der Losung & der Operatorgleichung (3) und. y,
resp. 2, ist. Um diese Frage zu beantworten, werden wir von 2 noch eine
weitere EKigenschaft verlangen (ausser den Eigenschaften a)—c)) und zwar
d) Z ist ein normierter Raum und die Norm ||.|| ist halbmonoton in &, d. h.
venn O £ y £ 2z, dann |ly|| < |jz|.

Satz 2. Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfullt und % besitze noch
die Eigenschaft d). Weiter seien {ya}, {#x} zwei Folgen von Elementen aus
{Yo, 20y, die durch den Algoritmus (4) definiert sind. Far jedes n = 0,1, 2, ...
sei die Ungleichung

(8) en — [ 2] P(20) — Y+ Ly o] P )l S S flon — yul ¥

erfilllt, wo 8 = 0, k > 1 geeignete Konstanten sind. Dann gilt

kn-1
SEL L lzo — wol ™

IIA

lyn — &l = 8% Jlzo — ol

wo & die Losung der Operatorgleichung (3) auf (yo, 20> bedeutet.
Beweis. Aus (4) und (8) folgt sofort die Abschitzung

[|Zn41 — Yna 1] £ S l2n — YnllF.
Es ist also

S . [lzo — Yol/*
S llkr — yllF = 81 L lzo — yol[F?

|21 — i =
llzz — y2| =

und allgemein
k-1
len — Yl £ 8 w1 — ol £ ST lag — ol = SF L Jlzo — wol"

Die Behauptung des Satzes folgt sofort aus der letzten Ungleichung und aus
den Ungleichungen

llen — &Il = llzn — yall

lyn — &l = llzn — yall -

Definition. Wir sagen, dass ein Raum mit den Eigenschaften a)—d) des
Types f ist, wenn folgendes gilt:

1. Die Elemente von Z sind Funktionen x = z(t) einer reellen Verinder-
lichen t € <a, b) (b > a).
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