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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV. I (i, 3, 1960 

O MNOHOSTENOCH BEZ OPÍSANEJ GUEOVEJ PLOCHY II 

ERNEST JUCOVIČ, Prešov 

Všetky mnohostěny, o ktorých bude reč, sú konvexné. Pojmy budu použité 
v rovnakom význame ako v [6]. Teda o mnohostěne M povieme, že je bez 
opí saně j resp. vpísanej gulo ve j plochy, ak žiaden s M izomorfný mnohostěn 
nie je taký, že všetky jeho vrcholy ležia na gulovej ploché, resp. že všetky 
jeho steny sa dotýkajú gulo ve j plochy. 

Existenciu takých mnohostenov dokázal S t e i n i t z [1], G r ú n b a u m [2| 
zostrojil dalšie. V [6] je dokázané, že sedem je minimálny počet stien mnoho
stena bez opísanej gulovej plochy. 

V následujúcich riadkoch vo vete 1 vyčleňujeme jednu skupinu mnohostenov 
bez opísanej gulovej plochy; tieto navýše nemajú hamiltonovskú kružnicu. 
(Kružnica mnohostena — v grafovom význame — je postupnost A-JiiA^h^.. .A\ 
jeho navzájom róznych vrcholov Ai a navzájom róznych hrán hj, v ktorej 
každý prvok inciduje s predchádzajúcim. Hamiltonovská je taká kružnica 
mnohostena, ktorá každý jeho vrchol obsahuje.) Vo vete 2 sa zaoberáme 
maximálnym počtom vrcholov mnohostena s n vrcholmi, ktoré nemóžu ležať 
na gulovej ploché, mnohostěnu opísanej. 

Použijeme tieto Steinitzove [1] vety: 
S i : Mnohostěn je bez opísanej gulovej plochy právě vtedy, ak k němu kon-

jugovaný mnohostěn je bez vpísanej gulovej plochy. 
s 

S2: Ak medzi s stěnami mnohostena M existuje trieda T s m ^ stěnami 

takými, že žiadne dve steny tejto triedy T nie sú susedné, potom je M bez 
s 

vpísanej gulovej plochy. Pri ra = ---to nastane, ak existujii také dve 
Zi 

steny, ktoré nepatria do triedy T a majú spoločnú hranu. 

Veta 1. Mnohostěn M s nepárnym poctom 2g -f- 1 vrcholov, ktoreho všetky 
steny majú parny počet hrán, je bez opísanej gulovej plochy. Nemá hamiltonovskú 
kružnicu. 

Dókaz . Graf z vrcholov a hrán mnohostena M je planárny a každá kruž
nica k v ňom ohraničuje oblast, pozostávajúcu z 2ki-, 2k2- . •. 2k/-uholníka. 
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K a ž d á h r a n a je spoloéná právě dvom s t e n á m ; ak je m počet hrán. spoiocnýeh 
s tenáni ležiaoim v oblasti ohranioenej kružnioou L\ potom má kružnica k 
2(k] -i- kt> j ...ki) 2tn 2n h rán. Ale hami l tonovská kru/nica mnoho-
s tena M by musela mať nepárny poéet vreholov. teda i h r á n . ěo nie je podlá 
predohádzajúoeho možné. 'Tým je dokázaná d r u h á easť vety. 

PodFa Konigovej vety (pozři B e r g e |3 | ) je b iehromatieky t a k ý graf. k torého 
vsetky kružniee su parného s t u p ň a . J e h o vrcholy možno potom rozdělit do 
dvoch tried tak, že žiadne dva vrcholy toj istoj tr iody nie sú susodné (nemajú 
spoloonu h r a n u ) . V mnol iostena M je potom v jednej triode najviac ak </. 
v d r u h e j na jmenej g | 1 vreholov. S teny mnoliostena M'. konjugovanélio 
ku ML su ])otom rozdělené do dvoch tr ied t a k . že sú splněné podmienky S2. 
M' je t e d a bez vpísanej guFovej j)loohy a podlá SI je M bez opísanej guFovej 
j) lochy. 

O Һ i . O Һ ľ . 2, 

P o z n á m k a I. Na obr. 1 jo mnohostěn s najmensím poétom stien (deváť) 
boz hamiltonovskoj kružnice: splňa předpoklady nasej I. vety. K t o m u t o 
závoru srno dospěli tak, že sme o vsetkýeh ninohostenoeh s * V r>. (>. 7. s 
s t ě n a m i zistili. že hamil tonovskú kružnieu majú. (PrehFad t v e h t o mnohos tenov 
pod Fa B r i i c k n e r a | 4 | a H r r m o s a [f>|.) 

P o z n á m k a 2. N a základe Si a vety 1 p l a t í : Mnohostěn s n e p á r n y m poétom 
stien, k torého vsetky vrcholy su parného s t u p ň a . je bez vpísanej guFovej 
plochy. 

Veta 2. Xcch Vn je množina všcfkffch nínohostevov * n rrvhohni. Pn II - Pn 

znaví (/(//) : n----v, kde v je )naxvmálny počet tf/ch vrchotor nDiohosttna izo
morfního x II, ktorc íezia na (julovej ploché, nmohostenn II opísanej. 

2 3 0 



o vwo max <p(H), HeT-n phttl 

( i ) 
:i 

Dokaž vykonáme tak, že ku každému n > 14 zostrojíme mnohostěn, 
ktorý spina (1). Najprv pre n 2(mod3); budeme uvažovat o mnohostěne 
k danému konjugovanom a dokážeme: 

Neeh jo IIk mnohostěn s n \\k •(- 2 stěnami, izomorfný s tým, ktorý 
vznikne ..odseknutím" vrcholov k-bokého liranola (t. j . záměnou jeho vrcholov 
za trojuholníkové steny, pričom nie su odstraněné celé hrany hranola 

ti M 
)br. 2). Najmenej k 3 

3 
stien IIk sa nedotýká gulovej plochy. 

do II}. v])ísanej. 
Pii dókaze bucháme potrebovať aj obrátený postup k odseknutiu trojhran-

nélio vrehola, totiž nahradenie trojuholníkovej steny trojhranným vrcholom. 
Uvažme najprv, kofko trojuholníkových stien. móže Hk mať, ktoré nie je 
možné nahradit trojhranným vrcholom. 

Majme stenu ABC, dalej hrany AK, BL, CM. Stenu ABC trojhranným 
vrcholom nahradiť nie je možné v tedy, keď sa roviny ABK, BCL, ACM 
nepretínajú v ])ol))riestore opačnou k pol])riestoru ABC K. To nastane, ak 
každá z dvojíc uhlov -Y. KA B a } LBA, ; LBC a ;. MCB, x MCA a f KAC 
má súčel < 2ÍÍ. Mnohouholník ABL ... KA má najmenej () vrcholov. Ak by 
: KAB | X LBA < 2K, potom při žiadnej inej hrané mnohouholníka 

ABL ... KA, patriaeej aj trojuholníku, nemóže byť súčet vnútorných uhlov 
2K, lebo ináč by mnohouholník ABL ... KA nebol konvexný. Na každej 

zo dvoch stien mnohostena IIk, ktoré vznikli z podstav hranola, móže teda 
existovat iba jedna dvojica susedných uhlov, ktorýeh súčet je <} 2\l. Mnoho
stěn IIk má teda najviac ak dve trojuholníkové steny, ktoré nie je možné 
nahradiť trojhranným vrcholom. 

Označme oc\, ... oc2k trojuholníkové steny, ktoré vznikli „odseknutím" 
vrcholov hranola, [)\....fik- osemuholníky (na mieste póvodných bočných 
stien), y\. yo 2k-uholníkové podstavy. Připusťme, že medzi trojuholníkovým 
je maximálny počet, t. j . dve, takých stien, ktoré nie je možné nahradiť troj-
hrannými vrcholím; nech sú to oc\,oc2. 

Připusťme, že sa gula vpísaná do mnohostena II typu IIk dotýká m X-i 2k -|- (> 
stien, teda sa nedotýká p <C k — 4 stien. Ak medzi tými nedotýkajúcimi sa 
je z p trojuholníkových, ktoré je možné nahradiť trojhranými vrchol mi, 
vykonajme to. Dostáváme mnohostěn A\ s 3k -f- 2 —z ^ 2k f () stěnami, 
medzi ktorými je u ^r 2k — (k— 4) .- k f 4 ti'ojuholníkových, ktoré všetky 
sa vpísanej gulo ve j plochy dotýkajú; ďalej má Ni (Je + 2) stien [n, yi, a snáď 

2 3 1 



i a i , 0C2, ktoré sa vpísanej gulovej plochy nedotýkajú. So stěnami fii.yi. 
ktoré sa jej nedotýkajú, veďme rovnoběžné roviny, dotýkajúee sa vpísanej 
gule. Žiadna z týchto rovin neodsekne takú stenu, ktorá sa dotýká vpísanej 
gule, neodsekne teda žiadnu z tých u ^ k f 4 trojuholníkových (z ktorých 
žiadne dve nie sú susedné), ani nespósobí, aby mali spoločnú hranu. Na])roti 
tomu móže taká rovina, rovnoběžná napr. s fi\ celkom odseknut' iba takú 
stenu, ktorá sa vpísanej gule nedotýká; po odstranění stien a/,/ /- 1.2. 
ktoré sa vpísanej gule nedotýkali, to možu byť iba steny /i?;, y,;, oc\, x»\ dostá
váme mnohostěn N2. V mnohostěne N2 veďme roviny rovnoběžné so stěnami 
a i , a 2 , dotýkajúee sa vpísanej gule. Tým sa počet stien nezmění, ale móže 
sa stať, že nové trojuholníkové steny oc\, ot!> majú spoločné hrany s trojuhol-
níkovými stěnami mnohostěnu N2; takto vytvořený mnohostěn, označme 
ho N, by mal vpísanú gulu. Ale mal by u | v stien, v 5^ k | 4, 11 g k -!- 4 
trojuholníkových, z ktorých žiadne dve nemajú spoločnú hranu; to je spor 
s S2. Neexistuje teda mnohostěn H typu Hk, ktorému v])ísaná gula by sa 
dotýkala m ^ 2k + 6 jeho stien. O mnohostěne typu IIA-, konjugovanom 
ku Hk, potom platí, že žiadnych jeho m ĝ_ 2k | (> vrcholov neleží na o])ísanej 
gulovej ploché (podlá SI a vlastností polárného zobrazenia). Tých vrcholov. 

\ n 11 
ktoré na opísanej gulovej ploché neležia, je teda najmenej k 3 --

Tým je veta dokázaná pre n 2(mod 3), n T?: 14. 
Pre n = 3k + 3, resp. n = 3k 4- 4 nasaďme ihlany na jednu resj). dvv 

(trojuholníkové) steny mnohostena H^, ktorý ])odla prcdchádzajúo(Mio spíňa 
(1). Najviac ak 2k -f- 6 resp. 2k -f- 7 vrcholov týchto mnohostenov leží na 

Obr. 3. Obr. 4. 
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opísanej gulbvej ploché, lebo v opačnom případe by 2k + 6 vrcholov mnoho
stena Hjc lézalo na opísanej gulbvej ploché, co podlá predchádzajúceho nie je 
možné. Tých vrcholov, ktoré na opísanej gulbvej ploché neležia, je potom 

\n — 11 
v oboch prípadoch aspoň k—3— 

P o z n á m k a 3. Pre n f^ 16 platí následujúci odhad lepší ako v (1): 
q{n) = 1 pre n = 8, 9, ... 13, y{n) ^ 2 pre n = 14, 15, 16. 

Mnohostěn, ktorý vznikne nasadením ihlanov na steny štvorstena, je podlá 
Steinitza [1] bez opísanej gulbvej plochy; má 8 vrcholov. Pre n = 9, 10, 11, 
12, 13 nasaďme na jeho steny l, 2, 3, 4, 5 ihlanov; takto vzniknutý mnohostěn 
nemá všetky vrcholy na opísanej gulbvej ploché. 

Pro n -— 14 mnohostěn na obr. 3 obsahuje dve sedmice bodov, každá 
z ktorých obsahuje bod, neležiaci na opísanej gulbvej ploché. Každých tých 
sedem bodov spolu s příslušnými hranami tvoří konfiguráciu na obr. 4. Keby 
tých sedem bodov ležalo na opísanej gulbvej ploché, přeťala by ona hrany 
AiL, AoM, A3N v bodoch, ktoré spolu s použitými 7 bodmi by bolí vrcholmi 
mnohostena na obr. 5, ktorý by tak mal opísanú gulovú plochu, co je spor 
s (írunbaumom [2|. Alebo opísaná gulbvá plocha nepretína hrany AiL, A>M, 
A3N, potom aspoň jedna zo spomínaných sedmíc obsahuje viac ako dva vrcho
ly neležiace na opísanej gulbvej ploché. Pre n = 15, resp. 16 nasaďme jeden 
resp. dva ihlany na jeho trojuholníkové steny. 

P o z n á m k a 4. Usudok z dókazu 2. vety umožňuje takto zosilniť Steinitzovu 
s 

vetu S2: Ak medzi s stěnami mnohostena M existuje t r i e d a T s m ^ stěnami 

takými, že žiadne dve steny tejto triedy nie sú susedné, potom sa žiadna 
do M vpísaná gulbvá plocha nedotýká 

s 
všetkých stien triedy T. Pri m = 

2 
to nastane, ak mnohostěn M má hra
nu, ktorá neinciduje so žiadnou stěnou 
triedy T. (Pozři [7].) 

Obr. 5. 
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ON N O N - L N S V R I B A B L E P O L Y H E O R A II 

Ernest J u c o v i c 

Sum m a r v 

rTlie following theorems are proved: I. A convex polyhedron with an odd n u m b e r 
of vertices, all faces of which are of even order, is wi thou t a c i rcumsphere. 2. Lot b„ 
be t h e set of all convex polyhedra with n vertices. For H e: J1,, denote </(H) n r, 
where r is t h e greates t n u m b e r of vertices of a polyhedron of t y p e H lyinii on a circum-
sphe.ro. For y'(n) max <p(H), H c bl}, we have 

<P(>0 [' 
11 
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