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Matematicky &asopis 19 (1969), No. 4

BEMERKUNGEN UBER APPROXIMATIVE ABLEITUNG
LADISLAV MISIK, Bratislava

1. Es ist bekannt, daB die Ableitung jeder D*-Funktion aus der Klasse .45
ist ([7], S. 397). J. Matik hat eine allgemeinere Eigenschaft — als die Eigen-
schaft der D*-Funktion — gegeben, bei welcher die Behauptung iiber die
Ableitung richtig ist ([7], S. 399). Wir werden jetzt zeigen, daB auch im Falle
einer approximativen Ableitung eine dhnliche Behauptung gilt.

f wird eine reelle Funktion sein, welche auf einem Intervall J definiert ist.
Jfap(x) wird die endliche oder unendliche approximative Ableitung der Funktion f

. , . J@) — flx)
im Punkte « bedeuten, d. h. f, () = ltlm ap P ([8], S. 218—219).

Es sei a,bedJ,a < b und ¢t eine Zahl; dann wird 4 = {x:2€ < a, b),

xz) — f(b x) — fla
u—) < t} und ¢t = {x :zxe(a,b>, M <t} bedeuten. Wenn
z—b r—a
A eine Teilmenge von (— oo, oo) ist, dann wird |4| das duBlere Lebesguemal
von 4 bedeuten.

Es ist evident, daf folgendes Lemma gilt:
Lemma 1. Es set a < b < ¢, a, b, c € J. Dann gilt

, (f(a) —f)  fb) —f(c)) fla) — fle) (f(a) — f()
(1) min ) < £ max{—,
a—2>b b—c a—c a—2>b
J(b) — fle)
b—c¢ '
Lemma 2. Fir a, b e J gilt:
(2) T € ald = (2, b) < o0 U Ty = [ofb] + || 2 b —w,
(3) YyeUp = <La,yy < Uy Ugd¥ = |%y| 4 |of¥]| Z y — a.

Beweis. Es geniigt nur zu zeigen, daB zeq® = (z, b) < 4b U 7t, und
Y Eal? = {a, y> < oy U gt¥ gilt.
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Essei zeqtb. Esist evident, da3 bert, | weil

1) —fl&) _ f=) =0 _ tist)

b—= x—b
. . ., flw) —f0)
ist. Es sei # < u < b und u ¢ ;. Dann gilt ———— > ¢ und aus (1) folgt
w —
a f(x) —f(u)’f(u) —f(b)) < fl=) — f(b) <t s ist also f) — f@) _
x—u u—b x—b u—
_ J(@) — f)

<t,d. h uety.
xrx—Uu

Die Behauptung y € %ty = <{a, y> < %y U 4t¥ beweist man dhnlich.

Lemma 3. Es sei 0 <7 = L. Es set %] > n(b — a). Dann existiert ein
Punkt zo € {a, by und eine Folge von abgeschlossenen Intervallen {J,}y_, so, dal

a) |Ja|— 0,
b)xoedn firn=1,2,3,...,
¢) [Jn N (af% U aity)| = qlJa| fiirn = 1,2,3, ... ().

Beweis. Wir werden voraussetzen, dafl ein solcher Punkt und eine solche
Folge nicht existieren. Wir werden zuerst folgende Behauptung beweisen:
Es sei u, ved, u <wv, |ul?| > n(v — u), bzw. %] > n(v — »); dann existiert
ein Punkt x, bzw. y so, daf} folgendes gilt: x e ut?, u <z <v,v—2x = (1 —37)
(v — ) und || < n(v — 2) fur jedes ze << 2, v), bzw. u < y < v, y €%y,
y—u =< (1 —2n) (v—u)und %] < n(z — u) fir jedes z € (u, y >.

Wir werden nur den ersten Teil der Behauptung beweisen. Es sei u, v € J,
u < v und |4#?| > n(v — u). Aus der Voraussetzung fiir den indirekten Beweis
folgt die Existenz eines 6 € (0, 1 (v — w)) so, daB} [o_nt?| < nh fir 0 < h <9
gilt. Wir setzen w = v — §. Wenn ,#* = 0 ist, dann kénnen wir einen beliebigen
Punkt aus dieser Menge fiir x wihlen. Es sei jetzt ,? = 0. Es sei o das Supre-
mum von 4. Es ist evident, dafl ¢ < w, n(v — u) < |uf®| £ 0 — u ist. Wir
wahlen x € 4t? so, dal ¢ — 0y < z ist. Dann gilt: * —u >0 —u — dn >
(v —u) —nt (v —u) = n(v — u). Daraus bekommen wir, dal » —x £
Sw—u)—(@—u) <1 —=2n (v—u)ist. Es sei jetzt x < z <v. Wenn
z < o ist, dann gilt || S 0 —x < Sy =n(v — w) £ v —2); wenn z > ¢
ist, dann ist |£?] = 0 < 5(v — 2).

Es sei 29 = b. Jetzt beniitzen wir den ersten Teil der Behauptung auf 4t%..
Dann bekommen wir ein x; so, dall 1 € 4%, a < 21 < b, zg — 21 = (1 — } )
(xo — @) und |2#%| << n(wo — 2) fir 21 < 2 < xp ist. Auf Grund von Lemma 2
gilt {1, 20> < 4% U Buty,. Da | t%| < g(wo — 1) ist, muB |%ilg,| > (1 — 7))
(g — 21) = % (o — x1) gelten. Es ist also [#ify,| > n(ro — 21) und wir konnen

(1) Wenn a = 2o ist, dann nehmen wir 4% = {}; im Falle zo = b nehmen wir %, = (J.
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den zweiten Teil der Behauputng auf #ifz, beniitzen. Es existiert ein x; so,
daB x; < 22 < @o, X2 € Talyy, 21 — X2 < (1 — £ 7) (xo — 1) und [%atz| < 7(z — 1)
fiir ) < z < @ gilt. Da |%ity,| < n(wz — 1) ist, mul folgendes gelten: |z,t%2| >
> (1 —n) (w2 — 21) = } (#2 — @) = n(@2z — x1). Daraus bekommen wir einen
Punkt z3 mit folgenden Eigenschaften: #1 < a3 <3, 3 €40%, 22 — 23 <
< (1 —39) (w2 — 1) und |4%] < y(xs — 2) fur x3 £ 2 < x,. Jetzt ist es klar,
daB man in solcher Weise eine Folge {x;};2; von Punkten mit folgenden Eigen-
schaften definieren kann:

(1) Zoi42 € zz‘“tx“ und xa;+3 Exﬂﬂtm“'a firt=20,1,2,...,
(i1) w211 < Tar43 < Xpp4e < X2 fur ¢ = 0,1, 2, ...,
(iii) 241 — 21 = (1 — %7]) (2 — z4_1) fur 1=1,2,3,...,

(iv) P8 < 9z — @2is1) fOr amseqn <2z S @ogqe und ™| < y(x2s — 2) fiir

Tog41 Sz<awyund firs=0,1,2,....

Die Folge {{x2i 11, Z2:)}i, ist eine nichtsteigende Folge von abgeschlossenen
Intervallen (nach (ii)), deren Linge gegen 0 konvergiert (nach (iii)). Ihr
Durchschnitt ist eine Menge mit einem einzigen Punkt, den wir mit & bezeich-
nen. Es ist klar, daBl & == lim @xg41 = }im x2; ist. Es sei ¢ > 0. Dann existiert

1->00 ~»00

eine solche natiirliche Zahl j, daB zg;, z2j+1€ (&£ — &, &+ ¢) ist. Da & — e <
<o < E< @ypre < &+ e und o2 €™M, ist, ist (@i, Ty4e) <
< mmg U, 7 nach dem Lemma 2. Es ist also entweder &e™*f, .
oder £e,, t™*. Nach dem Lemma 2 ist {wy,& <™ U, ¢ im
ersten Falle und (&, was42) < $t,,,, U ™ im zweiten Falle. Es ist also
loggulé] = & — g1 — [®7tg] im ersten Falle und |[%,, | 2 xoj42 — & —
— |et™+| im zweiten Falle. Wir wihlen Y = {#2j11, & im ersten Falle und
Y = <&, x2542) im zweiten Falle. Dann ist |Y| <¢, £€ Y und

( tf Y . xah-lt zﬂhlt
/1,2mlg| [ s,
YN @EVe) [ |Y 17| & — 541
Y §t Y . txz“z txms
7] AV ID e N - I
]YI |Y| Zojre — &

im ersten, bzw. zweiten Falle. Dabei haben wir die Behauptung beniitzt,
daB nach (iv) [ < (& — Xaj41), bzw. |7 < n(we42 — &) ist, weil
Zogr1 < & < w2542, DZW. 22513 < & << Xop42 ist.

Aus dieser Betrachtung ist klar, daB} ein Punkt £ € (a, b) und eine Folge
{J w1 von abgeschlossenen Intervallen so existieren, daB a) |Ja| = 0;b) E€ J,
fir n=1,2,3,... und ¢) |Jn N (aff Y ép)| > n|Jn| fir n=1,2,3,... ist.
Das ist aber ein Widerspruch, weil wir vorausgesetzt haben, da8 es im Intervall
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{a, b> keinen Punkt x, und keine Folge {/,}5-1 VoI abgeschlossenen Intervallen
mit den Eigenschaften a), b) und c) gibt.

Eine Funktion f ist aus der Klasse My im Intervall J, wenn aus der Inklusion
(@, 0) < {z: f(x) = k}, bew. (a,d) < {x:f(x) £ k} die Inklusion {a,b) NJ <
< {z: f(x) = k}, bzw. {a,b) N J < {x: f(x) £ k} fir alle a, beJ, a < b und
jede Zahl k folgt.

Satz 1. Es sei f eine solche Funktion, welche am Intervall J definiert ist, in
keinem Punkt von J einen uneigentlichen. Limes weder von links noch von rechts
hat und in jedem Punkt von J, in welchem thr eigentlicher Limes von links, bzw.
von rechts existiert, von links, bzw. von rechts stetig ist. Wenn die Funktion f in
jedem Punkt von J die approximative Ableitung hat, dann ist f,, € M.

Beweis. Es sei {a, b) = J und f, () = £ fir jedes x € (a, b). Jetzt werden
wir zeigen, daB f, (a) = & und fu(d) = k ist. Wir werden die Ungleichungen
f;p(a) 2 k und f, (b) = k mit Hilfe des Lemma 4 (siche S. 287) beweisen (3).
Wir definieren: g(z) = f(x) — k2. Dann ist g;p(x) > 0 fir jedes ze€ (a,b).
Nach dem Lemma 4 muB ¢ eine nichtfallende Funktion sein. Es existieren
also lzl_)rg f(x) und }&1:;1 f(x). Nach der Voraussetzung fiber f ist f(a) —

=lim f(z) und f(b) = liI;} f(x). Es ist also auch lim g(z) = g(a) und
lim g(x) = g(b) und die Funktion g ist auf {a, b) nichtfallend. So bekommen
x->b+

wir, daf} g;p(a) = 0 und g;p(b) = 0ist. Daraus folgt, dafl fa'p(a) =k undfa'p(b) =
= k gilt.

Es ist jetzt leicht zu sehen, dafl fa'p eM* ist.

Eine Funktion ist eine D*-Funktion am Intervall J, wenn f({a, b)) < {min (f(a),
f®)), max (f(a),f())> fir jedes a und jedes b aus J, a <b, gilt. Jede
D*-Funktion ist aus der Klasse .#% ([56], S.412) und jede Funktion aus der
Klasse ./, erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 1.

2. Z. Zahorski hat eine solche reelle Funktion einer reellen Verinderlichen
aus der ersten Baireschen Klasse mit der Eigenschaft von Darboux (d. h.
das Bild jeder zusammenhingenden Menge ist eine zusammenhéngende
Menge) konstruiert, welcher eine approximative Ableitung aus der zweiten
Baireschen Klasse ist und die Eigenschaft von Darboux hat ([9], S. 321-323) (3).
A. M. Bruckner ([1], S. 24) hat bewiesen: Wenn f und f, Funktionen aus der

(2) Fur den Gedanken des Beweises danke ich Herrn J. Ma¥ik. Mein urspriinglicher
Beweis war lédnger als der jetzige.

(3) In dem Beispiel von Z. Zahorski existiert leider nicht in jedem Punkt eine appro-
ximative Ableitung. D. Preiss hat gezeigt, da8 die approximative Ableitung einer belie-
bigen Funktion, wenn sie auf einem Intervall existiert, aus der ersten Baireschen Klasse
sein muf. Ich bin nur schriftlich tiber dieses Resultat informiert.
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ersten Baireschen Klasse sind, dann hat f;p die Eigenschaft von Darboux und
ist noch dazu aus der Klasse #2. Eine Funktion f ist aus der Klasse #2 am
Intervall J, wenn sie aus der ersten Baireschen Klasse ist und wenn die Ungleichung
{z : xz e {a, b), f(x) > a}| > 0, bzw. {x:x€{a,b), flx) < a}| >O0aus{r:xe
e<a, by, fx) > a} + 0, bzw. {x:xea,b), f(x) < «} + O folgt. Wir werden
jetzt eine allgemeinere Behauptung beweisen.

A. Khintchine hat im [4], S. 243 folgenden Satz bewiesen:

Eine approximative Ableitung f,, ist am Intervall J eine Ableitung einer
Funktion dann und nur dann, wenn f,, durch eine Ableitung magjorisierbar ist.
Der Beweis dieses Satzes beruht auf folgenden zwei Behauptungen:

I. Lemma. ([4], S. 242) Wenn eine Funktion f eine nichtfallende Funktion
ist und wenn sie im Punkte a eine approximative Ablettung f;p(a) besitzt, dann
hat sie tm a eine Ableitung f'(a) und es ist f'(a) = f;p(a).

I1. Wenn fa'p(x) 2 0 fur jedes x € J ist, dann ist die Funktion f am Intervall J
nichtfallend.

A. Khintchine hat nur endliche approximative Ableitungen zugelassen.
Dieser Satz von Khintchine gilt aber fiir den Fall endlicher oder unendlicher
approximativer Ableitungen (4). A. Khintchine beniitzt den Mittelwertsatz
zum Beweis der zweiten Beahuptung. Den Mittelwertsatz kann man im Falle
endlicher approximativer Ableitungen beniitzen, aber fiir den Fall unendlicher
approximativer Ableitungen gilt der Mittelwertsatz im Allgemeinen nicht.
Wir werden hier einen kurzen Beweis der zweiten Behauptung geben, welcher
auf dem Lemma 1 und 3 beruht.

Lemma 4. Es sei f eine Funktion, welche am Intervall J eine approximative
Ableitung hat. Es sei f, (x) = 0 far jedes x € J. Dann ist f eine auf J nichifallende
Funktion und hat in jedem Punkt von J die Ableitung f'(x) = f;p(x).

(4) Z. Zahorski behauptet in [10], daB der Satz von Khintchine fiir diesen Fall
nicht gilt. Er leitet seine Behauptung aus einem seiner Beispiele aus [10] ab. Leider
existiert auch bei diesem Beispiel eine approximative Ableitung der betrachteten Funktion
nicht in jedem Punkt. Fiir den Fall der ersten Behauptung mufl diese nur fiir den Fall
f;p(a) = o0 bewiesen sein. Hier ist ein kurzer Beweis, da@ f;p(a) = f’(a) auch im Falle
Japl@a) = oo gilt, gegeben: Nehmen wir an, daB f*(a) # oo ist (den Fall f'~(a) # o
behandelt man dhnlich). Dann existiert ein & > 0 so, daB fur jedes ¢ > 0 ein solches b,
0 < h < &, existiert, fir das
fla + k) — f(@)

f@ —f@) _ fla+h) —fla) k+1 <

< k ist. Dann gilt = k41
h E—a h
fir jedes e <a-+h » @ + h>. Daraus folgt, daB ‘{E:§e<a, a-+h>,
B4+ 1
M <k -+ 1} = ] h gilt. Das ist aber im Widerspruch mit f; (a) = oo.
E—a
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Beweis. Es sei a, beJ, a < b und f(a) > f(b). Es sei  eine solche Zahl,
3 f(a) — f(b)

5 <t < 0 ist. Dann ist a €4t?. Da f;p(a) = 0 ist, so ist die
a —

z) — fla
Menge (z:ze<a,b), M > t} vom positiven LebesguemaB. Auf
Z—a

. J(@) — f(a) .
Grund von Lemma 1 ist {z:ze€<la,b), —————— >t} < 4. Bezeich-
rT—a

1
nen wir ——— |4t%| mit #. Dann ist # > 0 und
200 — a) lat?] n n b—a

Lemma 3 geht die Existenz eines Punktes xz, € {a, b> hervor, fiir welchen
f;p(xo) =< t < 0 ist. Das ist aber ein Widerspruch.

Lemma 5. Es sei f, (z) 2 0 fast dberall im J wund f;p(x) Z K fur jedes x € J.
Dann ist f eine monotone Funktion und es gilt: f;p(x) = 0 fur jedes x e J (5).

Beweis. Wir setzen g(x) = f(z) — Kx. Dann ist g, (z) 2 0 fiir jedes z € J.
Es ist also nach dem Lemma 4 g auf J monoton und g, (z) = ¢'(x) fiir jedes
b

|at?| > n.Aus dem

zedJ. Es sei a, beJ. Nach dem Satz (7.4) von [8], S. 119 gilt: fg’(x) dx =
a

< g(b) — g(a). Es ist aber ¢'(x) = gap fap — K fast iiberall
im J und darum mufl — K(b — a) gjg(x dx = f(b) — f(a) — K(b — a)

sein. Daraus folgt nun, daB f(a) = f(b) 1st. Damit haben wir bewiesen, daf} f
auf J eine nichtfallende Funktion ist.

Wir werden jetzt einen Satz beweisen, der allgemeiner ist als der Satz von
A. M. Bruckner:

Satz 2. Es sei f eine Funktion, die auf dem Intervall J eine approximative
Ableitung hat und es sei f,, aus der ersten Baireschen Klasse. Wenn f,, aus der
Klasse My am Intervall J ist, dann gilt:

1. f;p hat die Eigenschaft von Darboux;

2. f;p erfallt den Mittelwertsatz, d. h. wenn a, b € J und a < b ist, dann gilt:
J(®) — f(a) = f;p(é) (b — a), wobes & eine geeignete Zahl aus (a, b) ist;

(°) Dieses Lemma hat J. Maiik formuliert und bewiesen. In meinem urspriinglichen
Lemma 5 habe ich die Erfullung der Voraussetzungen des Satzes 1 fur f verlangt (dann
ist aber f auf J stetig). Das muf} te ich darum verlangen, weil ich in meinem Beweis des
Lemma 5 den Satz (7.9) von [8], S. 206 beniitzt habe. Im Teil 3 des Satzes 2 habe ich
noch die Erfullung der Voraussetzungen des Satzes 1 fiir die Funktion f verlangt. Diese
Forderung kann man infolge der neuen Formulierung des Lemma 5 weglassen. Unser
Beweis des Lemma 5 stammt von J. Matik.
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3. f1 hat die Eigenschaft von Dengoy, d. h. |{ : © € {a, b}, « <[fa(®) <} >0,
wenn {x : z €<a, b, a < f, (x) < B} + B st ().

Beweis. Die Behauptung 1. folgt aus den Sitzen 1 und 2 ([5], S. 45 und 47),
wonach eine Funktion f aus der ersten Baireschen Klasse die Eigenschaft
von Darboux dann und nur dann hat, wenn sie aus der Klasse ./ ist. Dieser
Satz gilt auch fiir den Fall, wenn die Funktion f als Funktionswerte 4 oo an-
nimmt ([7], S. 398) (7).

Es ist leicht zu sehen, dafl man sich im Beweise der Behauptung 2. auf den
Fall f(a) = f(b) beschrianken kann. Aber fiir diesen Fall geht diese Behauptung
aus dem Lemma 5 und aus der Behauptung 1. hervor.

Die Behauptung 3. werden wir indirekt beweisen. Es sei £ = {z: z € {a, b,
oc<fapx)<ﬂ} #+ 0 und |E| = 0, wobei.a, b e J und a < b ist.

Es sei By = {x: x €<a, b), fap(x < o} und B8 = {z: z € {a, b, fap(x) B}
Dann gilt <a, by = Ey U E U E8. Wir werden jetzt zeigen, dal £ < (Ha)' N
N (E8)’ ist, wobei (Ea)’, bzw. (EF)’ die Ableitung der Menge Ky, bzw. E8 bedeutet.
Es sei 2, € E und z, ¢ (E,)’. Dann existiert ein Intervall J; < <a, b)> so, daB3
xg € J1und J1 N By == Pist. Dann ist fap(x B fast iiberall in J; und f; (x) = «
fiir jedes z € J1. Nach dem Lemma 5 ist fap(x B fur jedes x € J1. Da x5 € J1
ist, bedeutet das, dafl z, ¢ E ist. Das ist aber unmdglich. Ahnlich beweist man,
dafl E < (EB)’ ist.

Es sei jetzt 49 = E N (a, b) Die Menge Ay ist nicht leer, weil {x : x € {a, b),
« < fo(x) < B} + 0, fop €My ist und f+p die Eigenschaft von Darboux nach 1.
hat. Es sei ye 4, und I ein beliebiges Tntervall, welches den Punkt y im
Inneren enthilt, und es sei I < (a, b). Dann existieren im I Punkte wie aus E
als aus E6. Es ist also « = inf {f, () : # € 49 N I} und B = sup {fup(@) :xEA) N
N I}, weil f,) nach 1. die Eigenschaft von Darboux hat. Daraus folgt jetzt,
daB die partielle Funktion f, /4, in keinem Punkte von 4, stetig ist. Das ist
aber ein Widerspruch, weil die Funktion fa'p aus der ersten Baireschen Klasse
ist.

Wir bemerken, dafl C. Goffmann und C. J. Neugebauer ([3]) fir den
Fall endlicher approximativer Ableitungen die 4quivalenz von Behauptungen 1.
und 2. aus dem Satz 2 bewiesen haben. Wir haben im Beweise des Satzes 2
gezeigt, da3 die Behauptung 2. aus der Behauptung 1. fiir beliebige approxi-

(8) Nach dem Satz von D. Preiss, daB jede approximative Ableitung auf jedem Intervall
aus der ersten Baireschen Klasse ist, kann man die Voraussetzung, daf f,, aus der ersten
Baireschen Klasse ist, weglassen. Dann geben aber die Sétze 1 und 2 eine positive Losung
eines Problems von A. M. Bruckner ([1], s. 25), d. h., daB jede approximative Ableitung
einer Funktion mit der Eigenschaft von Darboux auf jedem Intervall die Eigenschaft von
Darboux hat.

(?) Man kann das auch direkt wie in [7] beweisen.
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mative Ableitungen (d. h. ohne Voraussetzungen, daf3 f;p aus der ersten Baire-
schen Klasse und aus der Klasse ./ ist) folgt. Es ist klar, daB der Satz 2 die
dquivalenz der Behauptungen 1. und 2. unter viel allgemeineren Vorausset-
zungen als in [3] gibt. Es ist nicht bekannt, ob im Allgemeinen die dquivalenz
der Behauptungen 1. und 2. gilt (8).

3. T. Swiatkowski hat im [9] folgende zwei Lemmata bewiesen :

Lemma 1. (T. Swiatkowski) s sei f eine mefbare Funktion im Intervall
(@, b) und f soll in jedem Punkt einer Residualmenge H < (a, b) eine approxima-
tive Ableitung besitzen. Es seien M und N zwei Zahlen und M > N. Dann ist
mindestens eine von diesen zwei Mengen A = {x: f, (x) = M} und B = {x:

fio@) < N} im (a, b) nicht dicht.

Lemma 2. (T. Swiatkowski) Es sei f eine solche Funktion aus J (J ist
die Klasse aller Funktionen aus der ersten Baireschen Klasse, die die Eigenschaft
von Darboux haben ), welche eine approximative Ableitung tm (a, b) mit Aus-
nahme von hochstens abzihlbar vielen Punkten besitzt. Es sei M > 0 und es
soll die Ungleichung f,(x) = M auf (a, b) mit Ausnahme von hochstens abzihlbar
vielen Punkten gelten. Dann ist f am (a, b) nichtfallend.

Im Beweise des Lemma 2 beniitzt T. Swiatkowski eine Behauptung
von Z. Zahorski [11], wonach eine Funktion aus der ersten Baireschen
Klasse die Eigenschaft von Darboux dann und nur dann hat, wenn sie aus
der Klasse .#1, die Z. Zahorski definiert hat, ist. Eine Funktion f ist aus der
Klasse M1 am Intervall J, wenn f aus der ersten Baireschen Klasse ist und wenn
{z:xela, b), flx) > a} und {x:xea,b), f(x) < o} entweder leer oder von
der Mdchtigkeit des Kontinuums fir alle a, be J, a < b und jede reelle Zahl «
sind. In dem Beweis des Lemma 2 beniitzt T. Swiatkowski nur die Eigen-
schaft der Funktion f, daBl die Mengen {x:x € {a, b), f(x) > a} und {x:z€
e<a, by, f(x) < o} entweder leer oder von der Michtigkeit des Kontinuums
sind. Also beniitzt man an keiner Stelle, daB die Funktion aus der ersten
Baireschen Klasse ist. Wenn wir die Klasse./; als die Klasse aller Funktionen f
definieren, die am Intervall J definiert sind und fir welche die Mengen {x : x €
e<a, by, f(x) > o} und {x:xecla,b), f(x) < o} fir alle a, bed, a <b und
jede reelle Zahl o entweder leer oder von der Mdchtigkeit des Kontinuums sind,
dann kénnen wir die Behauptung, welche T. Swiatkowski wirklich bewiesen
hat, in folgender Weise formulieren:

Lemma 6. (T. Swiatkowski) Es sei f eine mefbare Funktion aus My am
Intervall (a,b) und f soll auf (a, b) mit Ausnahme von hichstens abzdihlbar

(8) Aus dem Satz von D. Preiss iiber approximative Ableitung folgt, da8 die Aquiva-
lenz der Behauptungen 1., 2. und 3. allgemein gilt.
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vielen Punkten etne approximative Ableitung besitzen. Es set M > 0 und es
soll die Ungleichung f, (x) = M auf (a, b) mit Ausnahme von héchstens abzihlbar
vielen Punkten gelten. Dann ist die Funktion f auf (a, b) nichtfallend.
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