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MATEMA.TICKO-FYZIKÁLNV ČASOPIS SAV\ 11, 3, 

М А Т Р И Ч Н Ы Й ПРИЕМ РАСЧЕТА Ш)ЛЕ1>АШ!П 

СТЕРЖЕВЫХ С И СТЕЛ! 

К. К. П О Н О М А Р Е В , С С С Р , г. Москва 

Расчету колебаний стержневых сислем посвящались работы различных 
авторов [1], [2], [3], [5] и многих других. Из известных методов решения наи
большее распространение получил метод деформаций, напр. [6], [7], обладаю
щий рядом несомненных преимуществ: простое выражение уравнении коле
баний неразрезных балок с различной длиною пролез а и переменной жест
костью, балок на упругих опорах, рамных систем с подвижныVIII опорами 

И Т. д . 

В статье излагается матричный прием расчета колебании стержневых сие 1 ем 
особенно удобный при программировании задач этого класса на счеию-
вычислительных машинах. При ручном способе вычисления метод наиболее 
эффективен при большом количестве пролетов различной длины мпою-
кратного изменения жесткости, необходимости варьирования исходных пара
метров и высокой степени статической неопределимости, так как* в этих случаях 
достигается большая шаблонность расчета. 

]. Как известно, уравнение свободных колебаний прямого слержня постоян
ного сечения 

ŕ 

где: 

4 = \ ^ _ ,4 

Е1 ' ' 

// масса балки, 
со— частота собственных колебаний, 
1 — длина пролета. 

Решение этого уравнения совместно с первыми гремя производными 
образует систему, которая в матричной записи, проводя расчет слева на
право: 
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(1) 

Здесь 

u к X 

_ . cosn -- .V + COS - - .Y 
iK = -—- sinh — x -h sin —- x 

2A \ I I 

1//, = _ f cosh - x — cos x ); ^A = I sinh - " x — sin 
2 l / / / 2A3 \ / / 

функция Крылова, 

г прогиб, 

ср -- угол поворота, 

М -изгибающий момент, 

О поперечная сила. 

Индексом ,,0'с обозначается начальное сечение стержня (один из концов), 

индексом .Л" — любое промежуточное /:-тое сечение. 

При наличии жестких опор 0 и к (однопролетная защемленная, шарнирно-

опертая или с одного конца защемленная, а с другого-шарнирно опертая балка) 

То Ук О- Подставляя эти значения в первое уравнение системы (1), получаем 

выражение 

_ -Е1ф2ср0 - 1ф3М0 

Уо - ' ,2 , " " 
/ ф4 

исключая которое из второго и третьего уравнений системы, имеем: 

( rk\ 

<pk ľ' фĄ El (-01 <Po 

мk 
Elf^, Фì\ , Ф2ФЗ 

ф, J 
M0 

= ш.\ү0\. (2) 
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Матрица пролета [Ц упрощается введением следующих функций Прагера: 

Ґ Ґ 
A(Â) = cosh / sin A — sinh / cos / = 22 -— 24 -—- + 2° ... + 

B(X) = 2 sinh A sin / = 22 А - - 2 4 ^ - + 2Ь Ą--

Ґ Ґ 
C(À) = cosh Å cos / - 1 = - 2 2 — - + 2 4 — - - 26 

+ (3) 

Ґ2 

12! 

После элементарных алгебраических преобразований уравнений (2) матрица 

пролета принимает вид: 

/ 

w = 
i 

sin X — sinh / 

A(л), 

B(л). 

JET • <™ 
ÀEI 

~T~9 

причем функция 

sin / — sinh / = — 2 

A(л) 

i 1 1 * 3 -1 

A A / 

TГ + TГ + TÍГ + 

(4) 

Уравнение (2) записивается тогда в нижеследующем виде: 

<Pi 
sin À — sinh Å 

м i = ~-^ 
sin / — sinh / 

ĄЛ) Фo ~ —— C(À) M0 

~ ĂEI 
- г B(л) Vo + A(Л) M0 

(5) 

L 

А ( А ) C(А) 

Mo-0 Ъ=0 VO >ҝ-o 

ß{*} % А ( А ) 

Mo^O M*-0 ?o = 0 

Pмc. 1. 

M o = 0 

Матрица (4) содержит уравнения колебаний для четырех возможных комбина

ций опирания (рис. 1). Необходимю только,согласно данным граничным усло

виям, вычеркнуть одну строку и один столбец, а оставшийся элемент приравнить 

нулю. 
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Тривиальную величину Я =-- 0, как не имеющую практического значения, 
исключаем из расстроения и, таким образом, знаменатель $т Я — $т Ь Я ни
когда не равен нулю. 

Корни функций А, В, С находятся по формулам приведенным в таблице 1. 

корни 

Функция! 

Т а б л и ц а 1 

A(>.) -- 0 

3,9265 
7,0685 

10,2102 

B(Á) = 0 

3,1416 
6,2832 
9,4248 

C(A) = 0 

4,7299 
7,8531 

10,9956 

-7Г + П7Z * т т c + /,-

Напряженное и деформированное состояние в любом л-ом сечении колеблю
щейся балки выражается соотношением 

{г„} = [^].[/^„_1] [^ЫХ .ЫГоЬ 

где [I.,] (\ = 1, 2, . . ., /7) — матрица колебаний отдельных пролетов, или для 
случая равнопролетной балочной системы 

{Yn} = [LY . {Y0}. (6) 

Вводя новые функции В = (ЛЕГ/!) (В/А), С = [//(ЯЕ/)] (С/А), В С - ДС//Г /), 
равенство (4) примет вид 

m = -
sin Я — sinh Я 

1, - c 
в, 1 

или 

[L]" тя, -ćs,i 
iвs„, T„ j ' 

где функции 
($1П Я — 51ПП Я ) " 

ти = с;; - с^о + с :о 2 - ... + ... = X сл

2/(-.оУ; 
1 = 0 

5„ = С? - С^О + С'О 2 - . , . + . . . = X С 2 ( + 1 ( - 0 ) ' ; 
1 = 0 

десь: С,|| /?!/[/77! (/7 — /;?)!] — число сочетаний из /7 элементов по т. 

(7) 

(X) 

(8а) 
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Условия колебаний для различных граничных условий, согласно (8). будут: 

Т 

( 8 6 ) 

1. <Po = °̂  мn = 0, A" - " = 0; 
(sin Я — sình / ) " 

2. (po = 0, (Pn = 0, - C / Г ^" = 0 ; 
(sin Я — sinһ X)n 

3. м 0 = o, мn = 0, BЛ" 5 " = 0 ; 
(sin X — sinh XŢ 

4. м 0 = o, (Pn = Ô  
T 

A" " - 0 . 
(sin X — sinh Я)" 

Как известно, реактивный момент при повороте опоры Мп —цсрп. Исполь
зуя (8) образуем вспомогательное выражение 

М 
- - = / < „ , ( < Р „ * 0 ) , (9) 

(Рп 

представляющее в простейшем случае характеристику приведенной упруго 
вращающейся опоры в точке п. 

Для защемленной опоры —К['г
г) - —Тп/(СБп) а для шарнирной ~К\1и В5п Тп. 

В частном случае однопролегной балки при Т1 -•= 5, 1: 

( D 1 AX EI - ñ n = = B = 
BX EI 

Ć C 1 Л Ì 
-K 

Раскрывая эти неопределенные выражения (при X 0) с помощью правила 
Лопиталя, после трехкратного дифференцирования, получаем 

К » > = - 4 ^ - ; к<»=-3^-. 

II. Рассмотрим колебания одноярусной рамы открытого контура (рис. 2). 
Горизонтальный ригель рамы принимаем за основной стержень. Отсекаем 

все ответвления и заменяем их действие приведенными упругими опорами, 
сводя, таким образом, задачу к расчету колебаний неразрезной балки. 

Так как между изгибающими моментами непосредственно левее и правее 
опоры условие сопряжения 

л/;1" =• м-г - /<,</>., 

то матрицу пролета необходимо слева умножить на матрицу перехода 

[*•.•] -
1 , 0 

(10) 

1 Г-6 



ч.o лacг: {Y,} - [E] [L;] . {_-,._,} -, [_.,'] . {YV, или: 

{ 0 = 
Ф/-i 

Mi-

L ÍPІ 

[ ľ j 
A; 

sin A; — sinh A,-
•c„ 

1, 

[ ^ ] 
A,-

sin Я: — sinh Я, 

Ф І ^ - Q M , . ^ 

T/Ь 

где (/),- (/;,_! — С/А//... 
Такое перемножение возможно ввиду того, что третий элемент первой 

строки матрицы [/_*] нуль и в первой строке произведения получается всегда 
линейная зависимость, представляющая первый элемент последующей матрицы 

столбца {К,} (или третий элемент дополненной матрицы-столбца). 

Щ> 
0 

M. 

W 

Í 

Аí. 

^ 
zk? 

Pиc. 2. 

Дальнейший расчет ничем уже не отличается от расчета колебаний неразрез
ной балки. 

Расчет колебаний рам з а м к н у т о г о контура сводится к следующему. 
Перерезаем раму в двух сечениях (опорах) А, В (рис 2-6) и определяем 

линейную зависимость моментов МА, Мв и углов поворота срА и срв в матричной 
форме: 

-MA 

M„ IKлвì • 
4>u 
(Pл 

( П ) 
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Здесь: [КАИ] матрица приведенной двухсторонней упругой опор:>. 
(приведенной упругости всей системы). Величина Мл взята с минусом, т. к. 
нагрузка инерции колеблющегося участка рамы передается на концы ин
тервала. 

Для однопролегной балки, обозначив концы через 0, к и используя для эюй 
цели равенство (7), матрица приведенной упругой опоры 

-м, IX*] • <Pk 

<f>0 

1 

č 

sin Á — sinh / 

sin A — sinh A 
A 

( 1 . 2 ) 

Таким образом, раму замкнутого контура разбиваем на некоторое число п 
неразрезных стержней. Прямолинейные связы, соединяющие эти с1ержни. 
должны быть балками. Приведенные двухсторонние упругие опоры которых 
заданы уравнением (12). Каждый из п стержней расчитывается обычным путем, 
как балка со свободными неизвестными начальными параметрами усилий 
и деформаций, связанных друг с другом зависимостью (12). Следовательно. 
ввиду наличия граничных условий на ,,правом" конце стержня следует при
равнять нулю определитель к-го порядка, что дает искомое уравнение колеоа-

^It4i 
_t-i 

І-ts 

•2 2Щ ф-~см* 

-1 U 

P и c . 3. 

ний. Особенно четкий расчет получается при прямоугольной схеме рамы 
и топологически ей эквивалентной заменяющей системе (рис. 3). 

В этом случае расширенная матрица (7) определяет матрицу приведенной 
упругости /1-го порядка: 
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LІЪ 

'-,ffUi>« 0 , 
0 , Л 2 #(л 2 ), 

0 
0 

O , -/Í .C 1 g(A 1 ) , .0 ,0, . . . ,0 
•A2Č2gU2), O ,0,0, ...,0 

,o,o,....o 0 , 0 , ••ч ^ я g ( / . я ) , -AnCng(Àn), . . . , 0 0 

0 , 0 , ...щAfíBng(Án), лng(K) ,..., 0 0 

[*•] 

O , A2R,#(/,), O 

A,/W..). o o 
0 

0 

A 2 ^ 2 ) 

0 
0 

AigUi) 

, ( 1 3 ) 

в которой мы для удобства записи положили $(л) = I/(§1П Я — $тЬ Я) и блок-

матрица [К] содержит все одно- и двухсторонние приведенные упругие опоры. 

В случае однородной системы матрица (13) вырождается в 

м sin Я — sinh Я 

' [ / ; ] , - c [ U ] , o 
è, [£]. ; [Қ] 

(14) 

гдc 

IE] 

1 , 0 , . . . , 0 " 

0 , 1 , . . . , 0 

0 , 0 , . . . , 1 

[o] 

0, . . . , 0 , 1 

0 , . . . , 1,0 

1 , . . . , 0 , 0 

П р и м е р 1. Определить наименьшие собственные частоты колебаний сталь

ной рамы круглого поперечного сечения радиусом 3 см (рис. 4). 

Согласно данным граничным условиям (8-6) при наличии трех пролетов 

(п 3), уравнение колебаний 
т. 

= 0. 
($1П Я — 51ПП Я ) 3 

Решая это уравнение, получаем: А(Х) = 0 или (табл. 1) лг = 3,93; Я2 = 7,07. 

Далее, согласно (8-а): Т 3 = 0; Г 3 = 1 — 3 ^ = 0 или О = ВС/А2 

Решая последнее равенство графически, получаем 

1/3. 

Я, 3,26 и I, = 4 , 6 1 . 

Частота колебаний определяется из выражения 

ш2Ру14 

;.4 = 
æ2џ 

~~~ Г .г .EI 

гдe F площадь поперечного сечения, а остальные обозначения прежние; 
объемный вес стали 7,8 т/м 3 . 
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Так как момент инерции круга 1 
ҡcҐ 

64 
Fґ 

а /и — погонная масса оалки, 

0 ) 2 = 
981 .2,1. 1 0 6 . 3 2 , 4 _ , , , , 4 „ . . ь - 2 

7,8. 10~3 . 4 . 3004 
A = 73,ЗГ cek" 

или со = 8,561 Я2 сек \ 
Число колебаний в минуту 

/ = 
30co 30.8,561 

3,14 
л2-

= 81,8Я2 (кол/мин.) 

Таким образом, наименьшее число колебаний 

f_ = 81,8. 3,262 870 кoл/мин; 

/ 2 = 81,8 . 3,932 ---- 1270 кол/мин; 

/ 3 =- 81,8 . 4,612 - 1720 кол/мин; 

/ 4 = 81,8 . 7,072 4120 кол/мин. 

П р и м е р 2. Найти минимальные собственные частоты колебаний рамы 
(рис. 5-а). 

Эквивалентная система с приведенными упругими опорами показана на 
рис. 5-6. 

Так как —К{

ь

1) = В, а —Ка

1) = —1/С, то используя общеизвестную формулу 
реактивного момента вращаюпдейся опоры М1 = —/̂ ,-ф,-, составляем три 

матрицы пролетов [/.,]. Принимая во 
у, внимание равенство ВС = /3, получаем 
Ш записывая произведение двух матриц 
/' в форме [В] 

[А] [С], 

T 

1 

3>л 

4 
r -^ 

i * 

( I ) ( I ) (l> 

K a k a K f l 

>ЩЯ7 

Pиc. 4. 

2 1 

Pиc. 5. 
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если [С] --= [В] .[А]: 

[L.] = 

M л 

sin Я — sinh Я 

A 

[l, ţ] = 

sin / — sinh / 

sin / — sinh Å 

1, - Ć : 0 
-8, 1 ІB 

' 1 , - Ć ! 0 

0 

г-
i 

-ć - 1 

[ l - . D 
A 

B, 1 

1, - C ; 0 

B, 1 

1 

ć. 
I 

1 

ć. 

sin / — sinh À ' 

-C(2 - D ) ~ 

3 - З D 
Az 

(sin Я — sinh X)2 

' - Ć ( 5 - 4 D ) " 

8 - 9D + D 2 
(sin Я — sinh / ) 3 

</>3 

На опоре 3 :. Мъ = 0. Следовательно, выражение 

м3 = 
AJ 

. (8 - 9D + D2) = 0 
(8111/I — 81ПЬ / ) 3 

при А 0 дает уравнение 8—9^ + ^ 2 ^- 0, корни которого 

^ 1 = 1; ^ 2 = 8. 

Решая его графически, получаем: 

; < 1 » :3,40; / ( 2 ) -3,65; Я(

2

n =4,45; Я2

2 ) =4,20. 

Дальнейший числовой расчет аналогичен примеру 1. 

Л И T E P А T У P А 

[1J K p ы л o в А. H., Coбpaниe тpyдoв, тoм. X, Изд. АH CCCP, 1948. 

[2l Voгcнeмзep K. и П p a г e p B., Дuнaмuкa coopyжeнuй, OHTИ, 1936. 

[Зl Ф p c з e p P., Д y н к a н B., K o л л a p А., Teopuя мampuu u ee npuлoжeнuя к òuффepeiщuaльным 

ypaв/ienuям н őuнaмuкe, ИЛ, Mocквa 1950. 
[4l P ж a i ш ц ы н А. P., Уcmoйчuвocmъ paвнoвecuя ynpyгux cucmeм, Voc. изд. тexникo-тeopeти-

чccкo литepaтypы, Mocквa 1955. 
[5l Ф и л л и п o в А. П., Koлeбaнuя ynpyгux cucineм, Изд. АH УCCP, Kиeв 1956. 
[6l К o l o u š e k ... Stavebná dynamika spojitých nosníkñ a rátnovўch soustav, Praha 1950. 
[7] К o l o u š e k V.. Statické a dynamické řešení spojitých soustav o stejných polích. Nové příspevky 

k teorii stavebních konstrukcí, Bratislava 1959. 
[8l C h r a p a n J., Príspevok k teórii ohybu tenkej tyče, Matematicko-fyzikálny časopis SАV 10 (1960), 

167-177. 

Пocтvшiлo 26. 1 I. 1960. 

201 



D Í E B E R E C H N U N G D E R S C H W I N G U N G E N E I N E S S T A B S Y S T E M S 

M I T T E L S M A T R I Z E N 

K. K. P o n o m a r j o w 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

In dieser Arbeit wird eine Mеthodе zur Bеrеchnung eines schwingеndеn Stabsystеms mittels 
Matrizеn еntwickеit, wobеi diе Mеthodc von Anfangsparamctеrn Vcrwеndung fìndеt. Diе Lösung 
dеr Glеichung frеiеr Schwingungеn еines gеradеn Stabеs sowiе dic еrstеn drеi Лblеitungen erfüllen 
die Matгizеnrclation: [Kfc]- [L]{K0), wobеi \Y\ diе Spannungszustand-Matr x im Лnfangsquer-
schnitt bzw. in еinеm k-tеn Quеrschnitt, sowiе [L] diе Spannwеitc-Matrix des Systems bеdeutet. 

Bctrachtеn wir еinеn еngеrеn Krеis von Aufgabеn, z. ß. еin Balhеnsystcm mit staгrеn Stüt/eп, 
so wird die Grundabhängigкeit noch mehr vеrеinfacht, da diе Spannwеitе-Matrix dann nur noeh 
von zwеitеr Ordnung ist. Beim Vorhandеnsеin von n Spannwеitеn, bекommеn wirden Spannuпgs-
sowie Dеformationszustand in еinеm bеliеbigеn n-tеn Quеrschnitt dеr schvvingenden S>stems aK 
Produкt von Spannwеitе-Matrizеn. 

Diе Mеthodе findеt aueh bei dеr Bеrеchпung von schwingеndеn Rahmеn bciiеbigеr gcomеtrischer 

Form Verwendung, wobei die dazugehörigen Berechnungen durch Beispiele erìäutert werden. гür 
die obеn bеtrachtеtеn Aufgabеn еignet sich diese Methode bеsondcrs gut zur Programmierung lur 

clекtronischе Rеchеnmaschinеn. 
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