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MATEMATTCKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SA.V, VTII, 4 — 1953 

O O P E R Á T O R O V E J METODĚ R I E Š E N I A 
D I F E R E N C N Ý C H ROVNIC 

JOZEF E L I Á Š , B r a t i s l a v a 

ÍTvod 

Na riešenie diferenčných rovnic boli vypracované rózne metody. Predo-
všetkým to boli klasické metody spojené s měnami L. Eulera, J . L. Lagrangea 
a iných. Po objavení Laplaceovej transformácie pribudla dalšia metoda. I keď 
bola táto metoda účinná, svojou povahou sa obmedzovala na triedu přípust
ných funkcií. Podobná situácia bola i pri riesení diferenciálnych rovnic po
rn ocou Laplaceovej transformácie. V práci [1] E, [2] vyložil j . Mikusiňski nové, 
algebrické zdóvodnenie operátorového počtu. Tým rozšířil triedu funkcií 
a rovnic, na ktoré možno použit operátorovu metodu. Cielom tejto práce je 
ukázat, že podobnú operátorovu metodu možno vybudovat aj na riešenie 
diferenčných rovnic. V § 1 — 5 je vybudovaná; algebra operátorov. V § 6 sa 
pouzívajú predchádzajúce výsledky na riešenie diferenčných rovnic. 

§ 1. Operátory 

Označme znakom K množinu všetkých kom plexných funkcií definovaných 
na množině celých nezáporných čísel. Furikciu z K budeme označovat {a(n)} . 
Znakom a(n) budeme rozumieť hodnota funkcie v čísle n. Miesto {a(n)} 
budeme často písať krátko iba a. Znak {a} bude znamenat funkciu, ktorá pre 
všetky n = 0, 1, 2, . . . nadobúda konštantnú hodnotu rovnu číslu a. V mno
žině K definujme dve operácie: sčítanie -f- a násobenie >!<. 

Dcfinícia 1.1. Nech a, b sú funkcie z K. Potom: 

a + b = {a(n)} + {b(n)} = {a(n) + b(n)}, (1) 

a >< b = {a(n)} >}< [b(n)} = {c(n)}, (2) 
prie o ni 

( V a(n — i) b(i -- 1), pre n > 0 

pre n = 0 
c(n) = j ť = 1 

' 0 
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P o z n á m k a 1. V algebře se zavádza prázdny súčet — súčet o nula sčítan-
o 

coch — ktorý sa definuje takto: V a i — 0- Aby vyjadrenie súčinu a x ; 6 
= i 

o 
bolo jednoduchšie, přiřaďme symbolu V a(—i) b(i - 1) číslo nula. 

/=! 
Na základe toho možno písat: 

a>|<6 = 2 a(n — i)b(i — 1) | . (2a) 

Vidieť, že súčet a + 6 a súčin a >j< 6 je opáť funkcia z množiny K. Ďalej 
je zřejmé, že pre takto definované sčítanie platí zákon komutatívny, asocia-
tívny a rovnica a + x = 6 má v K riešenie pre každé a, 6 z K. 

Dokážeme, že aj násobenie splňuje zákon komutatívny a asociatívny. 
Skutočne je: 

a >(< 6 = {a(™)} >fc {6(n)} = j 2 «(™ — i) 6(i - 1)1 . 

Ale 
n 

^a(n - i) b(i - 1) = a(n - 1) 6(0) + a(n - 2) 6(1) + . . . + 
i=l 

+ a(2) 6(n - 3) + a(l) b(n - 2) + a(0) 6(TI - 1) = 

= ^b(n - j)a(j - 1), 
j=i 

pre ?i > 0. Rovnost oboch súčtov platí aj pre n = 0. Preto je teda: 

a >(< & = I 2 &(™ - ?) a 0 ' — 1 ) | = 6 >)< a. 
{ n z-

7 = 1 

Ďalej 

(a >|< 6) >|< c = (6 + : a ) >)< c = < ^ &Í71 ~ *) a ( ^ ~~ *)( ^ M 7 1 )} — 

Í
n n - j "j 

^ 2 6 ( n - » - / ) a ( » - l ) c ( / - 1) = 
7 = 1 i = l 1 

-\2 2d(i,i)\, Kj=l i = i 

pricom 

*-.я = { ; 
a(г — 1) Ъ(u —- i — 7) c(j — 1), pre ѓ + j < n 

pre г -{- ] > n 
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Potom 
í n n—j \ i n n l i n n 1 

2 2 ^ m ==2 2 «*«. i)\ = 2 2 *«. m = 

= í 2 2 <*(»'' 4 = 1 2 ( 2 6 ( % -ť - ?')c0' - l ) ) ° ( ť - " I = 
Vť-=i / = i J l i = i V=i ' ' == I 2 h^n ~ ^ c ( ? ~~~ 1 ) | * í a ( w W === (Ď * c) >K « = a + : (b >f< c), 

v=i J 
teda 

(a + ; b) >f< c = a >{< (b >[< c). 

Nakoniec dokážeme platnost distributívneho zákona. 

(a + b) 4<c = [{o(n)} 4- {&(n»] >K (c(«)} = 

= | 2 [a(n - i) + b(n - i)\ c(i -1)| = 

í n n \ 

= l^a(n - i) c(i - 1) + ^ B(« - *) c(i - 1)[ = 

= {a(?i)} >j< {c(n)> + {b(n)} >{< {c(^)} = a >fc c + 6 >f< c. 

Z dokázaných vzťahov a axiomatiky teorie okruhov vyplývá 
Veta 1.1. Množina K vzhladom na opcrácie (1), (2) tvoří komutatívny kruh. 
Nulovým elementom okruhu K je zrejme funkcia {0}. 
Veta 1.2. Ak {a(n)} >{< {b(n)} = {0}, potom bud {a(n)} = {0}, alebo 

{b(n)} = {()}, alebo oboje. 
D ó k a z . Uvažujme funkcie, pre ktoré platí: {a(n)} >,< {b(n)} = {0} pre Tu

ho volné prirodzené číslo. Předpokládá jme nepři amo, že existuj ú aspoň dve 
prirodzené čísla m 0, l0, také, že a(m0) + 0; b(l0) + 0, ale {a(n)} >{<: {b(n)} — 0* 
Nech M je množina tých celých nezáporných čísel, pre ktoré a(n) + 0 a N 
množina tých celých nezáporných čísel, pře ktoré b(n) 4 : 0- Podlá předpokladu 
sú množiny M, N neprázdné. Označme m = inf M € M a l = inf N € N. Pre 
každé H = 0, 1. . . ., pre ktoré platí n < m, je a(n) = 0, podobné pre každé n < l 
je b(H) = 0. Počítajme hodnotu funkcie {c(n)} = {a(n)} >|< {b(n)} v bode 
n = l + m + 1. Máme: 

Z4-W4-1 / 

c(l + m + 1) = 2 «(? + m + 1 — i) = ^ a ( Z + m + X — *) ^ — l) + 
i= 1 6 = 1 

/4-w.-f 1 

+ a(m) 6(Z) + 2 a ( Z + m + 1 — i) 6(i — 1) = : ^(m) 6(0 4= 0. 
i-=l + 2 

To je spor. 
Veta 1.2. hovoří, že okruh K nemá delitelov nuly. Komutatívny okruh bez 

delitelov nuly sa nazývá obor integrity. Z vety 1.1 a vety 1.2 vyplývá teda 
tento dósledek. 
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D ó s l e d o k . Množina K vzhladom na operácie (1), (2) tvoří obor integrity. 
Podlá známej vety (pozři [3]) každý obor integrity možno vnořit do tělesa. 

t. j . ku každému oboru integrity I existuje také těleso T, ktoré obsahuje 
podmnožinu izomorfnú s I. Najmenšie takéto těleso (t. j . prienik všetkých 
takýchto telies) sa nazývá podielovým telesom oboru integrity I. 

Deíinícia 1.2. Podielové těleso oboru integrity K budeme nazývat telesom ope 
rátorov a budeme ho značit T(K). Prvky tělesa T(K) nazveme operátor mi. 

Elementmi T(K) sú dvojice, ktoré budeme písať v tvare zlomku — , (kde 

a, b sú funkcie), b 4= {0}. Rovnost, scítanie. násobenie a delenie operátorov 
definujeme takto: 

a c 
~Ъ= d 

•<=> a >j< d = b >;< c; Ъ ф {0}. d Ф {0}. 

a c 

Ь®d 
a >|< d ф b >< c 

6 ф {0}, d Ф {(>}. 
a c 

Ь®d b >|< d 
6 ф {0}, d Ф {(>}. 

a c 
6 ° d 

a >;< c 
6 ф {0}. d ф {0}. 

a c 
6 ° d 6>M ' 

6 ф {0}. d ф {0}. 

J e zřejmé, že nulovým prvkom tělesa T(K) (t. j . nulovým operátorom) je 

operátor — (pre lubovolné b =\= {0}). Ďalej jednotkovým elementom tělesa 

{a(n)} 
T(K) ( t . j . jednotkovým operátorom) je operátor --—•—. , pre rubovolné {a(n)} 4= 

4= {0}. 
P o z n á m k a la . Keďže T(K) je těleso, je v T(K) definované aj odčítanie 

a delenie. Eahko možno verifikovat, že například: 

bed= T*ď > b + {0h d + { 0 }-

f © _ - ^ . »*('». . + (0). <+(P,. 
CJ >4<' k o "̂ '<r k 

Z definície rovnosti vyplývá, že — — = —^JT— ' P r e každé k 4= k\ kde 
rC rC 

k 4= {0}. Speciálně je tento operátor rovný operátoru — - - - — . 

a >k {1} 
S operátormi typu 7Tr s a P°cíta podlá týchto pravidiel: 

a >j< {1} 
{1} 

b >j< {1} a >!< {1} 
W {1} 

>(< {!} + 6 >ř 

{].} >!< {1} 
< {1} >:< _{!}.. = 

(o ф 6] {1} >|< {1} (a ф 6) >!< {1} 
{1} >k {1} {1} 

J 

a ф : { l } 6>{< {1} __ «>í<6>j< {1} >қ {1} a >j< b >K {1} 
{1} {1} {1} >í< {1} {1} 
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Posledně vzorce možno čítat takto: 

„ • a>!< {-} ~ fo'K {1} c>|< {1} 
Aka + b = c, je — i j - i - i 0 — 1 ^ — = - ( n a n a ° P a k - (3) 

. «>(< W 6 * í 1 } C>K í 1 } 
Ak«>j<b = c, 3 e — J n ° — U \ = — m a naopak. (4) 

Teda množina N operátorov typu — 4TT—-- je izomorfná s množinou K. 

Stotožnime preto operátory tvaru —----— s funkciami {a(n)}. T. j . každú 

funkciu {a(n)} budeme v ďalšom považovat za operátor tvaru ~~ , 

{a(n^\ >k (k(n)\ 
alebo, co je to isté, aj za operátor 7j9~T] > {^(n)) + W • 

{fc(n): 
P o z n á m k a 2. Pretože právě urobenou dohodou sme množinu všetkých 

funkcií vnořili do množiny operátorov, nebudeme (vzhladom na vztahy (3), 
(4)) robit ďalej rozdiel medzi operáciami -f- a 0 , >< a o a budeme námiesto >j< 
písat o . Pretože už nemóže vzniknut nedorozumenie, budeme krúžok vy
nechávat a namiesto a G b písat ab. 

P o z n á m k a 3. Ukážeme ešte, že množina T(K) je širšia ako množina všetkých 
{a(n)\ 

funkcií, t. j . operátorov tvaru —Try—- • Pre to staěí dokázat napr., že operátor 

1 sa nedá písat v tvare - j ^ ~ ~ • Teda, že v zmysle právě zavedenej novej 

rovnosti medzi operátormi a funkciami operátor .—- nie je funkciou. Keby 

existovala funkcia {a(n)} taká, že —---- —-- = , platilo by podlá defi-
H} {1} 

nície rovnosti: 
{a(n)} . {!}{!} = {!}{!}, t, j . {1} [ [a(n)} {1} - {1}]=-- {0}, 

teda {a(n)} {1} = {1}. To nie je možné lebo v bode n = 0 má Tavá strana 
hodnotu rovnu nule, kdežto pravá strana má hodnotu rovnu jednej. 

§ 2. Číselné operátory 

Vyšetříme teraz operátory tvaru —-^-~, kde {oc} je konštantná funkcia 

rovná oc (aj pre n = 0). Budeme ich zatial označovat znakom [oc] = ^ . 

Pre tieto operátory platí a následuj úce rovnosti: 

w + m = {1} + {1}- = — r i } — = -{T}— = [* + /n-
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r_i r_n - w {P} {*P} r «i 
W - L ^ - j ^ - { i y = - 7 r r = [ ^ ] . 

Ďalej pre {0} 4= {0} 
{*} {1} {«} 

M • r/n = M • <£>•-_ M__) _ _U}_1_ _ í|}_ _ W L«j • LPI { 1 } • { 1 } - {f}} { 1 } - i M ) - -7j8} - [ / 3 ] , 

{ l} 2 {1} 

Pre operátor [0] = ~- a 1'ubovolný operátor [«] = - ~ platí: 

roi 4_ M í°> , ^> {*> r T [0] + M = {I} + { í } = W = W -

mi |_] -= {°+ • M _ i_>. - W - i oi LOJ • L«J { 1 } { 1 } - { 1 } 2 - { 1 } - [Oj. 

{1} , fx\ 
Pre operátor [1] = -*:--' a lubovolný operátor [oc] = ™ platí: 

r ! m-{ 1 } {x} { « } { 1 } t«> r i W . [ i ] - - - { r } - { 1 } = T l } - = { 1 } = M . 

Ďalej platí: 

[^«-]=K-]= [ 1 ]-
Teda s operátormi typu [a] počítáme ako s komplexnými ěíslami \. Přitom, 

ako sme ukázali, operátory [1] a [0] sa ehovajú ako čísla 0 a 1. Je zřejmé, že 
zobrazenie v -> [a] je izomorfizmus. Preto móžeme vyslovit vetu. 

fx\ 

Vela 2. ! . Množina M všetkých operátorov typu ' , tvoří podteleso tělesa 
x'} 

všetkých operátorov. Táto množina M je izomorfná s telesotn komplexných čísel. 

Móžeme preto stotožnit operátory typu ' s komplexnými ěíslami \. 
l l} 

t x > 

t . j . každé komplexně číslo v móžeme považovat za operátor tvaru | ' . 
i ' i 

To budeme v ďalšom robiť. 

P o z n á m k a 1. V tělese T(K) sme zatial našli dve význačné podmnožiny. 

Po ]>rvé, množinu N operátorov typu V- -~J-. ktorá je izomorfná s oborom 
( \ l 

integrity K. Po druhé, množinu M, všetkých operátorov tvaru l j . ktorá 
iV 

je izomorfná s telesom komplexných čísel. Množiny M a N sú rózne. lebo 

vieme, že operátor -~ € M neleží v N. 
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Zrejme je -},!-= / Í T • Tento operátor patří do N n M. Ukažme, že 

{%} 
prenik M n N neobsahuje žiadny další element. Predpokladajme, že = 

= { b ^ l l l l ^ t . j . {x}{l} = {b(n)} . {I}2. Z toho máme {x} = {&(rc)}{l}. 

Z tejto rovnosti vyplývá, že funkcia {b(n)} {1} je konštantná. V bode w = 0 
nadobúda hodnotu 0. Ak majú byť obidva operátory rovnaké, musí byť 
x identicky rovné nule. Potom je však aj {b(n)} = {0}. Teda funkcia {0} je 
jedinou funkeiou, ktorá sa rovná číselnému operátoru [0]. Pretože sme čísla 
vnořili do tělesa operátorov, je už definované sčítanie, násobenie čísel a ope-
rátorov (obzvlášť aj násobenie čísel a fnnkcii). Bez obavy z nedorozumenia 
budeme v ďalšom miesto číselného operátora [x] hovořit o čísle x a vynechávat 
hranatú zátvorku. Přitom třeba dávať pozor, lebo x a [ne] je niečo celkom iné. 

Je osožné všimnu ť si přitom niektoré speciálně případy, ktoré budeme 
v ďalšom bežne používat. 

a) Ak x je číslo a {a(7i)} funkcia, máme: 

x{a(n)} = [x]{a(n)} = j ^ j {a(n)} = 

l,ť? У Mi - 1) 
{1} {*ф)} 

{ i } - { i } •= <«»<»»• 

b) Ak za {a(n)} kladieme konštantnú funkciu {jí}, je x{fi} = {xf}}. 

c) Ak za {a(n)} kladieme konstantní! funkciu {1}, je x{l} = {x}. 
Slovami: každá konštantná funkcia {x} sa dá písať ako súčin čísla x a ope-

/ M {1} M \ 
rátoru {IV (To je vlastně zřejmé aj z toho, le j^x—= m { 1 ^ * ) 

d) Ak --- je lubovolný operátor, b + {0}, je 

a a ^ {1} a a 
b "" ' l'b~ {1} b ~~b ' 

n
 a _ roi a- = { 0 } a = 0 } - = { 0 } ' {b} = ° -= o 

b ' ' 6 {1} • b {l}b • {1} . {6} {1} ' ' 

°L L. = °L i í°> =
 aW_J-JVU> =

 a{~} = ±_ 
b ~V b ^ {1} ' ~" "6(1} " ~ b{\} b ' 

P o z n á m k a 1. Poznamenajme, že na roždíel od vlastnosti uvedenej sub a) 
súčet čísla x a funkcie {a(n)} sa nedá písa^ v tvare {% + a(n)}. Operátor 

lx + ^a(i - 1) 
x -f \a(n)} sa dá písať iba ako j ^ + í[UpllA = [ ^ '. . 
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. Operátor sumácie 

Pretože operátor {1} sa velmi často vyskytuje, označme ho znakom l, t. j . 
položme l = {1}. Nech {a(n)} je funkcia z K. Potom podlá definície súčinu 

platí: l{a(n)} = \ y a(i — l)\. Násobenie funkcie {a(n)} s operátorom / je 

teda súčet hodnot funkcie {a(n)} v bodoch 0, V . . ., n — 1. 
Definícia 3.1. Operátor l budeme volat' operátorom sumácie. 
Eahko možno vypočítat kladné celočíselné mocniny operátora l. 
Veta 3.1. Pre lubovolné prirodzené cisto k ^ 2 a operátor l platí: 

ik = {CT1}1 

D ó k a z . Urobíme ho metodou upínej indukcie. Pre k = 2 je l2 = l . I = 

= { l } { l } = ^ y l ! = {£*}. Teda naše tvrdenie je správné pre k = 2. Predpo-

kladajme, že naše tvrdenie platí pre k = l, 2, . . ., m. Potom 

í n \ 
pn+l = l m pí _ | l | l ^m-1} = ) ^ C?lsA --= {O™'1 + C?-1 + . . . + 

+ c;;=i + c r 1 + . •. + ^;;^ + o^} = {c^\. 
Tým je dókaz urobený. 

§ 4. Operátor tvorby diferencií 

V operátorovom počte má hlavnú úlohu operátor inverzný k operátoru 
sčitovania. 

Definícia 4.1. Operátor nazveme operátorom tvorby diferencií a označíme ho 

znakom s. 
Z definície vyplývá, že Is = si = 1 (kde 1 je číselný operátor). Poznamenajme: 

Zatial čo operátor l je funkcia, t. j . padne do zavedenej množiny N, operátor s 
nie je funkcia, t . j . nepadne do množiny N. Z definície operátora s vyplývá. 

že — patří do N. Neskór ukážeme, že i operátory --, a podobné 
s r ť J s + l (s + l) 2 r 

sú funkciami, t. j . patria do N. 
V ďalšom budeme potřebovat pojem diferencie funkcie. Nech {a(n)} je 

funkcia, prvou diferenciou (alebo diferenciou prvého rádu) funkcie {a(n)} bu
deme volat funkciu {Aa(n)} , ktorá je definovaná takto: 

{Aa(n)} = {a(n + 1)} — {a(n)}. 

__ J± 
qi{p- f y ) ! ' 

1 Kombinačné číslu budeme označovat znakom Cp , pričom platí: Cp 

pre 0 ^ g s p, kde p a q su prirodzené čísla. Přitom definujeme 0! = 1 a ])i'e P 
CQ = v 
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Diferenciu prvých diferenci! označíme {A?a(n)} a nazveme druhou diferenciou 
funkcie {a(n)} a budeme ju definovat takto: 

{A-a(n)} = {/.a(n+ 1)} -- {Aa(n)\. 

Všeobecné diferenciu k-teho rádu funkcie {a(n)} budeme označovat {Aka(n)} 
a definovat takto: 

{Aka(n)} = {Ak-Ja(n+ 1)} -- {Ak-Ja(n)}. 

Funkcie {Aa(n)}, {A?a(n)}, . . . , {Aka(n)} sú funkcie z K. 
Veta 4.1. Nech {a(n)} je funkcia, potom pre n ^ 0 platí: 

s{a(n)} = {Aa(n)} + a(0). 

D ó k a z . Funkciu {a(n)}, pre n > 0 možno napísať takto: 

{a(n)} = {a(0)} + {a(l)} - {a(0)} + ... + \a(n - 2)} -

- {a(n - 1)} + {a(n)} - {a(n - 1)} = {a(0)} + {Aa(0)} + 

+ {Aa(\)} + ... + {Aa(n - 1)} = {a(0)} + j £ Aa(i ~ 1)J • 

Čiže {a(n)} = la(0) + l{Aa(n)}. Vynásobme obe strany operátorom s, dosta
neme s{a(n)} = {Aa(n)} + a(0), čo sme mali dokázat. 

Ak vo vete 4.1 je a(0) = 0, dostaneme s{a(n)} = {Aa(n)}. V tomto případe 
násobenie funkcie s operátorom 6' dává diferenciu funkcie. Preto sme nazvali 
operátor s operátorom tvorby diferencií. 

Veta 4.2. Nech {Al'a(n)} je k-ta difereneia funkcie {a(n)} a Ala(0), pre i = 1, 
2, . . ., k sú hodnoty i-tych diferencií funkcie {a(n)} v bode n = 0. Potom platí: 

sk{a(n)} = {Aka(n)} + \k~'a(0) + sAk~2a(0) + . . . + sk~*a(0). (5) 

D ó k a z . Pre k = 1 vzorec platí (veta 4.1). Predpokladajme, že platí pre 
k = l — 1, dokážeme, že platí pre k = l. Poči tajme: 

s!{a(n)} = s . sl-1{a(?i)} = s[{Alla(n)\ + ,\l~-a(0) + . . . + sl~2a(0)\ = 

= s{Al~*a(n)} + sAl'-a(0) + . . . + sl~2Aa(0) + $'-^(0) = 

= {AAl~Ja(n)} + A^a(0) + sAl-'a(0) + ... + sl^a(0) = 

= {Afa(n)} + Al-*a(0) + sAl~2a(0) + . . . + sl^a(0). 

Pre použitie vztahu (5) na riešenie diferenčných rovnic je vhodné písat (5) 
v tvare: 

{Aka(n)} = sk{a(n)} - sk~'a(0) — . . . . - ZV-^O). (6) 

Vztah (6) nám ukazuje, ako sa počítajú diferencie pomocou operátora s. 
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§ 5. Racionálně funkeie operátora s 

Definícia 5.1. Operátor ocks
k + oc^^"1 + . . . + (%xs + <x{), kde <x0, x2, . . . xk_i 

sú lubovolné čísla a ock =\= 0 budeme volať polynómom k-teho stupňa operátora s. 
Vzhladom na platnost asociatívneho, komutatívneho a distributívneho 

zákona sčítanie a násobenie takýchto polynómov v s robíme právě tak, ako 
příslušné operácie s polynómami v algebře. Například: s4 — 1 = (s — l)(s* + 
+ s2 + s + 1) atď. Speciálně platí táto veta: 

Veta 5.1. Dva polynomy operátora s sú rovné vtedy a len vtedy, ak koeficienty 
pri rovnakých mocninách sú rovnaké. T. j . : 

ocks
k + x^n*-1 + . . . + «0 = ,V- + / W 1 + ... +^s + ^ (7) 

platí vtedy a len vtedy, ak: 

<*k = Pk\ Kk-i = /Vi> • •> <*o = /V (8) 

D o k a z. Nech platí (7). Vynásobením (7) s lk+1 dostáváme: 

ocj + «*-_ía + . . . + oc0l
k+1 = fa + Pk-J* + . . • + p0l

k+\ 

** + *b-i{Cn} + • • • + *o{Cn} = h + Pt-ACŮ + • • • + PoiC*} • 

Z tejto rovnosti vyplývajú vzhladom na známu vetu z algebry vztahy (S). 
Obrátený výrok je triviálny. 

Definícia 5.2. Operátor - £ ^ ^ - ^ kde v(), XÍ9 . . . , v.; 
Pw5'" + Pm-is >J "1 • • • + ro 

)30, j8_, . . . , / ? _ <m lubovolné čísla a ($msm + . . . + /?0 + 0 budeme volať racio-
nálnou funkciou operátora s. 

Dokážeme si ešte následujúcu vetu. 
Veta 5.2. _lfc 

<**** -f_____ _ +^o_ __ v _ ; ' _ + _ • • • + >;<> ř í M 

A**'" + ••• + ~Po ~ <V>' + ••• + '*o ' 

potom pre každé číslo f (reálné alebo komplexně), pri ktorom 

PJm + . . . + /50 + 0, ar_' + • • • + \ + 0. (10) 
platí rovnosť: 

'___+_•_• • +_*o __ /,£'_+_ • • • + 7o 
&>"+ '...' + &; ^ + ::r+O0"' 

(П) 

Do k a z . Z rovnosti (9) vyplývá: 

(xkS* + • • • + «0) • (<*,*' + • • • + d0) = (ypS» + . . . + y{)) . ( ^ + . . . + ft,). 

Ak roznásobíme, dostaneme na lávej a právej straně polynomy operátora s. 
Podlá predchádzajúcej vety majú pri rovnakých mocninách operátora s rov
naké koeficienty. Z toho vyplývá rovnost: 

(*„í* + . . . + *o) • (<*,£' + • • • + \) = {yP^ + • . • + 7o) • (PJm + • • . + j80). 
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Vzhladom na (10) móžeme obe strany vydělit výrazom (ór^
r + . . . + Í50). 

(P„Čm + ^m-^m~l + . . . + /30) + 0 a máme rovnost (11), ktorú sme mali 
dokázat. 

rr v -, / • M , , , CíkS
k + . . . + OCyS + (X0 1 , -. 

Kazdy racionálny vyraz operátoru s -— ——-— , k < m, kde 
Py»*M "I- • • • + Pl 5 + Po 

r<K + 0, ÍX^-X, . . ., ťx0; /3WJ + 0, /3W_!, . . . , px, /50 sú reálné čísla, dá sa rozlo
žit na čiastočné zlomky nasledujúcich typov: 

1 1 s 
(S - x)V ' [(S - ^ ) 2 + p*f ' [(5 - tt)2 + /32]^ ' 

kde <x + 0, /? + 0 sú reálné čísla a ^ prirodzené číslo. 
Naším najbližším cielom je ukázat, ktoré funkcie sú v zmysle našich definícií 

totožné s právě napísanými operátormi. 
Prvý zásadný výsledok bude, že tieto operátoryr sú vóbec funkcie, t . j . padnu 

do množiny N. Pre praktické aplikácie (pri riešení diferenčných rovnic) je 
dóležitó tieto funkcie nájst. 

Vela 5.3. Nech a je komplexně číslo rózne od — \ a k lubovoTné prirodzené číslo. 
Potom, platí: 

Cs4^={Ci-\a + iy^}. 

D ó k a z . Urobíme ho metodou úplnej indukcie. Dokážeme najprv, že veta 
platí pře k = 1. 

Počítajme: 

(s - a){(a + 1)"} = s{(a + 1)'*} - \a(a + 1)+ = 1 + {(a + 1)"+*} -

- {O + 1)»} - [a(a + 1)+ = l + {(a + 1)» á) - {a(a + 1)*} = 1. 

Z toho vyplývá = {(a + 1)"}. Teda veta platí pre k = 1. Predpo-
s — a 

kladajme, že veta platí pre prirodzené číslo k = r, t. j . je splněný vztah: 

1 {C'~\a+ 1 ) " — } . 
(s - a)' 

Potom máme: 

\s--\ř-(s-hni--~ay= { ( ^" " " H 0 - " ^ 1)-ř"> 
í" 

= > (a + l)'-'. o}-lZÌ(a+ l)ŕ-j = j ( « + l ) ' - r | o й j : 

= {(a + i)-[o + .. . + c-\ + cr1 + • • • + (rn-\)\} = {(o + i)"-ro;}-

Teda veta platí pre k = r + 1. Indukciou "vyplývá, že veta platí pre každé 
prirodzené číslo k. 
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Doplnkom predošlej vety je 
Veta 5.4. Pre každé prirodzené číslo platí: 

1 
(s + 1)* 

kde {Ik-^n)} je funkcia definovaná takto: 

{L-iИЬ 

/ (n\ _ í °> pre ÍI + fc - 1 
* - l W ~ \ l , p r e » = ifc- 1. 

D ó k a z . Urobíme ho metodou úplnej indukcie. Dokažme najprv, že platí 
/\ n — 0 

pre k = 1. Poěítajme (5 + l){/0(n)}, kde /0(/i) = / ' 
\ 0 , n + 0. 

Máme: (« + l){/0(w)} = s{I0(n)} + {I0(n)} = 70(0) + {/0(?i + 1) - I0(n)} + 
+ I0(n)} = J0(0) + {I0(n + 1)} = 1 + {0} = 1. Teda pre k — 1 naša veta je 

správná. Predpokladajme, že platí pre prirodzené číslo k = r: = 

= {I^-^n)}. Dokážeme, že za tohto předpokladu platí aj pre prirodzené číslo 
r + 1. Skutočne: 

1 l L {/,-!(»)} {/»(»)} = 
(s + i r 1 (*+i) r ( « + n 

= {J; /,-!<« - t ) / f f l ( ť - l ) } = {/,(»)}, 

pričom Jr(n) = / ' . Tým je veta dokázaná. 
\ l , pre n = r 

V ďalšom budeme potřebovat vyjadrenie tejto racionálnej funkcie operá
tora s: 

kde a, j8 =)= 0 sú reálná čísla. 

Pomocná veta 1. Pre rozklad na parciálně zlomky racionálnej lomenej funkcie 
Kv(x, p, s) platí: 

*,<*, P, s) = - j — ^ - — = J [ - ^ + ^ - t ] , , = 1,2...., 
* = 1 

i _ y f c 

pricom Ak = C^ij.^ r^--v_k, 1 ^ k < r , ^4A je komplexně zdruzené k Ak, 

a = oc + i/3, a = oc — i/3. 
D ó k a z . Na základe známých vzťahov dostaneme pre v = k 

A I (a; - a) y ] _ } . 1 1__ _ 1 
* ~~ ™ [(x^1 a)v (x - a)v\ ~~ ™ v^ 1 - a)1' "" " ( o - - »)* ~ (2/5 *)v " 
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Podobné pre k < v 

( . i .. (.'-* 
Ak = 17. 7 ,TT l l m 

(X 

x — a)" 1 
~a),7(;z —~a)v\ ' (v~k)\x=adx*~k\ 

Po úpravě dostaneme: 
4 . __ /7,.-i. 

m2v~k' (12) 

i - * 
J __ flv-l 

^k v»v-k-] (лo\2v-k ' 

Vzťah (12) bol odvodený pre k < v, ale ako vidieť, platí aj pre k = v. {> 
s prvou časťou dókazu. Tým je pomocná veta, dokázaná. n a J 

Veta 5.5. Nech Kv((x, /?, 5) = — -1 Q21-, v = 1, 2, . . ., kde (X 

1 
[(8-,^ + p y --->-> •••' — «. 0-4=0 

ró reálné čísla. Potom platí: 

Kr(x, P, «) = J2 2 cir1 Re [A, . (a + l)-*+i] 

D ó k a z . Z pomocnéj vety 1 a z vety 5.3 V3rplýva: 

KM, p9 8) = y | " 7 — ^ + 7 - ^ * 1 = 
ZJ [ (̂  — a)k (s — a)* I 

z-=i 

- { Í C*r\Ak . (a + l)'->+- + Ak(a+iy-t+*]}. 

Přitom sme použili ešte okolnost, že a = oc + i/? + — 1. Pretože Ak(á + 1 )>.-,+_ __ 
= Ak(a + Í)"-'-+J a z + z = 2 Re [2] dostaneme ďalej: 

#,(*, /?. *) = { I C-J-1 2 Re [Ak(a + iy-*+»]J . 

Pre praktické účely je výhodné určiť reálnu casť súčinu Ak.(a-\- m - i + i 

Re [_4_ . (a + 1)-^] = Re|o_;_,-i ( _ ^ _ i " * ( ^ T W T F ) ' ^ 1 . 

[(» - fc + 1) arg (a + 1)] + i sin [(*, - „ + 1) arg (a + 1)]1 . 

Re[_4_(a+ l ) - - + i | = 

. cos 

Z toho vyplývá 

( - 1 ) 2 ^ p 1 , . I a + 11 n - " + 1 cos [(w - k + 1) arg (a + 1)], pre k párne 

( - 1 ) 2
 {^f^h \ a + l \ n"k+1 s i n í(u — * + 1) a r g (« + 1)L P r e * nepárne, 

kde | a + 1 j = }(1 + <*)* + /32 . 
Speciálně případy, ktoré sa vyskytujú pri praktickom počítaní. 
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1. Ak oc + 1 > O, p > O, pre v = 1, 2, 3, 4 dostaneme: 

Kx(oc, p, s) = j — | a + l i " sin n<pl . 

K2(oc, p, s) = | ~ | a + 1 | » sin n<p — — n | a + 1 | "- 1 cos (n — 1) <?} 

{ 3 ° 

^ j a + 1 | n sin n p - — n | a + 1 | ^ cos (n - 1) ^ -
-^jsn(n-l)\a+l\ »~* sin (n - 2) <Tj . 

{ 5 5 

~ - | a + 1 | n sin ?ioj> — — - n | a + 1 | "- 1 cos (n — 1) <p • 
— -7n-5n(n — 1) | a + 1 | "~2 sin (n — 2) cp + 

+ JHjin(n — l)(n - 2 | a + 1 | «-3 cos (n - 3) 99} , 

kde I a + 1 I = /(<* + 1)2~+ £2 a oj = arg (a + 1). 

2. Ak oc = 0 a /5 > 0, potom a + 1 = 1 + /ji. Označme 1 + /3i = c. Pre 
v = 1, 2, 3, 4 sú vzorce ako v 1, len miesto | a + 1 j píšeme j c \ a miesto cp 
budeme písať ip, pričom ip = arg c. 

3. Ak oc = — 1 a t? > 0, potom a + 1 = /?i, | a + 1 | = p, a arg (a + 1) = " ; 

pre v = 1, 2, 3, 4 dostáváme: 

Kxí-V/M) = { ^ i - 1 s i n ^ ^ l . 

^ 2 ( - l , j», *) - { ! ^ 3 ( 1 - n) sin n-*} • 

K3(-l, p, s) = { y j8»-5(n* - 4^ + 3) sin n-* } . 

P o z n á m k a 1. Keď chceme nahradit súčty a rozdiely argumentov násob -
kami argumentov sínusu a kosínusu, móžeme použit známe vzorce z trigono
metrie pre viacnásobné uhly. Uvedieme vzorce aspoň pre případ, keď x = 0. 

Položme cos (arctg 6) = — = = .^ a sin (arctg /?) = /M, potom dostaneme: 
v |/i _|_ ^2 

t 

sin [(& - 1) arctg /?] = A * - ^ c W " ^ ) ' = ^ I V i W , 
?'-o 
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fc 2 k 3 
pričom l = — - — , pre k párne; l = — — - , pre k nepárne. 

cos [(k - 1) arctg fl = A*-ijr (.-i)/ C^p* = ^Qk^(Ph 
; = 0 

kde l = — - — pre k párne; Z = ——— pre k nepárne. 

Vyšetříme teraz tuto racionálnu funkciu: 

s 
QЛ«, ß,«) = [(s-ôtf + ß] 

=-, v = 1, 2, . . . , kde *, j 8 ф 0 

sú reálné čísla. Za tým účelom uveďme následujúcu pomocnú vetu. 
Pomocná veta 2. Pre rozklad na parciálně zlomky racionálně) lomené) funkcie 

QV((K, p, s) platí: 

«*•'••>-S[^+r^]- - 1,2, . . . . 

kde 

kde 

i " 
Mk = (?57І*-i-ï iñ=i(* + «), pre l<k<v, 

k - 1 
7 —j8, pre l <k <v\ v = 2, 3, . . . 

v — k — 1 

/?, ^re k = v; v = 1, 2, 3, . . . 

O M7, je zdruzené komplexně číslo k Mk9 a = oc + i/5, a = a. — ip. 
Do k a z . Na základe známých vztahov dostaneme pre v = k: 

Mk = lim ix — ay x = lim 
(x - a)v(x — G)"J x==a (x — a) v 

a <% + /5Í 
(a - á)v (2pi)v ' 

Podobné pre k < v 
1 #>-* r 

Mk = yr-r l im -= -
^ ( v - fc)! * = «, áa,'-* |_ 

Po úpravě dostaneme 

(x — a) v ж 1 
(ж -~õУ(cc — ~~~J ' 

l~-k Г / £ 1 \ 1 

Jř* = C£-i*-i щy-_-k [* + 27-^-zп /ЗiJ • 

Ako vidiet, (13) a (14) možno spojit v jediný vzťah 

Mk = ťЛгVi ӯßӯ=i [* + ái]> pre 1 < fc < »; v = 1, 2, 

(13) 

(14) 
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pncom 
f (k - 1) 

Ò = 
—-—-ү——-ß, pre 1 < k < v, v = 2, 3, . . 
2v — k — 1 

ß, pre k = î!, v = 1, 2, 3, . 

Označme br>, = oc + ^i. Potom móžeme vyslovit tuto vetu 

Veta 5.6. Nech Qv(x, / 

reálné čísla, potom platí: 

Veta 5.6. Nech QV(M, p, s) = \,~rrorrv, v = 1, 2, . . . a *. p =£ 0 sú 
l{s (\y -f- p-j 

Qv(x, p, s) = J2 2 ^ír1 Re [JfA.(a + l)»-*+'j . 

D o k a z. Z pomocné j vety 2. a vety 5.3 vyplývá: 

«,<*, /»,.) = ^ [ ^ y , + - (-^a ) ¥] = { J oí-[ift(« + i) ł-.í-H 

+ Mk(a + 1 )»-*"]} = |2 £ CJ-1 Re [M, . (a + 1 )»-*+-]} . 

Tým je veta dokázaná. 
Pocítajme ešte, čomu sa rovná: 

Re [Mk(a + 1)-*+'] = R e | O ^ , _ , . ̂ L=-b. i~* . bVtk(a + l)»-*+'J = 

= Re j ^ i * - , j 2 ^ = í ! 6i-.* ! • ! a + ] I M " m i""' • 

. [[cos arg br>, + i sin arg br,] . [cos [(n — k + 1) arg (a + 1)] + 

+ i sin [(w - k + 1) arg (a + 1)]]] . 

Z toho vyplývá 
Re [Mk(a + l)»-*+1] = 

( _ 1 ) Y (W^ I K>k \'\a+l\ n ~ ' + l c o s l>rg &...* +(n~k+ 1) arg (a + 1)]. 
pre k párne 

( - 1 ) ^ ( i p í l 6 i s * l - l a + l | ^ + 1 s i n [ a r g b r ) , + ( n - k + l ) a r g ( a + 1)], 
pre k nepárne 

Kde I bJ( , I = \(%2 + O+ Uveďme si niektoré speciálně případy, ktoré budeme 
v ďalšom potřebovat. 

1. Ak oc > 0, fi > 0, pre v = 1, 2, 3, 4 máme: 

<?iK & «) = |-F^i.i?w s i n O n + n<p)\, 
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{ o'1"1 I 1 

V VыЄ J SІП (%.i + n<P) - "&.- cos [Ъii + (» - 1) ?)]]} 
^ ^ • « ) = { 2 з ^ , t - 2 [ / J í ? Ы > 2 

nţте __ _ 

<&(*./*- *) 

г sin (yзд + n(f) — -g ť?з,2Í? cos Oз,2 + ( w — П <?>] 

ŕ>3,3 S І П [%,: + (« — 2 ) <ř] } . 

4, е?381П (^4.1 + Пф) — д7 е?4,2.?2СОЗ |>4,2 + (™ ~ * ) Ч>\ ' 

3 П{П ~ l) Є4,яí? sin [y4l3 + (« ••- - ) Ç'] + 

+ (и - 1) n(n - 2) e4,4 sin [гpІA -г (w — 3) ę] \ 
S 

K ( ' ( > í',.,v í c a b s o l u t n a l iodnota, y;,,,.t a r g u m e n t k o m p l e x n é h o čísla 

( & - 1)/S 

> > , . . * = 
^ + V/ —-,—'----r , pre 1 < /.' Iv — /c — 1 x 

x + i/i, pre v = k% 

v, г 2. 3, 

v =-= 1, 2, . . . 

a o abso lutna h o d n o t a , <p a r g u m e n t komplexnél io čísla a + V p r ičom 

a = x + /Si. 

2. Ak \ — 1 a /] > 0, p o t o m a + 1 = /Si a | a + 1 | = ft a arg (a + 1) = 

. Dalej biyl. = O,.,,/;, k t o r é je definované t a k t o : 

í 1 + i . -( " ^ - - - r / ř , pre 1 < Ic < v, v = 2, 3, . . . 
t^ ; -r_- ' 2r — k — 1 

| - 1 + i/9, pre r = k, v = 1, 2, 3, . . . 

Označme a b s o l u t n u h o d n o t u ( 7 ^ z n a k o m A.,i/; a a r g u m e n t (7(),7, znakomy v,.,.. 
Potom pre v —- V 2, 3, 4 d o s t á v á m e vzorce a k o v 1, len miesto Qitjk, Q, xpv k 

a miesto <p k ladieme po porad í Av.k, /S, yVtk a --- . 

3. Ak \ = 0, /) > 0, p o t o m pre v = i, 2, 3, 4, d o s t a n e m e : 

(^(0, />, 5) = {/L;i sin nJ>}. 

&(<), /)\ *) = J - H Aš^""1 SÍU (^ - 2) '''} ' l 4/?3 

(?.,((), /), s) = l-Wn-%uil-2n\ n fJi sin (n — 1) /> - (rc — 1) cos (n — 2 ) >'> 
123/^ | /i 

W<>, /S, *) = 2ŕ^\}ŕ*i 1 
sin (n — 1) /> — (я, — 1) ү /u cos (r& — 2) /> 

(n — l ) (n — 2) - S L П (n — 3) /> •' 
o 

kde /> je a r g u m e n t a /J a b s o l u t n a h o d n o t a k o m o l e x n é h o čísla 1 + P1-
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§ 6. Riešenie lineárnych difereněných rovnic 

Operátorový počet dává pohodlné spósoby riešenia lineárnych diferenčných 
rovnic. V případe obyčajných diferenčných rovnic použitie operátorového 
počtu má niektoré přednosti v porovnaní s klasickými metodami: netřeba 
speciálně teorie, převedu sa na oby čaj né algebrické rovnice v homogénnom 
i v nehomogénnom případe. 

Nech 
(xk!^x + oc^tf-ix + . . . + (X0X = / (15) 

je lineárna diferenčná rovnica k-teho rádu s konštantnými koeficientmi; 
oc0, oc1, . . ., ock 4- 0 sú dané čísla a / je daná funkcia. Je známa táto veta (tzv. 
existenčná teréma): 

Veta 6.1. Nech y0,yl9 . . . yk-1 je k daných reálných čísel. Potom existuje jedna 
jediná reálna funkcia {x(n)}, ktorá splňuje rovnicu (15) a týchto k podmienok: 
x(0) = y0, kx(0) = yl9 . . ., Afc-ia:(0) = y H . 

Podrobný dókaz vety čitatel móže nájsť v [4]. 
Hladajme riešenie rovnice (15), ktoré vyhovuje podmienkam uvedeným 

v citovanej vete. Ak použijeme vztahu (6) z § 4, t. j . <\kx = s['x — s':~1x(0) — 
— sk~2lx(0) — ... — A,t_1a;(0), potom (15) sa dá písať takto: xkskx -+-
+ (x,^sk^x + ... + <x0x = ft-^-1 + . . . + p0 + /, kde 

Pv = ^r+iro + <Xv+2yi + . • . + ^-}V-r-l> V = o, 1, 2, . . . , k — 1. 

Odtial ihned dostaneme: 

,_í^l+^-+A + ^ ^ _ „„ 
XJS,X + . . . + (X0 (XáS

u + . . . + (X0 

Aby sme získali riešenie v obyčajnom tvare, musíme nájst funkciu x(n), ktorá 
sa rovná operátoru na právej straně. Za vhodných predpokladov o funkci i /, 
najma ak / je polynom, alebo racionálna funkcia, vieme to jednoducho 
urobit. Ak / je racionálna funkcia, móžeme totiž použit rozklad na čiastočné 
zlomky a vztahy odvodené v predchádzajúcom paragrafe. Vo všeobecnom 
případe třeba, pravda, použit definíciu súčinu dvoch operátorov, ktoré sú 
funkciami. 

Úplné analogickým spósobom možno riešiť systémy lineárnych diferenčných 
rovnic s konštantnými koeficientmi. Keďže každý lineárny systém možno pre-
viesť na systém diferenčných rovnic prvého rádu, stačí nám zaoberat sa týmto 
systémom: 

t±X1 + (X11X1 + . . . + <xltnxm = /i 

AX2 + 0C21X\ + . . . + a2,m
xm = Í2 

(H) 

&xm "T ' X J B A "T" • • • "T* &m,mxm = fm> 
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kde ncik, i, h = 1,2, . . . m, sú konstanty a / {, i = V 2, . . . m s ú dané funkcie. 
Existenčná teoréma pre takýto systém hovoří, že existuje jedno jediné riešenie 
sústavy (17), ktoré vyhovuje týmto počiatočným podmienkam: 

*i(0) = 7i> x2(0) = y2 , xm(0) = ym. (18) 

Ak použijeme vztah z vety 4.1 Ax = sx — x(0), potom z (17) dostaneme: 

(ncn + s) xx + oc12x2 + . . , + oc1/nxlt = y1 + ti 

oc21x1 + (a.22 + s) x2 + . . , + ^:»m^ = y2 + /2 

(10) 

^Míl^l + &m2X2 + • • • + (^,w,m + 5 ) ^w — }'m + tu-

Keď rozriešime tuto sústavu vzhíadom na ajť, tým dostaneme xt ako funkciu 
operátora s. Poznamenajme ešte, že determinant sústavy (19) nemóže byt 
identicky rovný nule, lebo koeficient pri sm je v každom případe rovný jednej. 
Další postup je zřejmý a objasníme si ho na príkladoch. 

P ř í k l a d 6.1. Nájdime to riešenie diferenčně] rovnice 

A2x — 5A# + 6x = 0, 
ktoré splňuje podmienky: 

x(0) — 1, A;E(0) = 0. 

P o z n á m k a 1. Keby sme dósledne používali predošlú symboliku, mali by 
sme písat {\2x(n)} — 5{\x(n)} + 6{x(ri)} = {0}, pretože tak pravá, ako aj 
lává strana rovnice sú funkcie. Aby čitatel správné používal operátorový 
počet, keď diferenčná rovnica je daná v obyčajnej symbolike, budeme spo-
čiatku úmyselne používat uvedenu symboliku. Neskóršie pri riešení diferenčněj 
rovnice použijeme hněď operátorovu symboliku. 

R i e š e n i e . Vzhíadom na počiatočné podmienky máme: A2x = s2x — s 
a Ix — sx — 1. Daná rovnica preijde do tvaru: s2x — s — 5sx + 5 + (Sx = 0. 
Odtial pomocou vety 5.3 dostáváme: 

T — S — 5 __J? L _ — /Q Q/i_. 9 4n\ 
X ~ (s - 2)(s - 3) " s - 2 s - 3 " {ó ' ó Z ' 4 j * 

P ř í k l a d 6.2. Nájdime riešenie diferenčněj rovnice A2# — A# — 2x = 0, 
ktoré splňuje podmienky: x(0) = y0; Ax(0) = yx. 

R i e š e n i e . Po úpravách vzhíadom na počiatočné podmienky máme: 
s2x — sx — 2x = sy0 + yx — y0. Odtial pomocou vety 5.3 a 5.4 máme: 

27o - 7i 1 , Ví + 7o 1 _ í2}'o — 7i T l , , 7i + 7o o ,\ 

+ — - - j — ^ - 1 3 — ' w + — 3 — S ) • 
X = 

+ 1 
P ř í k l a d 6.3. Nájdime riešenie diferenčněj rovnice {x(n + 1)} — {x(n)} = 

-- {n}, ktoré splňuje podmienku x(0) = 1. 
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R i e š e n i e . Ak vezmeme do úvahy podmienku, použijeme vetu 4.1 a urobíme 
úpravu, dostaneme: 

{í\x(n)} = {n}, íix = n, sx — 1 == n. 

Odtial pomocou vety 5.3 máme toto riešenie: 

1 n í n2 n\ 

* = 7 + -.Hl + 2--2}-
P ř í k l a d 6.4. Nájdime riešenie diferenčnej rovnice druhého rádu 

\2x — 2A# -f- 5x = 0, 

ktoré splňuje podmienky: 

x(0) = 0, \x(0) = 1. 

R i e š e n i e . Vzhladom na počiatocné podmienky a vetu 4.1 máme: 

s2x — 1 — 2sx + 5x = 0. 

Odtial' ineď pódia špeciálneho případu 1 za větou 5.5 máme: 

P ř í k l a d 6.5. Nájdime riešenie rovnice 

\?x — á\x + ISx = /, 
kde 

/={}(3|ž7'sm»j} 

ktoré splňuje počiatocné podmienky \x(0) = x(0) = 0. 
R i e š e n i e . Vzhladom na počiatocné podmienky dostaneme: 

s2x - 4sx +\Zx= _ - ^ - ^ - - . 

Odtial ak použijeme špeciálny případ za větou 5.5 pře v = 2, máme riešenie 
v následujúcom tvare: 

* = KÍ^-T^i = { o í ( 3 ^ ) " 8 Í n B 4 " " 
-1^(3^2)'^ cos (n-1)^. 

P ř í k l a d 6.6. Nájdime také riešenie diferenčnej rovnice 

A2x — 5±x + 6x = 5\ 

ktoré splňuje tieto počiatocné podmienky: 

Aa(0) — 0, x(0) = 1. 
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R i e š e n i e . Keď použijeme vetu 4.1 a poclatocné podmienky, dostaneme 

5 — 5 5+ 
X = + >--

{s __ 2)(s - 3) (* - 3)0 - 2) 

Určime, čomu sa rovná 
5* 

Za tým účelom počítá jme 

5" 

(. - 2)0 - 3) ' 

{5"} . {4" — 3"} = {5"} {4"} — {5"} . {3"}. 
0 - 3)(S - 2) 

Počítajme ešte 

{5-} . {4«} = j ^ 5 ^ 4 ' ^ j = {5»-» ^ /-* ) ' '} : 

= (5" — 4*}, 

potom 
Гyl 

(І--Җs~~2) {í-'• + ?} 
Podta známvch viet vieme, že 

0 - 2)0 ^ 3) • 

Potom hladané riešenie má tento tvar: 

3 . 3* - 2 . 4 + 

* = { j 5 - - 3 . _ - + ^ 3 - } . 
P o z n á m k a 2. Ak na právej straně diferetičnej rovnice je exponenciálna 

funkcia, možno v každom případe použiť podobný obrat, aký sme robili 
vyššie, pretože sumácia vedie na konečný geometrický rad. 

P ř í k l a d 6.7. Nájdime riešenie tejto diferenčnej rovnice: 

A!*x — 5A# + $x = 5e 4 i , 

ktoré vyhovuje podmienkam: 

Ax(0) = 0, x(0) = 1. 

R i e š e n i e . Podlá predošlého příkladu móžeme ihned napísať následujúce: 

s — ö + 7" 
5 ., e 4 л 

(s — 2)(s - 3) ' (̂  - 2)(s - 3) 
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Ak použijeme rozklad na parciálně zlomky a vetu 5.3, dostáném riešenie 
v tomto tvare: 

LV 3e4 - 4 A 2e4 - 3 , e d 1 1 
* = T e^=T" ̂ ^ T T + 5e4'e^7^+T2} ' 

P o z n á m k a 3. Na tento tvar sa dajú previesť tie diferenčně rovnice, ktoré 
majú na právej straně funkciu tvaru sin ocn, cos ocn, P(n) sin ocn, Q(n) cos xn, 
kde P(n), Q(n) sú polynomy alebo exponenciálně funkcie. 

P ř í k l a d 6.8. Nájdime riešenie tohto systému diferenčných rovnic: 

A# = y — z, 
(±y = x + y, 
L-Z = X + Z, 

ktoré splňuje podmienky x(0) = oc, y(0) = /?, z(0) = y, kde v. />, y sú vopred 
dané konstanty. 

R i e š e n i e . Ak použijeme vetu 4.1 a počiatočnó podmienky, naša sústava 
diferenčných rovnic přejde do tvaru: 

sx — y + z = <x, 
— x+(s—l)y = /?, 
— x + (s— 1) z = y. 

Odtiaito móžeme vypočítat funkcie x, y, z ako funkcie operátora s a počiatoč-
ných podmienok takto: 

x = *-L+r.+ -y±f=^~fi + v) + {ti-r)->>). 
ó . S I 

- v - y -f- /) ( v + A: - y -[- fi 
; / _ „ ^ . _ . _ _ ^ ^ _ _ Í T . ( 5 - - 1 ) 2 - -

= íh - r + č) + (/ + *) 2" + (-y -í- ti) - ^ '}. 
— (K — y + /? ^_ 2y + ,x — ^ ( ti — v 

~ ~" ' ~~s ' "~~s --T" ^ ( + - - ! ) + " 

= { ( - . * - y + 0) + (27 +x - P)2' + (fi - y) n2«- i}. 

V predchádzajúcich príkladoch sme vždy mali počiatočnó podmienky v bode 
n = 0. Pre tento případ je operátorový počet zvlášť výhodný. Ak hodnota n0, 
pre ktorú sú dané počiatočnó podmienky. je rózna od nuly, postupujeme takto: 
Riešinie úlohu spočiatku tak, ako by boli počiatočnó podmienky dané pre 
hodnotu n{) =-- 0 a potom zavedieme vo výsledku přísluším transformáciu 
m = n — n~. Ukážeme si to na nasiedujúcom příklade. 

P ř í k l a d 6.9. Nájdime to riešenie diferenčněj rovnice: 

\3x — 6A2x + 11 A# — 6x = /, 
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kde 
{/(»)} = {5"}> 

ktoré splňuje podmienky 
x(3) = A#(3) = A2x(3) = 0. 

R i e š e n i e . Spravme transformáciu n = m -f- 3 a položme {#(m -f- 3)} = 
= {^(m)}. Napišme najskór riešenie rovnice A 3 ^ — 6£a2x1 -f- \Wx1 — 6xx = 
= f(m + 3) ktoré vyhovuje podmienkam ^(0) = A^(0) = A ^ O ) = 0. Potom 
máme operátorovu rovnicu v nasledujúcom tvare: 

s3xx — 6s2x± + llsx! — 6x± = {5T O + 3}. 

Odtial' (použitím známých viet) hladaný výsledok má tento tvar: 

Xl = [2(7^T) ~ s~=2 ~ W-~3)\ ' {5"+3} = 

m 

— ' 2m — 3 W -| 4 m ' . {5 m + 3 } = l > 5'»»+i-* /-_ 2*--1- — 3*" 1 -I 4*~ J I > = 

• i = i 

_/_ [_ :__: + 3 - -4 - l i 
\ 2 [ 3 3 h á Jj-

Aby sme našli hladané riešenie póvodnej diferenčnej rovnice, musíme vy
koná ť transformáciu m = n — 3. Potom dostaneme: 

{x(n)} = j 2 [-- ,r- + 3--* - 4' 3JJ . 

co je hladané riešenie. 
Viděli sme. že riešenie (16) rovnice (15) obsahuje /?.„, r = 0, 1, . . . n — 1, 

ktoré sii funkciami koeficientov rovnice (15), počiatočných podmienok a 11a-
dobiidajii určité hodnoty, ak sú dané určité počiatočné podmienky. Ak po-
čiatočné podmienky sú všeobecné dané, potom /Xr, v = 0, 1, . . . n — 1 sú 
všeobecné konstanty. 

Našu metodu možno použiť na rózne krajové podmienky, ak za příslušných 
podmienok riešenie existuje. 

P ř í k l a d 6.10. Nájdime to riešenie diferenčnej rovnice 

\*x — 6\2x + UAx — 6x = f, f = {5;i} (20) 

ktoré splňuje tieto krajové podmienky: 

x(0) = 4 A , x(l) = 111 , x(2) = 37 -i . 

R i e š e n i e . Za tým úČelom riešme najskór rovnicu (20) s týmito podmienkami : 
z(0) = \, Áx(0) = /?, \2x(0) = y, kde oc, /S. y sú konstanty. Riešenie rovnice 20 
s týmito podmienkami bude: 

x = | ~ 5 " 4- ox2» 4- o,3» 4- C34"J , 
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kde 

C2 = - 3 « + 4/3 - y + i , 

Ak chceme nájsť riešenie (20), ktoré splňuje krajové podmienky, musíme 
určiť konstanty C1, G2, C3 z následujúceho systému rovnic: 

C\ + C2 + C, = 4, 

2(71 + 3 O 2 + 4 O 3 = 11, 

4O! + 9C2 + 16C73 = 33. 

Riešením tohto systému sú: Cx = 2, C2 = 1, C3 — 1. Teda riešenie (20) má 
tvar 

* = { ! 5 r t + 2-2>l + 3l' + 4 ] • 
P o z n á m k a . V niektorých prípadoch sa móže stať, že systém rovnic pre 

konstanty C±, C2, . . . je neriešitelný. Potom neexistuje rišenie pri daných 
krajových podmienkach. 
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Slovenské) vysokej školy iecltnickej v Brati slare 

О Б О П Е Р А Т О Р Н О М М Е Т О Д Е Д Л Я Р Е Ш Е Н И А 

У Р А В Н Е Н И Й В К О Н Е Ч Н Ы Х Р А З Н О С Т Я Х 

Й О З Е Ф Э Л И А Ш 

Выводы 

В работах [1 ] и [2] дал Й. Микусинъски новое алгебраическое обоснование оператор
ного исчисления. Настоящая работа показивает, что аналогичный метод можно по
строить и для решения уравнений в конечных разностях. В §-ах 1—5 дано определение 
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операторов и алгеораических операции над операторами и исследованы некоторые их 
свойства. Результаты этих §-ов используются в §.6 для решения уравнений в конечных 
разностях. 

Ü B E R E I N E O P E R A T O R E N M E T H O D E 
BEI DEN D I F F E R E N Z E N G L E I C H U N G E N 

J O Z F F E L I A S 

Zusa m m e nfas s u n g 

In der Arbeit [1] und \2\ gibt J. Mikusihski eine neue algebraische Begründung der 
Operatorenrechnung. Vorliegende Arbeit zeigt, eaß man eine ähnliche Operatorenmethode 
für die Differenzengleichungen benützen kann. Tn der vorliegenden Arbeit wird eine 
ähnliche Operatorenmethode für Differenzengleichungen aufgebaut. In den Paragraph.cn  
1—5 werden die Operatoren, einige algebraischo Operatorenverknüpfungen definiert und 
einige ihre Eigenschaften beschrieben. Die Ergebnisse dieser Paragraphen werden im 
Paragraph (> bei der Lösung der Differenzengleichungen benüzt. 
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