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M A T K M A T I C K O - K V Z I K M . N V ( A S O P I S SAV. !«. I . 

O JEDNEJ INTERPRETÁCII AFINNEJ ROVINY 
NAD TELESOM TRIED ZVYSKOV MODULO p 

VÁCLAV MEDEK, Bratislava 

Budeme uvažovat o konečnej desarguesovskej afinněj rovino zostrojenej nad 
telesom zvyskov mod p, kde p je prvočíslo. 

Připomeňme, že afinná rovina je množina bodov s množinou význačných 
podmnožin (priamok), pričom sa požaduje splnenie týehto axióm: 

1. Každými dvoma róznymi bodmi preohádza právo jedna priamka. 
1. Fxistujú tri body neležiace na jednej priamke. 
\\. Každým bodom A neležiaoim na priamke a preohádza aspoň jedna priamka 

h. ktorá nemá s priamkou a žiaden spoločný bod. 
4. Každým bodom A preohádza naiviac jedna priamka, ktorá nemá s priam

kou a žiaden spoločný bod. 
1. Jcdnoduchú interpretační afinnej roviny nad telesom zvyškov mod p 

(p prvočíslo) najdeme pomocou rotačněj valcovej plochy 0, ktorú rozřežeme 
róznymi rovinami 'cc (i -- O, ..., p — 1) kolmými na os o plochy 0 v kružni-
eiaeh ?k, pričom nech susedné roviny ' : - 1 a, 'oc (i -- 1, ..., p — 1) majú od seba 
rovnaké vzdialenosti. V pišme teraz do kružnice °k pravidelný -p-uholník 
°0 °{p — 1) a každým vrcholom tohto ^-uholníka zostrojme tvoriacu priam-
ku plochy 0. Tieto tvoriace priamky pretínajú kružnice */• v bodoch 'j (i, j -~-

O, ..., p 1). Tým dostáváme pj2 bodov ';,, kde index i reprezentuje kružni-
cu 'k a číslo j tvoriacu priamku preehádzajúeu bodom °j; priesečníkom kružnicí* 
'k s priamkou ()j je potom bod 'j. 

Množina bodov '/ tvoři afinnú rovinu, ak priamkami budu tieto jej pod
množiny: 

a) Podmnožiny všetkých bodov 'j vžily s pevným indexom i (tieto body 
ležia na kružnici 'k). 

b) Podmnožiny všetkých bodov 'j vždy s pevným číslom j (tieto body ležia 
na jednej tvoriaoej priamke). 

o) Podmnožiny všetkých bodov <} ležiacioh vždy na kladno orientovanéj 
skrutkovici plochy 0 takej, že přetíná každú kružniou 'k v niektorom bode [j. 

Prověříme platnost axióm 1.- 4. pro takúto afinnú rovinu. 

II 



1. Axióma je zrejme správná pře každé dva rózne body <j s rovnakým inde-
xom i, resp. s rovnakým číslom j . Ticto dva případy teda v dalšom vylúčimo. 

Zostrojme teraz vsetky priamky typu c) preehádzajúoe bodom °0. Budu to 
podmnožiny bodov [j ležiaeich na skrutkovieiaeli kladnéj orientáoie prechádza-
júeieh bodmi ]j (j 1, ..., p -- 1). Z vlastností skrutkovío ihned vyplývá, že 
každá z takto zostrojených skrutkovíe protíná každii kružnieu 'k v niektoroni 
bode 'j. Třeba ukázafi, že pre dva lubovoíné body (/, rj' takejto podmnožin\' 
platí i : /', j :'-•]'. Správnost i / i' vyplývá z toho, že žiadna skrutkoviea 
nemóže preehádzafi dvoma bodmi tej istej kružnice 'k. Aby srno ukázali, že 
platí aj j j ' , uvažujme o skrutkovioi preehádzajueej bodmi °0 a \j (j o). 
Táto skrutkoviea přetíná kružnieu 'k v bode '(ij) (i — 0, ..., p 1). Predpo-
kladajme, že pre / ; i' platí ij - i'j. Z rovnice ij i'j vyplývá / /' (protože 
j / 0), čo však je s])or. Tým srno ukázali, že skrutkoviea proehádzajúea bodmi 
°0, \j neobsahuje žiadne dva body ležiaee na tej istoj tvoriacej priamko plochy 
0 . Ukážeme ešte. ž(4 ]>re j / j ' (j / 0. j ' / 0) skrutkovioe ])reehádzajúoe 
bodmi °0, lj a °0. \j' nemajú okrem bodu °0 žiadon iný s])oločný bod aíinnoj 
roviny. Skutoěne, taký bod by mohol ležafi iba na niektorej z kružnic 'k 
(i -•- 2, ..., p — 1) a muselo by o ňom platifi ij ----- ij'. Z rovnice ij ---- ij' vyplývá 
j ----- j ' (pretože i / 0), co je spor. Bodmi °0 a lj (i / 0, j / 0) prechádza teda 
jediná priamka typu o). 

Vsetky priamkv typu o) dostaneme z priamok typu o) jnvehádzajiicich 
bodom °() otočením plochy 0 okolo jej osi o o nioktorý z uhlov m2krr p 
(k - 1, . . . , p - 1). 

Majme teraz dva rózne body lj, rj\ kde i / i'. j / j ' . Neeh / < /' a j <j'\ 
body °0, ( / ' " " n ( j ' —,/) majň tú istú vzájommi ])olohu, pokiat ide o konstrukční 
priamok typu c), ako body lj, vj'. Pretože ale bodmi °0, (/' [)(j' — j) prechádza 
právě jedna priamka typu o), prechádza právě jedna priamka typu o) aj 
bodmi 'j, rj'. Dókaz tohto tvrdenia by prebiehal tak isto aj pre / < i'. j :> j ' \ 

i > i'>j <f: i > i'>j >f-
2. Tri body, ktoré neležia na jednej priamke sú napr. °0, °1, l l . 
3. Správnost tejto axiómy je zřejmá pre jniamky typu a) a b). Neeh teda 

priamka a je typu c) a neeh bod A — 'j na nej neleží. Skrutkoviea řř* reprezen-
tujúca priamku a přetíná kružnieu lk v bode *j', kde j /- j ' . Ak otočíme ])lochu 
0 okolo osi o tak, aby bod [}' sa otočil do bodu lj, otočí sa skrutkoviea lls do 
skrutkovice <ťs, ktorá reprezentuje hladanú priamku ď bodom A. 

4. Správnost' tejto axiómy je zřejmá pre priamky typu a) a b). 
Uvažujme najprv o takýchto dvoch priamkach typu c): Priamka a neeh je 

reprezentovaná skrutkovicou bodmi °0, lj (tvoria ju body '(ij)) a priamka b 
neeh je reprezentovaná skrutkovicou bodmi °m, lj' (tvoria ju body l[i(j' --
— m) + m]). Pýtajme sa, za akých podmienok sa priamky a, b přetnu. To 
nastane vtedy, ak existuje také i, že ij .-— i(j' — ///) + m. čiže i(j' — j — //!) -



-m. Ak m -—- O, potom rovnica i(j' j) -~ 0 má alebo jediné riesenie 
/ - 0 p ř e j ' . j, alebo jej vyhovuje kažíié i pre /' -— j . Z toho vyplývá známy 
takt. ze dve skrutkovice prechádzajúce bodom °0 alebo splývajú, a!el)o majú 
jediný spoločný bod °0. Ak m / 0, má rovnica i(j' — j — /ti) — m riesenie 
len v tom případe, ak j ' — j — m / 0 a to jediné: t ~'m(j' — j ~ 7/'') '> 
ak / -— j ; ///, rovnica nemá riesenie. Z toho vyplývá, že bodom °//t prechádza 
jediná priamka a\ ktorá nemá s priamkou a žiaden spoločný bod. IMtom skrut-
kovice reprczentujúce priamky ti, ď vzniknu jedna z druhej otočením o uhol 
2///.T p okolo osi o. X každom inom príj)ade majú obidve priamky spoločný 
j e d i n ý b o d I »-'O" J llO 'l \ — mj(j' — j — //t) ' |. 

L>r(HÍpt)kladajme teraz, že bodom A prcchádzajú dve priamky b, c, ktoré 
nemajú žiaden spoločný l>od s priamkou a. Otočme plochu 0 okolo osi o tak, 
aby priamka a sa otočila do priamky a prcchádzajúcej bodom °0; bod A nech 
sa přitom otočí do bodu A'. Nech teda existujú dve priamky b', c' bodom A', 
ktoré nemajú s priamkou a žiaden spoločný bod. Potom ale skrutkovice 
reprezentujúce priamky b', c' musia vzniknut zo skrutkovice reprezentujúcej 
priamku ď otočením okolo osi o. Takéto dve skrutkovice móžu mať OVŠÍMÍI 
sj)()ločný bod afinnej roviny len vtedy, ak splynu, číže musia splynut aj 
priamky b', c' a teda aj priamky b, c. 

2. Tuto interpretáciu možno dostať aj inýmspósobom: V každéj desarguesov-
skej konečnej afinnej rovině je možné zaviesť súradnice ako usporiadané 
dvojice prvko v z příslušného tělesa. Potom priamky sú podmnožiny obsahujúce 
všetky body, ktoré spíňajú rovnicu ax + b/y -(- c — 0, kde aspoň jedno z čísel 
a. b je rózne od nuly. Neeii li je množina všetkých bodov reálnéj euklidovskéj 
roviny s celočíselnými súradnicami. Model afinnej roviny nad telesom tried 
zvvškov mod p, kde p je prvočíslo, zostrojíme takto: Na množině i? zavedieme 
rídáciu ekvivalencie f j)odla předpisu (^T, y\) = (x-z, yz) <> x\ == x<> (mod 
/>), y/j ._: y2 (mod p). Nech s]3 je množina všetkýcLi bodov s celočíselnými súrad
nicami na tých priamkach reálnéj euklidovskej roviny, ktoré alebo spájajú 
dva body s tou istou ?/-ovou súradnicou, alebo dva body s //-ovými súradnicami 
lišiacimi sa o jednotku. Potom triedy ekvivalencie i?/f > Sí-Vf možno interpreto
vat ako body a priamky afinnej roviny izomorfnej s aíinnou rovinou nad 
telesom tried z výško v modulo p. Ak teraz návin ieme reálnu euklidovskú 
rovnicu na rotačnú valcovú plocliu vLiodného poloměru, dostaneme interpretá
ciu popísanú v 1. 

Došlo 19. 1. 1905. Katedra matematiky a deskriptívnej geometrie 
Stavebnéj fakulty 

Slovenskej vysokej školy technické], 
Bratislava 
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ON A \ Í \ T E R P R E T A T U ) \ O F T H E F I \ Í T F A F K I X E P L A X E 
OVEK T H E F I E L D O F R E S I D U E KLASSES M O D U L O /< 

Vác lav M e d e k 

Surmnarv 

T h e model of t h e finite affine plane is a set of points on a cylindrical 
t ion; the lines are subsets on the «rcodesies of th is surface. 

M.rfř.ce <>f revolt 
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