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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPTS SAV, 15, 3, 1965

EINE BEMERKUNG UBER DIE VERALLGEMEINERUNG
DES DEMOULINSCHEN VIERSEITS FUR DIE FLACHE #;,

VACLAV HAVEL, Brno

1. Fiir die Fliche P vom Typus £, wihlen wir das spezielle begleitende
Tetraeder AgA14243, wobei

(1) ddg = o) . Ao + du.A4; + dv.As,
dAlzw(l).Ao—}— w}.Al—i—ﬂdu.Az—k(l—h).dv.Ag,
dAngg.Ao+ydv.441+ 0)3.A2+(1+h).du.A3,
dAgza)g.Ao+ w%.Al+ ({J;‘;.Az—i— 0)3.443,

mit iiblichem Sinne der Koeffizienten «! = al.du + b]. dv; siehe [6], S.
386 —387. Wir beschrinken uns ausschliefilich auf die Fliche P mit Torsion
h # +1, +2 und mit nichtverschwindenden f, y; es sei noch, wie iiblich,
die Geltung von

) @tal et ai=0, Wb EB=0

vorausgesetzt. Im weiteren gebrauchen wir die Methode des Artikels [5]-
Andert man die Lage von Agd4s, so entsprechen sich 4¢gAs, A14. in der Pola-

ritdt beziiglich des Biischels gewisser Oskulationsquadriken D(2) mit den
(ileichungen

(3) a%3 — xla? + 4. (x3)2 = 0

wo mit 4 der Parameter des Biischels bezeichnet wird. Die Quadrik D = D (0)
enthélt den Punkt A3 und hat also bei jeder geometrischen Fixation des be-
gleitenden Tetraeders den geometrischen Sinn; vgl. [2], S. 597.

2. Im folgenden betrachten wir die Charakteristiken einer Schar der Quad-
riken D, die den Punkten einer festen asymptotischen Kurve hinzugefiigt
werden; siehe [4], S. 147—149, wo es sich um den Fall der ¥liche des ge-

wohnlichen projektiven Raumes handelt. Eine solche Charakteristik C,
ist durch
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(4) 20 28 — 2l .22 =0,
(5) da® . 23 + 20.da3 — dal .22 — 1. da?2 =0

ausgedriickt; mit d bezeichnen wir nun das Differenzieren mit do = 0 (es
handelt sich nun also um die Schar &%, der Quadriken D lings einer festen
Asymptotik v = const). Jeder Punkt P = a°. 4¢ + al . Ay + 22 . 42 + 23 . 43
aus C, erfiillt die Bedingung dP = u . du . P, so daB

+ ((—pu+ a)x® 4+ a? .2 +a2.x2+ag.x3)du)A0 +
dal + (2° + (—p + ap)at + a) . 2*)du)d; +

%ﬂﬁx ( —p + a)a® + ag . 2')du)ds +

+ (1 4 k)22 + (—p + af)a’)du)ds;

daraus folgt, daf3

da® = —((—u + af)a’ +a1x+a>.x + a3 . 2*)du,
dat = — (@ + (—p + al)a! o,

do? = —(f . at + (—u + az) —l— ag‘ . 2%)du,

dad = —((1 + h)a2 + (—u + ad)a®)du.

Nach Einsetzen in (5) fol

—((—p + ad)2® +a) 2t +ab . 2 fal.x )a'i (( + h)x? +
+ (—p o+ a3)a®)a’ + @+ (—p + et + a. xg)xz +
@Bt (—ptadtar. Pt =0

und endlich

(7) —h 0% — (ag + a2’ (@) -+ az)zta® + (—a) 4 ag)ata’ |-
+ B @) 4 (—ay + afles’® — ay. 2’ = 0.

Es gilt also die

Behauptung 1. Die Charakteristik C,, ist durch (4) und (7) ausgedriickt.

Aus (4) und (7) folgern wir sofort:

Die Charakteristtk Cy enthdilt die Gerade AgAs dann und nur dann, wenn
die Torsion der Fldiche verschwindet.

Im weiteren setzen wir A = 0 voraus; wir beschrinken uns also auschliess-
lich auf die Fliache P der Torsion Null. Das durch (4), (7) bestimmte Quadriken-
biischel hat die charakteristische Gleichung

(8) | 0 0 0 1+ a) 4 ad)
0 —f YA —ay —a3) —§(— al + a3)
0 A — al — aj) 0 — Y —al + al) | = 0.
YA+ ay +al) —(—al +af) -H(—ab + a5) a3

Diese Gleichung hat die vierfache Nullstelle 4 gerade dann, wenn C, ent-
weder 1) in eine Kubik und ihre Tangente 4¢42 oder 2) in die Gerade AoA2
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und zwei windschiefe Geraden p,, ¢, (die sich beide mit Ao4» schneiden)
oder 3) in zwei komplanare Geraden zerfallt.
Aus (8) und (2;) ergibt sich nun die

Behauptung 2. Die charakteristische Gleichung des Paares von konsekutiven
Quadriken aus Sy hat eine vierfache Nullstelle.

Wir interessieren uns vor allem um den Fall 2), wo der Rang der Matrix

(9) 0 0 0 0
0 —p 0 —3(—ay + a)
0 0 0 —Lal + a3)
0 —H(—al + @) —l(ay + ay) a3 i

gleich 2 ist. Diese Situation wird durch

(10) —dy 4 ay = 0,
(11) He—ay + a3’ + 8. a5 #0
charakterisiert.

Behauptung 3. Die Charakteristik Cy zerfallt in die zweifach gezihlte Gerade
AoAs und zwei windschiefe Geraden pu, qu, welche sich mit AoAs schneiden.
gerade wenn die Bedingungen (10), (11) erfillt sind.

Analogische Betrachtungen kénnen wir fir du = 0, %, Cy, py, ¢» durch-
fithren. Anstatt (10), (11) bekommen wir die Bedingungen

(12) by + b3 =0,
(13) b0+ b3) + 7. 08 # 0.

Setzen wir also die Geltung von (10), (11), (12), (13) voraus, so kann man

die Konfiguration der Geraden p., qu; pv, ¢» (der einen und der anderen Ge-
radenschar auf D) als Demoulinsches Vierseit im Punkte 4 der Fliche P be-

zeichnen.
Ist insbesondere
0 1 2 3 0 2 1 3
(14) ay — ay — ay + az =0, by — b3 — by + b5 = 0,
so ist durch

(15) az — al, by — b9

die Wahl der Geraden 4943 in der (ersten) Wilczynskischen Direktrix gekenn-
zeichnet (im Sinne des Artikels [4], S. 396) und aus den Relationen (10), (12)
folgt die Lage des Punktes A3 auf der Quadrik Q,(0) = Q,(0) (wir gebrauchen
die Bezeichnungen aus [6], S. 390—391). Die Gleichungen (4), (8) haben
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nun die Form 2%3 — ala2 =0, . (x1)2 — az. (x3)2 = 0 und es ergibt sich
die Situation, die aus der Fliachentheoric des gewohnlichen projektiven
Raumes gut bekannt ist.

3. Im folgenden Abschnitt formulieren wir mit einem freundlichen Erlaubnis
von J. Klapka seine Verallgemeinerung eines Bompianischen Satzes, dic
er mit Verwendung der Begriffe aus den vorhergehenden Absétzen abgeleitet
hat.

Behauptung 4. Die  Wilczynskischen  Direktrizen sind Quergeraden beider
Diagonalen des Demoulinschen Vierseils.

IBin interessanter Beweis fiir den klasischen Fall der Fliche (mit passenden
Kinschrinkungen), welche in gewohnlichen projektiven Raum cingebettet
wird, ist in [1] und [3] gegeben. Diese Behauptung gilt aber auch im Falle
der Fliche vom Typus !7/’3,3, welche die Bedingungen b = 0, 50 3 /0, (2),
(10) — (15) erfillt, wenn man die Wilczynskischen Geraden nach [6), S. 396
und das Demoulinsche Vierseit nach der Definition aus Abschnitt 2 verallge-
neeinert.

Beweis (nach J. Klapka): Far die beiden Geradenscharen von D gelten
die Gleichungen (in lokalen Koordinaten)

H

(151) a0 = 1., a2 = 1. a3
I

(152) 20 = u . a2 wl = . a3
A. e sind zugehorige Parameter.

Dic Eckpunkte des verallgemeinerten Demoulinschen Vierseits haben
die Koordinaten

a0 == g9 . mm, rl= ¢ . m. 22 = eo . m, x3 =1,

wobel

, €

(S8

=1, & = 182, m = 1/ (Tl(;ji//)’) n = V(Ux'/}’)-

(In der Tat licgt die Gerade aus der ersten Geradenschar von D auf der Quadrik

(7), wenn al:ad = g . V(ag/)‘) und das analogische gilt fiir die Gerade der
zweiten Geradenschar von D, wenn a2 @ a3 = ¢ . V(i)f;/y)' gilt. Daraus ergeben
sich schon die Koordinaten der Eckpunkte).

Die Diagonalen dy, ds des Vierseits gehen also durch die Wckpunkte My =
— (mn, m, n, 1), Ny — (mn, —m, —n, 1) baw. My = (—mn, —m, n, 1), No -

- (—mn, m, —n, 1). Die erste Direktrix Adods scheidet aber d; bzw. do im
Punkte My + Ny bzw. M2 + Naund die zweite Direktrix 4;4s geht tatsichlich
durch die Schnittpunkte M, — Ny, M. — N2 der Diagonalen mit der Tangen-
tialebene, so dass die Behauptung bewiesen ist.
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3AMETKA OB OBOBHIEHUN YETHIPEXYTOJIBHUKA JEMYJIEHA
JUIAL NOBEPXHOCTH 22,

Baugas I'aBea
Pesiome

Ha moBepxuOCTI 25 ; PACCMOTPEHE XAPAKTEPUCTHKI HEKOTOPOIl 0600UEHHOI KBaPILit
JIn mpu cMeleHNM ee MO ACUMITOTHKE I IIOJIYUCHBI YCIOBUA JJIA CIyUast, KOIJA HTH Xapak-
TEPUCTUKI COCTABJEHB U3 JBOWHON aCHMOTOTUUECKOI KacaTeJpHOil M JTadbHeiinmX JByX
npsaMeix. Ha sToM ocHoBaHa KOHCTpYKIUA o0o0iieHuoro dersipexyroabhika [lemynaena
JJISL IIOBEpXHOCTH P , .
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