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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 12, 2, l'J62 

СООТНОШ ЕНИЯ МЕЖДУ ДИАГОНАЛЬНЫМИ 

ЭЛЕМЕНТАМИ М-МАТРИЦЫ И МАТРИЦЫ К НЕЙ 

ОБРАТНОЙ 

М И Р О С Л А В Ф М Д Л Е Р (Мтжкгу ПесПег). Прага 

1. Ощд'дглгпш.: и «!.'.'м 1>л,̂ з̂  г<т(\г1Ы1ы:4 ута-ерждглшз 

Обозначим через /Г множсс.во квадратных вещее 1 венных матриц, для ко-

юрых г>сс медиа! о н а л ы ш с элементы неположительны. Как известно, матрицы 

и 5 X, для которых все главные миноры положительны, называются М-магри-

цимп. 

Имеют м е с ю следующие известные теоремы об Л/-матрицах:* 

(1.1) Пусть АеХ. Потом равносильны следующие утверждения: 

1° А является М-матрицей; 

1 А существует и А >: 0 (по ')^^ементам); 

3 существует столбпевой вектор х > 0 так, что Ах > 0. 

(1 .2) Пусть А является М-.матрицей. Если А неразложима** то А. > 0. 

и суии'ствуст одно и только одно собственное значение матрицы А, которому 

соответствует положительный собственный вектор. Это собственное значение 

положительное, простое и все остальные собственные значения по модулю 

больше его. 

В дальнейшем нам будет нужна следующая вспомогательная теорема: 

(1 .3) Пусть С\,с2 сп такая система положительных чисел, что с.х — 

• -- тпах С/ и 
! 1 . .. . п 

п- 1 

сп = I о • 
1=1 

Тогда существует такое решение системы уравнений 

х2

{ —- л-л-,- + с((\ — х) = 0, / = 1 , 2 , . . . , / ? , 

Ё */ " * = 0 
/ = 1 

* С м . [ I ] и [2]. 

•* С м . [2], стр. 321. 
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с неизвестными лд , х2, ..., .г,,, л\ дли которого х, > 0 (/' — 1,2,..., п) и 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через /х(х), /2(х) функции 

1 1 - 1 /--

Мх) = (и - 2) л- - V \''л-2 - 4с,<1 - х) + \'л"2 - 4с„( 1 - лг), 

п - 1 

/2(х) = (п - 2)л- - X V*2 - 4с,<1 - -V.) - \ 'х' - 4с„(1 - л). 
/ = 1 

Пусть л 0 положительный корень уравнения 

.V2 - 4с„( \ — х) = О, 

так что 0 < .у0 < I. Покажем, что по крайней мере одно из уравнений,/\(х) = 0. 
/2(л) = 0 имеет корень в интервале <л-0. 1). Функция /](л) положительна в левой 

п- 1 

окрестности единицы, так как /\(\) = 0, //(1) = 4(г„ —- ^ с,) < 0, и далее. 
/ = 1 

ЛСО = —2 < 0,/1(х0) = / 2 ( * 0 ) . Если/{(.т0) = 0, то/2(.г) = 0 имеет корень в <л0, I). 
если /хС^о) = 0, то /^л:) = 0 имеет корень в том же интервале. Обозначим 
этот конень через 6 Нетрудно проверить, что значения 

*.•= T K " \ ^ 2 - 4 c ; ( l - c ) ] , / 1, 2 /! 

л'я = -- [с - Б у с 2 - 4с„(1 - с!)], л = с, 

где г = 8§п /г(л'0), являются решением системы, удовлетворяющим данным 
условиям. 

В заключении настоящего параграфа мы вводим некоторые обозначения: 

Пусть А = (аиХ /, А: е N = [1 я), некоторая матрица. Если /' е /V, то через 
N0"; А) обозначим подмножество М, составленное из / и всех элементов у е N 
таких, что существует последовательность к{, ..., кг (г _• 0) элементов из N. 
для которой а1к1ак1к,ак2кл...акг1 4=0, и одновременно последовательность 
Л----, /ЛС? ^ 0, /к е N), для которой а]1хаииаЫъ...а1^1 4= 0. Если теперь /У{/': А) = 
= N(для некоторого г е ^ и тогда для всех /е IV), то матрица А неразложима,** 
и обратно. Если N0'; А) Ф N.. то N0"; /4) соответствует множес! ву строк и столб
цов, входящих в эту диагональную клетку нормальной формы*** разложимой 
матрицы А, которая содержит элемент ап. 

* Мы не будем заниматься вопросом об единственности решения, так как нам >ю 

в дальнейшем не нужно. 

** См. [2], стр. 321. 

*** См. [2], стр. 34К 
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Далее, произведением Адамара А О В для матриц А = (а1к), /, к = Ь ••> " 
•и В -• ф{к), /, А' = 1 я, будем называть матрицу 

А О Я - (а1кЬ-1к),1\к = ! , . . . ,/ ! . 

Ма.рицу транспонированную к матрице А будем обозначать через А'. 

2. Ре;г.1ьтлты 

В настоящем параграфе доказываются две теоремы об М-матрицах. 

(2,1) Теорема. Пусть А = (а1к), /, к = 1, ..., п, является М-матрицей, А = 
= (у.1к). Тогда произведение Адамара А О А'~1 = (а1кхк1) снова М-матрица. При 
)пюм, если А неразложима, то А О А' ~ неразложима и имеет ту же структуру 
ненулевых элементов. Если А разложима и 

(D A = 

^ « 7 + 1 , 1 1™д +• 1 , 2 ? - • •» Ац+Х.д! Л д + 1 , . . . , О 

'*» ' О, у I А ' - С 

нормальная форма матрицы А, /?ш 

(
Л- О А'~\ О, 

°' -̂ ° 
0. 0, ..., А, О / С 1 

Далее, 1 является собственным значением матрицы А О А'~х о наименьшем 
модуле; его кратность равна числу Л' диагональных клеток в (1) ы ему соответ
ствует собственный (столбцевой как и строчный) вектор о координатах 
I. 1 !. 

0 

0 

I ока за тел ьстзо. Очевидно, что А А'' х Е _\ гак как А' _• 0 в силу 

(VI). Но из соотношений 
п 

О) У Я/Л; = -
/ . = 1 

И 

(4) I ";А< = 1 

(/ = ,n} 

(k = 1,2, ...,//) 

слсдус'1, что столбцевой и строчный векторы о координатах К 1, ..., 1 собствен

ны с собственным значением 1. Из 3° в (1,1) следует, что А О А'~1 является 
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А7-матрицей. Если А неразложима, го в силу (1,2) Л' ! > 0 и А Г чмес. 
нулевые элементы на одинаковых местах как А и. следовательно, неразложима: 
при этом, 1 является простым собственным значением матрицы А А' '. 
Если А разложима и если она приведена некоторой перестановкой с. рок 
и столбцов к виду (1), то А' х является матрицей того же вида, так что А А' 
имеет вид (2). Остальные утверждения следуют из предыдущих и из кно, ню 
А{ являю!ся неразложимыми Л/-матрицами. Теорема доказана. 

(2,2) Теорема. Пусть А = (а1к), /", к е /V = (1 п\. М-матрииа, А ! = (*,•;)-
Потом имеют место неравенства 

(5) ан > 0, а,-,- > 0(/е V), 

(6) <*Ихп— 1 = 0(/е V), 
и 

II 

(7) -/««,7- 1 = I («//«//- П ('-Ч 
7 = 1 
\Ф'1 

Обратно, если для 2п чисел а1{, а{1(1 е N) выполнены неравенства (5), (6) и (7). 

то существует М-матрица (даже симметрическая) А, диагональные элементы 

которой аИ и диагональные элементы обратной .матрицы а,-,-. 

При этом, в (6) будет знак равенства тогда и только тогда, если /У(/; А) = {/1. 

В (7) будет знак равенства тогда и только тогда, если имеют место импликации 

У, к е N0*; А), / Ф / Ф к Ф / => а}к = О, 
(8) 

/фЩ1';А)=> N(1; А) = {/}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как неравенства (5) следуют из определения /^-ма

трицы, будем доказывать (6) и (7). Но из формул (3) и (4) следует, так как 

А'1 = О, 
п 

аи*П - 1 = - X а1кЪк = °> 
к=\ 
кФ1 

И 

п п п 

I («77а/7 - О = ~ Е I а]к*ц = - I «у,-а.7 = а*Рн ~ 1-
7 = 1 7 = 1 /с=1 7 = 1 
Уэ-» }ФЛ кф] ]Фг 

Обратно, пусть имеют место неравенства (5), (6) и (7) для 2п чисел аи,
 Лхи% 

/ = 1,2, ...,/?. Обозначим 

с» = ап*ц — !« 

с, = 0 и с | = X с/ ( / е / ^ 
7 = 1 

1*1" 

Построим Л4-матрицу А, удовлетворяющую условиям теоремы. Если неко

торое Ск = 0, то положим ак, = 0 и а1к = 0 для всех / ф А', /еЛ', и диаго-
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пальный элемент будет акк. Ясно, чю потом хк1 = си1к = 0 для / ф к и диаго
нальный элемент обратной матрицы будет акк

1 = оскк. Таким образом, мы мо
жем ограничиться случаем, когда с1 > О для всех / е # и когда 

сп = шах с ; 

лссмотрим отдельно случай равенства 

Положим А = ЭВО, где О—диагональна с диагональными элементами 

V ^ n - l . B - l ^ - l ' \ a n n l * + Cn H 

'Or\ o, .... o. 

..., 0. 

0, 0 r„_\, - 1 

-1, — I , . . . . — 1 , 1 + г„ 

Нетрудно проверить, что А является А/-матрицей, удовлетворяющей условиям 
георемы. 

Пусть теперь 
п- \ 

Сп < I <> 

Из (1,3) следует существование положительного решения системы 

х- — ххг + ^(1 — л-) = 0, / е ТМ, 

Е А,- - л- = 0, 

для которого .V < 1. 

Положим А = Ох(02 — 3)Вг,
 г Д е -Р. ~ диагональная матрица с диагональ

ными элементами \аи/(х[1— 1), / е N. 02 — диагональна с диагональными 

элементами л","' и У — матрица, все элементы которой равны единице. Так 

как 

X */ = х < Ь (°2 ~ -Т* = ^ + -. ^ В1*ЗВ1Х

 = 0, 

то /4 является М-матрицей, удовлетворяющей условиям теоремы. 
Заметим еще, что в обеих случаях матрица А симметрическая. 
Остается проверить, когда в (6) и (7) имеет место знак равенства. Из доказа-
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тельства этих неравенств следует, что в (6) знак равенства достигается тогда 

и только тогда, когда 
а!коск1 = 0 лля всех к Ф /", 

т. е., в силу (2) из (2,1), будег-ли /У(7; А) = {/}. 
В (7) имеет место знак равенства тогда и только тогда, если все неднагональ-

ные элементы матрицы А О А'~ находятся в /-том столбце или в /-той строке. 
Но это будет в силу (2) из (2,1) в том и только в том случае, будут-ли справед
ливы импликации (8). 

Теорема доказана. 
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СехкохЬуепхкё акаи'спи'е гсс! 

у Ргсие 

R E L A T I O N S B E T W E E N T H E D I A G O N A L E L E M E N T S 

O F AN M - M A T R I X A N D I T S I N V E R S E M A T R I X 

Miroslav F i e d l e r 

Sum m a r y 

As usually, an Af-matrix is a real square matrix whose off-diagonal elements arc non-positi\e 

and all principal minors positive. If A - (oik), B (bik) are square matrices of the same order. 

A '•':• B i^iipuA denotes the Hadamard product of A and B. The transpose matrix o( A is denoted 

by A'. 

The following two theorems arc proved: 

if A is an ;V/-matrix, then A : A'~x is an A/-matrix as well. 

If a--, ari resp. (i 1 n) arc diagonal elements of an /V/-;natr;\ A and of A" l revp., ihen 

ari -0, ari 0, arun- ! ; 0, aH<iir~ \ X > V < , / - I) 
r-' 
J *' 

for i 1, ..., //. Conversed,, if In numbers a,.., ali (/ 1 /;) fuMil these inequalities, then there 

exists a:i A/-matrix A (ever, symmetric) whose diagonal elements are aii while <i;i are diagonal 

elements of A" x. 

In the first theorem, the combinatorial structure of non-zero elements in A A'" l is determined 

by means of the structure cf A. In the second theorem, the cases are complcielv discussed when 

equality is attained in some of the described inequalities. 
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