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MAXIMÁLNĚ IDEÁLY 
A STRUKTURA POLOGRÚP 

Š. SCHWARZ, Bratislava 

Pod pologrupou rozumieme neprázdnu množinu elementov S = {a, bf 

c. . . .}, medzi ktorými je definované násobenie splňujúce tieto axiómy: 
1. Ku každej dvojici elementov aybšS existuje taký jediný element c, 

že je a b = c. Element c nazýváme súčinom elementov a, b v tomto poradí. 
2. Platí asociatívny zákon: (a b)c = a (b c). 
Pologrupa je teda zovšeobecnením dnes už klasického pojmu grupy, 

ktorý sa ukázal byť základným matematickým pojmom. 
Systematické studium pologrúp si vyžiadaly jednak potřeby abstraktnej 

algebry, jednak však aj iných matematických disciplín, najma funkcionál-
nej analýzy. Toto je poměrné mladý odbor matematiky, ktorý — ako sa 
zdá — zostane aj niekoVko dalších desaťročí stredom zaujmu matematikov. 
Třeba poznamenat, že metody funkcionálnej analýzy našly v modernej 
fyzike a v radě technických disciplín celý rad aplikácií, pretože ide o zo-
všeobecnenie a spresnenie celých komplexov otázok klasickej matema
tické j analýzy. 

V tejto práci budeme študovať vlastnosti pologrúp s Madiska alge
braického . 

Pojem pologrupy sa objavil v róznych matematických disciplínách už 
dávnejšie. Začiatok skutočne systematického štúdia teorie pologrúp s al
gebraického hFadiska pochádza od sovietskeho matematika S u š k e v i č a 
(A. K. CyiHKeBHH). (Soznam jeho práč z tohto odboru pozři v autorovom 
referáte [1], str. 112—113.) Dalšími cennými príspevkami teóriu obohatili 
R e e s a C l i f f o r d . (Soznam všetkých ich práč z tohto odboru pozři 
v autorovej práci [4], str. 300—301.) 

V poslednej době sa štúdiom pologrúp velmi intenzívně zaoberá lenin
gradský matematik E. S. L j a p i n (E. C. JlannH). V prácach [1] — [5] za-
viedol celý rad nových velmi osožných pojmov. Pod jeho vplyvom bol 
vypracovaný rad dalších práč mladších sovietskych autorov, z ktorých 
část ešte nebola publikovaná. O ich existencii viem iba zo zprávy z konfe-
rencie o algebře a teorii čísel uverejnenej v časopise Uspechi malemali-
českich nauk (YcnexH MaTeMaraqecKHX HayK). 
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Předložená práca — ako to v dalšom ešte vyložíme — nadvázuje na 
poslednú autorovu prácu [5] a na právě vyšlu prácu sovietskeho matema
tika N. N. V o r o b j e v a (H. H. Bopo6heB). 

P o z n á m k a . V práci budeme užívat toto označenie. Symbol Ac B 
značí (na rozdiel od symbolu A £ B), že A je vlastnou podmnožinou B. 
Súčet dvoch množin A, B budeme označovat znakom {A, B) alebo zna-
kom A + B. Rovnaký význam má symbol ZAa. Symbol A — B značí 
rozdiel množin A, B. Znak 0 značí prázdnu množinu . Znak [a] bude značit 
hlavný obojstranný ideál vytvořený elementom a. Znak [0] značí nulový 
ideál. Význam symbolu S/M vyložíme neskór. Ostatně označenia majú 
obvyklý význam. 

1. 

Pripomenieme najprv niektoré jednoduché fakty; ich podrobné dókazy 
najde čitatel napr . v autorovej práci [2]. 

Neprázdnu podmnožinu / £ S nazýváme 1' a v ý m i d e á 1 o m z S, ak 
v smysle obvyklého násobenia komplexov je S / ^ Í . P r a v ý m i d e á l o m 
nazýváme podmnožinu r ^S, pre ktorú platí r S 9 r. O b o j s t r a n n ý m 
i d e á l o m nazýváme množinu, ktorá je súčasne pravým aj Favým ideálom. 

Množinový súčet dvoch Favých (pravých, oboj stranných) ideálov je Favý 
(pravý, obojstranný) ideál. Podobné prenik dvoch Pavých (pravých, oboj-
straných) ideálov (ak je tento neprázdný) je ideálom rovnakého druhu. 

Pologrupa móže (ale nemusí) obsahovat element z tej vlastnosti, že pre 
každé x 6 S je zx — xz — z. Taký element nazýváme n u l o v ý m e l e 
m e n t o m pologrupy. Existuje najviac jeden. Bez obav z nedorozumenia 
budeme nulový element v dalšom označovat znakom 0. 

Celá pologrupa a nulový ideál (ak taký jestvuje) sú príkladmi obojstran-
ných ideálov. 

Lavý (pravý) ideál pologrupy sa nazývá m i n i m á 1 n y m Favým (pra
vým) ideálom z S, ak neobsahuje vlastnú podmnožinu, ktorá je sama Favým 
(pravým) ideálom z S. Pologrupa nemusí prirodzene obsahovat minimálně 
Favé (pravé) ideály. Eahko sa dokáže: 

a) Prenik dvoch róznych Favých (pravých) minimálnych ideálov je 
prázdný . 

b) Pologrupa má najviac jeden minimálny obojstranný ideál u. Mno
žina n je potom podmnožinou každého obojstranného ideálu z S a dá sa 
definovat tiež ako prenik všetkých obojstranných ideálov z S. Často sa 
nazývá S u š k e v i č o v ý m j a d r o m. 

Ak má pologrupa nulový element 0, sú vety a), b) — pravda — triviálně. 
Nulový ideál [0] je potom totiž jediným Favým (pravým, obojstranným) 
minimálnym ideálom. V tomto případe je výhodné rozumkť pod mi
nima lnym ideálom (podobné ako v teorii okruhov) taký ideál, ktorý okrem 



nulového ideálu neobsahuje v sebe žiaden iný vlastný podideál rovna-
kého druhu. Potom platia tieto vety: 

a) Dva rózne minimálně 1'avé (pravé) ideály majú za prenik nulový 
ideál [0], 

b) Pologrupa móže mať viac (i nekonečné mnoho) minimálnych oboj-
siranných ideálov. 

Na celkom jednoduchom příklade sa však možno přesvědčit, že mini-
málny obojstranný ideál n nemusí existovat. Nech je napr. S = {1, 2, 3. . .} 
pologrupa celých kladných čísel, pričom násobením rozumějme obyčajné 
násobenie čísel. Potom postupnost (obojstranných) ideálov 

(2,4,6,8, . . . } D { 4 , 8 , 1 2 , . . . } D (8,16,24, . . . } D . . . 
má zrejme prázdny prenik. Teda Suškevičovo jádro neexistuje. 

H l a v n ý m 1 ' a v ý m i d e á l o m vytvořeným elementom a voláme 
ideál / = {a, Sa}. H l a v n ý m p r a v ý m i d e á l o m vytvořeným ele
mentom a voláme pravý ideál r = (a, aS}. H l a v n ý m o b o j s t r a n 
n ý m i d e á l o m vytvořeným elementom a voláme ideál m = [a] = 
= (a, aS, Sa, SaS}. Obecné sú prirodzene ideály /, r, m navzájom rózne. 

Pologrupa móže mať najviac jeden j e d n o t k o v ý e l e m e n t , t. j . 
element e € S, ktorý pre každé x € S splňuje rovnicu ex = x • e = a> 
Hlavný ideál (1'avý, pravý, obojstranný) vytvořený elementom e je zrejme 
celá pologrupa S. 

Pologrupa móže mať aj viac (aj nekonečné mnoho) Favých jednotiek, 
t. j . elementov et € S, ktoré pre každé x 6 S splňujú vzťah eix = x. Po
dobné móže existovat viac (aj nekonečné mnoho) pravých jednotiek, t. j . 
elementov er € S, ktoré pre každé x e S splňujú rovnicu xer = x. Eavý 
ideál vytvořený pravou jednotkou er je zrejme celá pologrupa. (Je totiž 
{er, Ser} = {er, S} = S.) Podobné pravý ideál vytvořený 1'avou jednotkou 
je celá pologrupa S. 

2. 

Prejdime teraz k niektorým dalším speciálnějším pojmom, ktorých stu
dium bude tvoriť bezprostředný obsah tejto práce. 

Definícia 2,1. Ideál (lavý, pravý, obojstranný) pologrupy S nazýváme 
maximálnym ideálom pologrupy S, ak sa nerovná cele] pologrupe S, ale nie 
je vlastnou podmnožinou žiadneho iného ideálu rovnakého druhu. 

Pologrupa móže mať viac maximálnych (Favých, pravých, obojstran
ných) ideálov. Na nasledujúcich príkladoch poukážeme na niektoré okol
nosti, ktoré sa přitom móžu vyskytnut. 

P ř í k l a d 2,1. Nech S je pologrupa čísel S = {0, 1, 2. . . ., 5). Náso
bením rozumějme násobenie čísel (mod6). Hlavné ideály sú: 

[0], [1] = [5] = S, [2] = [4] = {0, 2 r 4>, [3] == <0, 3>. 



Jediný existujúci maximálny ideál je m = [2] + [3] = (O, 2, 3, 4). Ele
menty 1 a 5 nie sú v maximálnom obojstrannom ideále. Z příkladu vidief, 
že nie každú pologrupu možno pokryt maximálnymi ideálmi. 

P ř í k l a d 2,2. Nech S je pologrupa, ktorej elementmi sú čísla S = (0, 
2, 4, 6, 8} a násobením rozumieme násobenie (mod 12). Existujú dva ma
ximálně (obojstranné) ideály mx = (0, 2, 4, 8} a m2 = (0, 4, 6, 8). Ich mno
žinovým súčtom je celá pologrupa: {mu m2) = S. 

P ř í k l a d 2,3. Nech S je pologrupa čísel S = {0, 1, . . . , 4), kde pod 
násobením rozumieme násobenie (mod 5). Je zřejmé, že existuje jediný 
ideál rózny od S, totiž [0]. Teda aj nulový ideál móže byt maximálnym. 

P ř í k l a d 2,4. Nech S = {0, av a2, a3) je pologrupa s touto multipli-
kačnou tabulkou: 

0 « 1 «2 tfз 

o 0 o o o 
ö l 0 <*1 я2 o 
ö a 0 «1 a2 o 
öз 0 o o «з 

Iiahko sa přesvědčíme, že je to skutočne pologrupa (t. j . asociatívny 
zákon je splněný). Maximálně 1'avé ideály sú: Lx = (0, av a2}, L2 = {0, a1? 

Oj), L8 =* (0, a2, a3). Maximálně pravé ideály sú Rx = (0, aly a2), íř2 = {0, a3). 
Tieto sú totožné s maximálnymi obojstrannými ideálmi M x, M 2. Pri tomto 
příklade je L2 D i?2, okrem toho Lx = Mx = Rlf M 2 = R2. 

Z toho vidieť, že sa móže stať, že maximálny obojstranný ideál je vlastnou 
podmnožinou nějakého širšieho maximálneho 1'avého ideálu rózného od S. 
Ďalej vidieť, že sa móže stať, že maximálny pravý ideál je podmnožinou 
nějakého maximálneho Favého ideálu (alebo naopak). (Nemóže sa však 
stať, aby nějaký maximálny Tavý ideál bol vlastnou podmnožinou nějakého 
širšieho maximálneho obojstranného ideálu). 

Hlavným ciefom tejto práce je vyšetřit strukturu množin S —L, S — R, 
S — M, kde L, i?, M sú maximálně Tavé, pravé a obojstranné ideály polo-
grupy S. Ako uvidíme, táto struktura je za vhodných predpokladov ne-
obyčajne zaujímavá. 

Touto otázkou som sa zaoberal v práci [5]. Medzitým uveřejnil V o r o b -
j e v prácu [1], v ktorej sú uvedené bez dókazu niektoré vety, ktoré sa 
týkajú toho istého předmětu. V o r o b j e v užívá niektoré výsledky 
G r e e n o v e j práce [1]. V predloženej práci sa mi okrem iného podařilo 
dokázat základné Vorobjevove vety (najma vety 5, 6, 7) za podstatné 
slabších predpokladov, pričom som sa mohol vhodnými obra tmi vyhnúť 
vóbec znalosti inak cenných Greenových výsledkov. 

Z teorie grup je známe, že možnost dókazu celého radu viet je umožněná 
istými predpokladmi minimality pre podgrupy [najma normálně podgrupy] 
danej grupy. Analogickú úlohu hrá v teorii pologrúp podmienka minimality 
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pre ideály. Hovoříme, že pologrupa S splňuje p o d m i e n k u m i n i m a -
1 i t y pre Favé ideály, ak platí toto: každá množina 21 Favých ideálov z S 
obsahuje aspoň jeden minimálny ideál, t. j . taký ideál, ktorý neobsahuje 
v sebe žiaden iný ideál z množiny 9Í. Je známe, že táto podmienka je ekvi-
valentná podmienke: každá postupnost Favých ideálov z S tvaru lxz> /2 D 
D /3 D . . . má len konečný počet elementov." 

G r e e n a V o r o b j e v študujú pologrupy, v ktorých je splněná pod
mienka minimality pre Favé hlavné ideály. Také pologrupy V o r o b j e v 
volá L-pologrupami. 

Ukážeme, že pre dókaz radu viet uvedených v tejto práci vystačíme so 
slabšími predpokladmi. Budeme žiadat iba to, aby istá diferenčná polo
grupa malá aspoň jeden minimálny Favý ideál. To je podmienka podstatné 
všeobecnejšia, ktorú splňuje prirodzene každá L-pologrupa. Podobnú pod
mienku použil k studiu pologrúp prvý raz C l i f f o r d v práci [2] a po
tom niekoFko ráz autor v inej súvislosti v prácach [3] a [4]. 

3. 
\ tomto odseku uvedieme rad viet, ktoré budeme v dalšom potřebovat. 

Nebudeme ich všetky odvodzovaf, pretože ide zčásti o vety, ktoré možno 
nájst dokázané v citovanej literatuře. Zčásti ich našiel C l i f f o r d v prá
cach [1] — [3] a zčásti autor v prácach [2] — [4]. Podstatným je přitom 
existencia aspoň jedného minimálneho ideálu. 

Budeme musieť rozozná\at pologrupy s nulou a pologrupy bez nuly. 
Ako sme už spomenuli, pod minimálním ideálom pologrupy s nulou bu
deme rozumiet ideál, ktorý okrem nulového ideálu neobsahuje v sebe 
žiaden iný vlastný podideál rovnakého druhu. 

Veta 3,1. Nech S je pologrupa bez nuly. Nech L je minimálny Favý ideál 
z S. Nech c je FubovoFný element, c G S. Potom Lc je opal minimálnym Fauým 
ideálom z S. 

D ó k a z . Pozři napr. S c h w a r z [3], veta 1,1. 
Veta 3,2. Nech S je pologrupa s nulou. Nech L je minimálny Fauý ideál 

z S. Nech c je FubovoFný element, c<cS. Potom je L c = [0], alebo jeLc mini
málnym Favým ideálom z S. 

D ó k a z . Pozři C l i f f o r d [2], lemma 2,1, alebo S c h w a r z [4], 
veta 1,4. 

Veta 3,3. Nech S je pologrupa bez nuly, ktorá má aspoň jeden minimálny 
Favý ideál L. Polom N = LS je jediným existujúcim minimálnym obojstran-
ným ideálom pologrupy S. 

D ó k a z . Vid napr. S c h w a r z [3], veta 1,2. 
Veta 3,4. Nech S je pologrupa s nulou, ktorá má minimálny Fauý ideál L, 

pre ktorý platí L2 4= [0]. Potom N = LS je jedným z minimálnych oboj-
slranných ideálov z S, pre ktorý platí N2 4: [0]. 
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D ó k a z. Pozři C l i f f o r d [3], veta 2,1 alebo S c h w a r z [4], od
sek 4. 

VzhFadom na vety 3,1 a 3,2 obojstranný ideál N z viet 3,3 a 3,4 je tedn 
súčtom minimálnych 1'avých ideálov z S. 

Definícia 3,1. Pologrupu S nazýváme zFava jednoduchou, ak rovnica 
xa = b má riešenie x š S, a to pre každá dvojicu a, b € S. 

Inými slovami: zfava jednoduchá pologrupa je taká , u ktorej pre každé 
a € S je Sa = S. Teda zl'ava jednoduchá pologrupa je taká, v ktorej ne
existuje žiadny l'avý ideál 4= S. 

Definícia 3 ,2. Pologrupu S nazýváme zprava jednoduchou, ak rovnica 
ax = b má riešenie x 6 S, a to pre každé a, b š S. 

Z elementov axiomatiky grup plynie, že zl'ava a súčasne zprava jedno
duchá pologrupa je grupou. 

Vety 3,5—3,8 dajú niekol'ko príkladov zfava jednoduchých pologrúp. 
Veta 3,5. Nech S je pologrupa bez nuly, L jej minimálny Favý ideál. Po

tom L je zFava jednoduchá pologrupa. 
D ó k a z. Nech je a š L. Podlá vety 3,1 je La minimálnym 1'avým ideá-

lom. J e však La ^.L - L = L2 £ L . Keďže je L minimálnym 1'avým ideá-
lom, je La = L, č. b . t . d. 

Veta 3,6. Nech S je pologrupa s nulou, L jej minimálny Favý ideál, pre 
ktorý platí L2 #= [0]. Potom možno písaí: 

L = P + 0, P n Q = 0, P 2 = (0). 
kde Q je zFava jednoduchá pologrupa. 

D ó k a z . Nech je a 1'ubovoiný element, a € L. Potom je podlá vety 3.2 
bud La = [0], alebo La = L . 

Označme znakom Q množinu všetkých b € L, pre ktoré platí Lb = L. 
Q je pologrupa. Lebo ak je bx 6 Q, b2 šQ, je tiež Lbxb2 = Lb2 = L, t. j . 
bxb2eQ. 

Znakom P označme dalej množinu všetkých c š L, pre ktoré je Lc = {0}. 
P je pologrupa, lebo cx£P, c2šP implikuje Lcxc2 = 0 • c2 = 0, t . j . cx c2 € P . 
Zrejme je LP = (0), tým skór P21 = {0}. Množina P je vždy neprázdná, lebo 
do nej patří aspoň element 0. Množina Q je tiež neprázdná, lebo keby pre 
každý element a 6 L platilo La = [0], bolo by tiež L-Za = [0], t . j . L a = 
= [0], čo je spor s předpokladom. 

Možno teda vždy písať: L = P + Q, P r\Q = 0. 
Zvolme teraz Tubovolný element ašQ. PodVa definície množiny Q je 

La = L, 
(P + Q) a = P + Q. 

Pa+Qa=P+Q. [*) 
Kedže je Q pologrupou, je Qa £.Q. Ďalej tvrdím, že je Pa £ P . Každý 
element x <E Pa je totiž tvaru x = cx a. cx € P . Teda je Lx = Lcya = 0 * a. = 0. 
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t. j . platí x €P a teda Pa - £ P . Kedže v rovnici (*) sú sčítanci napravo dis
junktně, je nutné Pa = P , Qa = Q. 

Uvedme výslovné ešte tento dósledok vety 3,6: 
Dósledok: Nech sú splněné předpoklady vety 3,6. Potom L — {0} je zFava 

jednoduchou pologrupou vledy a len vledy, ak L nemá nulových delileFov 4= 0 . 
Pologrupa s nulou nemóže byť zrejme nikdy zFava jednoduchou. Zato 

však ako dósledok vety 3,6 dokážeme t u t o vetu, ktorú budeme neskór 
často používat: 

Veta 3,7. Nech S je pologrupa s nulou, ktorá má viac ako dva elementy. 
Nech S nemá ziaden Favý ideál 4= od [0] a S. Potom je S — (0} zFava jedno
duchou pologrupou. 

D ó k a z. Vzhladom na předpoklad je S samo jediným minimálnym 
1'avým idoálom z S. Podfa vety 3,6 je teda možný rozklad tvaru 

S=P+Q, P n £ - 0 , P* = <0>. 
Přitom je podFa dókazu vety 3,6 SP = (0). Naša veta bude dokázaná, 

ak ukážeme, že v tomto případe má P nevyhnutné jediný element, t . j . P = 
-{0}. To vyplývá nepriamo. Keby totiž pre nějaké 0 =j= a$S platilo a^P, 

b 0 l 0 b y S < 0 . a > = 0 c < 0 , « ) c S , 
t. j . množina (0, a} by bola vlastným 1'avým podideálom z S, co je spor 
s predpokladom. 

Definícia 3,3. Pologrupu S voláme jednoduchou, ak neobsahuje žiadny 
obojstranný ideál rózny od S s možnou výnimkou nulového ideálu (ak S má 
nulový element). 

Veta 3,8. Nech S je jednoduchá pologrupa bez nuly, ktorá má aspoň jeden 
minimálny Favý ideál. Potom je S súčtom disjunktných pologrúp S = 2 X a , 
kde každé La je zlava jednoduchou pologrupou. 

D o k a z. Pozři S c h w a r z [3], veta 2,1. Pologrupa S je totiž súčtom 
svojich minimálnych 1'avých ideálov a každý z týchto ideálov je podFa 
vety 3,5 zl'ava jednoduchou pologrupou. 

Veta 3,9. Nech S je jednoduchá pologrupa s nulou, ktorá má aspoň jeden 
minimálny Favý ideál. Potom 

a) bud sú všetky minimálně Favé ideály nilpotentné a platí S2 = 0, 
b) alebo ziaden minimálny Tavý ideál nie je nilpotenlný a platí S2 = S. 
D ó k a z. Pozři S c h w a r z [4], veta 4,? a jej dósledky. 
Vcía 3,10. Nech S je jednoduchá pologrupa s nulou, ktorá má aspoň jeden 

favý ideál L, pre klový L2 =j= [0]. Potom je S súčtom svojich minimálnych 
Favý cli ideálov. 

D ó k a z. Pozři S c h w a r z [4], veta 4,3. 
Veta 3,11. Nech sú splněné předpoklady vety 3JO. Potom možno písať S 

ako súčet dvoch disjunktných sčílancov 
S = EPa + ZQa. 



Přitom preoi 4= p ]*> P* n Pp = {0>, QanQ^== 0. Ďalejjepre každé aPl == {0> 
a () a /e zřaua jednoduchou pologrupou. 

D ó k a z . Vyplývá z vety 3,10 a z vety 3,6. 
Už sme poznamenali, že pologrupa bez nuly, ktorá je zprava a zFava 

jednoduchá, je grupou. Z toho vyplývá: 
Veta 3,12. Nech S je pologrupa s nulou. Nech S má viac ako dva elementy. 

Nech nemá iiaden tavý ani pravý ideál 4= [0] a S. Polom je S — {0> grupou. 
D ó k a z . Podl'a vety 3,7 je S — {0> zfava aj zprava jednoduchou polo

grupou; teda je grupou. 
Vzniká nakoniec otázka, či nie je možno bližšie charakterizovat s t r u k 

t u r u z T a v a j e d n o d u c h e j p o 1 o g r u p y. To je skutočne možné 
v případe, že S obsahuje idempotent. O tom platí táto velmi zaujímavá 
veta: 

Veta 3,13. Ztava jednoduchá pologrupa je množinovým súčtom disjunkt-
ných izomorfných grup vtedy a len vledy, ak má aspoň jeden idempotent. 

D ó k a z . Pozři S c h w a r z [3], odsek 3. 
Vo větách 3,8 a 3,11 vystupujú súčty zfava jednoduchých pologrúp. 

Tieto pologrupy sú spolu viazané tým, že vytvárajú jednoduchú pologrupu. 
Dá sa čakať, že ich struktury spolu nějako súvisia. To je aj pravda. Dá sa 
dokázat, že ked jedna z nich obsahuje idempotent, tak ho aj všetky obsahujú. 
Teda: ZLa z vety 3,8 a ZQa z vety 3,11 sú súčtami disjunktných grup. 

a a 
Nadto sa dá dokázat, že všetky v nich vystupujúce grupy sú navzájom 
zomorfné. O tom platia presne tieto dve vety: 

Veta 3,14. Nech S je jednoduchá pologrupa bez nuly, ktorá má aspoň jeden 
tavý ideál a aspoň jeden idempotent. Polom je S ==- ZGa, kde Ga sú disjunktně 
izomorfně grupy. 

D ó k a z . Pozři S c h w a r z [3], veta 4,1. 
Veta 3,15. Nech S je jednoduchá pologrupa s nulou, ktorá má aspoň 

jeden idempotent =4= 0. Nech S má aspoň jeden minimálny tavý ideál. Polom 
možno písai S ako súčet dvoch disjunktných sčítancov S = ZPa + ZGp, 

a ? 
kdeP* -= {0>,Pa n P ^ = {o> a Gp sú samé disjunktně izomorfně grupy. 

D ó k a z . Pozři S c h w a r z [4], veta 7,3. 
V citovaných prácach je dokázané eště toto. Existencia idempotentného 

elementu je iste zaručená, ak pologrupa S okrem minimálneho Favého 
ideálu obsahuje ešte aspoň jeden minimálny p r a v ý ideál. Platí teda 
táto veta. 

Veta 3,16. Tvrdenia vety 3,14 a 3,15 ostávajú v platnosti, ak S je jedno
duchou pologrupou, ktorá má aspoň jeden minimálny tavý a aspoň jeden 
minimálny pravý ideál. 

24 



D o d a t o k 

Všimnime si ešte ako je to s m a x i m á 1 n y m i i d e á I m i v j e d 
n o d u c h ý c h pologrupách. 

Velmi prehfadná je situácia u jednoduchých pologrúp, ktoré maiú aspoň 
jeden minimálny Tavý ideál /, pre ktorý je Z2 =t= 0. Podfa vety 3,8 a 3,11 
je S súčtom všetkých minim álnych Yavých ideálov z S, S = Sla. 

a 

i\) Ak a = 1 a S má nulový element, je [0] jediným maximálnym 1'avým 
ideálom z S. Ak S nemá nulu, neexistuje ani maximálny Tavý ideál. 

b) Nech je a > 1. Položme Lv = 277a, kde sčítáme cez všetky a okrem 

a = v. Je zřejmé, že množiny Lv dávajú všetky maximálně favé ideály. 
Pre tieto platí najprv LvczS. Ak však přidám k Lv Tubovolný element 
a € S, a non € L r , t . j . a € /,., a #= 0, potom Tavý ideál, do ktorého patří a, 
obsahuje aj (a, Sa)^. (1VJ Slv) = lv. Kedže je lv minimálny Tavý ideál z S, 
je (a, Sá) = lv. Teda „na jmenš í " 1'avý ideál, k torý obsahuje Lv a element a, 
je Lv + lv = S, č. b. t . d. 

Pokial' ide o maximálně o b o j s t r a n n é ideály, je bezprostředné 
zřejmé t o t o : 

a) Jednoduchá pologrupa bez nuly nemá maximálny obojstranný ideál 
b) v jednoduchej pologrupe s nulou je [0] maximálnym obojstranným 

ideálom z S. 

4. 

V odsekoch 4 a 5 nebudeme zatiaF činit žiadne obmedzujúce předpoklady 
minimality. V tomto odsekli dokážeme niekofko viet, ktoré sa týkaju 
<4xistencie jediného maximálneho ideálu v danej pologrupe. 

Veta 4,1. Nech pologrupa S má aspoň jeden maximálny lavý ideál L. 
Ak existuje aspoň jeden další ideál /, ktorý neleží v L, potom je (L, /} = S. 

D o k a z. Súčet L + / je opat lavý ideál. Keby bolo L -\- Ic S, nebolo 
by L maximálnym Tavým ideálom. Teda je nevyhnutné L -|- / = S, č. b . t . d. 

O pologrupe, ktorá sa dá písat ako súčet svojich Tavých ideálov (#=S), 
budeme hovořit, že sa dá p o k r y t 1'avými ideálmi. 

Speciálně, ak existujú dva maximálně 1'avé ideály L 1 ? L2, je podťa vety 
4,1 iste možno S pokryt 1'avými ideálmi. 

Nás budu v dalšom často zaujímat také pologrupy, ktoré sa nedajú po
kryt napr. svojimi tavými ideálmi. Ak taká pologrupa má aspoň jeden 
maximálny Tavý ideál L*, potom podlá vety 4,1 každý Tavý ideál 4= S je 
obsažený v L*. 

Definíeia 4,1. Budeme hovořil, že pologrupa S má maximálny ideál L* ? 

ak L* je taký jediný maximálny Tavý ideál z S, v klorom je obsažený každý 
iný lavý ideál z S. 



Znak L* (s hviezdičkou) rezervujeme výhradné pre tento případ . 
(V tomto případe sa teda S nedá pokryt l'avými ideálmi.) Podobný význam 
majú ideály R*, M*. 

P o z n á m k a . Keby sme žiadali iba to, aby S málo jediný maximálny 
1'avý ideál L, ešte by z toho nevyhnutné nevyplývalo, že sa S nedá pokryt 
Tavými ideálmi. Je totiž možné, že S má jediný maximálny 1'avý ideál L a 
okrem toho další l'avý ideál Z, ktorý nie je možno vnořit do žiadneho maxi-
rnálneho l'avého ideálu. Existencia dalšieho 1'avého ideálu však už stačí 
(podl'a vety 4,1) na pokrytie S. 

To ukazuje tento příklad: 
P ř í k l a d 4,1. Nech pologrupa S je množina, ktorej elementmi sú: 
a) všetky reálné čísla a > 0, 
b) s y m b o l co, 
c) symbol a. 
Skladanie (násobenie) nech je definované t a k t o : 
1. u čísel nech je ním obyčajné sčítanie čísel, 
2. pre element co nech platí S • oo = co • S —- x , 
3. pre symbol a nech platí a • a = a • a = a , a - a = a. To je zrejme 

komutat ívna pologrupa, v ktorej oo je nulovým elernentom. Označme zna-
kom Ua množinu reálných čísel > a. Existuje jediný maximálny ideál, 
totiž M = {oo, U0). , ,Najmenší u ideál, do ktorého patří a, je {co, a) . Tento 
ideál nemožno vnoriť do žiadneho maximálneho ideálu, kedže každá mno
žina {oo, a, Ua) je sice ideálom, ale pre žiadne a > 0 nie je to maximálny 
ideál v smysle nasej definície (pre a = 0 je ovšem {co, a, U0) = S). 

Vzniká otázka: za akých podmienok možno tvrdit , že pologrupa má ideál 
L* (R*,M*). Niekol'ko typov takých pologrúp dávajú tieto vety: 

Vota 4,2. Nech S má aspoň jeden Favý ideál 4= S a okrem toho pravá jed
notku. Polom existuje jediný maximálny Favý ideál L*. 

D 6 k a z. „Najmenší" 1'avý ideál, do ktorého patří pravá jednotka er, 
je {er, Ser} = S. Teda er nemóže patř i t do žiadneho 1'avého ideálu ^ S. 
Inými slovami: S nemožno pokryt 1'avými ideálmi. 

Podlá předpokladu existuje aspoň jeden 1'avý ideál Z c S . Nech 9( je 
množina všetkých 1'avýeh ideálov z S obsahujúcich l a neobsahujúcich er. 
Vzhladom na inklúziu je 91 čiastočne usporiadanou množinou. Ak 93 je 
nějaká usporiadaná podmnožina elementov z 9í, spojová množina všetkých 
elementov z 93 je opáť zrejme 1'avým ideálom, ktorý neobsahuje erj teda. 
ktorý patří do ?í. Podlá principu maxima, známého pod menom Z o r -
n o v o l e m m a (co je logicky ekvivalentné známému axiómu výběru), 
v 2( existuje aspoň jeden maximálny element L*. Toto je zrejme maximálny 
1'avý ideál z S, lebo pre každý ideál L, pre ktorý je L* c L, nevyhnutné 
platí er € L, t . j . L = S. Súčasne v 91 existuje len jediný taký maximálny 
element, lebo keby existoval další, napr. L\, bolo by podl'a vety 4,1 
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(L*, L\,) ----- S. V j . er by sa dalo pokryt nějakým ideálom #= S. co nic je 
pravda. 

Podobné dokážeme: 
Veta -4,3. A7ec/í S má aspoň jeden pravý ideál =j= S a nech obsahuje tavú 

jednotku e{. Potom existuje jediný maximálny pravý ideál R*. 
Veta -4.1. 1Yech S má aspoň jeden obojstranný ideál =J= S. Ak má S pravd 

alebo Tavú jednotku, existuje jediný maximálny obojstranný ideál M*. Nadto: 
a) ak má S pravú jednotku er, existuje aj L* a platí M* ^L*; 
b) ak má S tavú jednotku et, existuje aj R* a platí M* != R*; 
c) ak má S obojstrannú jednotku, je M* 5̂  R* n L*. 
Ostrcjšie vety dostaneme, ak předpokládáme, že S má aspoň jeden m i-

n i m á ln y 1'avý ideál. 
Veta 4,5. Nech S má aspoň jeden minimálny ťavý ideál. 
a) Ak S má pravú jednotku er a nie je jednoduchou pologrupou, potom 

existuje L* a M*. 
b) Ak S má Tavú jednotku et a nie je jednoduchou pologrupou, existuje 

R* a M*. 
D ó k a z. Ak *S má nulový element, potom plynie veta 4,5 z vety 4,4, 

lebo za obojstranný ideál z v e t y 4,4 možno vziať nulový ideál [0]. Preto 
predpokladajme, že S nemá nulový element. 

Podlá předpokladu existuje aspoň jeden minimálny l'avý ideál l. Podlá 
vety 3,3 je / S m i n i m á l n y m o b o j s t r a n n ý m ideálom pologrupy S. Ak/S = S, 
je S jednoduchou pologrupou. Nech je teda v dalšom IScS. 

a) Už sme ukázali, že er nemóže patriť do žiadneho 1'avého ideálu #- S. 
Teda je er non 6 IS. Existencia L* a M* plynie teraz z ve ty 4,4. 

b) Podobné et nemóže p a t ř i t do žiadneho pravého a t ý m menej oboj-
si ranného ideálu 4. S. Teda je aj et non 6 / S a veta vyplývá opáC z vety 4,4. 

P o z n á m k a 1. Tvrdenia a), b) z vety 4,5 nie sú duálně, lebo polo-
grupa, ktorá má aspoň jeden minimálny 1'avý ideál, nemusí mať ešte mi
nimálny pravý ideál. 

P o z n á m k a 2. Móže sa skutočne stať, že dokonca aj konečná polo-
grupa má pravú jednotku er, ale L* a M* neexistujú. Potom je — pravda 
--- 8 nevyhnutné jednoduchou pologrupou. Příklad takej pologrupy je : 

P r í k 1 a d 4,2. Nech je S pologrupa, ktorej elementmi sú prvky S = 
•=-- (a, b. c, d) s multiplikačnou tabufkou: 

a h c d 

a a b a b 
Ь b a Ь a 

c c d c d 

d d c d c 

Elementy a, c sú pravými jednotkami, ideály L* a M* však neexistujú. 
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5. 

V tomto ndseku si odvodíme niekorko obecných viet o pologrupaciu 
ktoré majú ideály L*, /?*, M*. Hlbšie vety o takýchto pologrupáeh budu 
obsahom odseku 9. 

Veta 5 ,1 . Nech pologrupa S má jediný maximálny Favý ideál L*. Xech 
S — L* má viac ako jeden element. Polom je S — L* pologrupou. 

D o k a ž . Nech je a € S — L*. Kedže a nie je možno pokryt maxima 1-
nym 1'avým ideálom, je l'avý ideál L = {a, Sa) nevyhnutné rovný celému S. 
Teda je L* c {a, Sa) — S. Ak vynecháme z L element a, dostáváme opat 
l avý ideál Sa. Tento by mohol ma t popřípadě menej elementov ako S; 
teda je Sa^.S. Vzhladom na to, že S — L* má viac ako jeden element, 
je však ešte stále L* c Sa. Kedže však L* je maximálnym 1'avým ideálom, 
je nevyhnutné Sa = S. 

Ak je naopak a 6 L*, je Sa£S L* ^ L * . Teda je S — L* presne mno
žinou tých elementov a 6 S, pre ktoré je Sa = S. 

Ak sú teraz a, b dva elementy š S ~ L*, je Sa = S, Sb = S, teda 
Sab = Sb = S. Teda je tiež ab š S — L*, t . j . S — L* je pologrupou, 
č. b. t . d. 

P o z n á m k a 1. Analogicky veta platí pre maximálny pravý ideál, ak 
t a k ý existuje. 

P o z n á m k a 2. Předpoklad, že S ~~ L* má viac ako jeden element, 
je podstatný. To ukazuje tento příklad: 

P ř í k l a d 5,1. Nech S je pologrupa, ktorej elementmi sú čísla S = 
= {0, 2, 4, 8} a pod násobením rozumieme násobenie čísel (mod 12). Mno
žina L* = {0, 4, 8} je zrejme maximálnym ideálom z S. Avšak množina 
S — L*, ktorá pozostáva z jediného elementu (2), nie je pologrupou. 

Veta analogická k vete 5,1 pre obojstranné ideály nekomutat ívnych 
pologrúp neplatí . O tom sa najlepšie přesvědčíme na příklade. 

P ř í k l a d 5,2. Majme pologrupu S = (0, av a2, a3, a 4 ), v ktorej náso
benie je definované tabuTkou: 

0 « 1 

n 0 0 
« 1 0 " l 

a2 0 í) 
"s 0 a3 

" 4 0 n 

«2 
a;. «4 

0 0 0 
a.. n n 
n 

" j a, 
". n n 

Táto pologrupa má jediný maximálny obojstranný ideál M* = [0]. Je 
t o teda příklad jednoduchej pologrupy. Množina S — M* je množina ele
mentov {a l7 a2, a3, a 4 ) . Tieto však netvoria pologrupu (lebo násobením do
stáváme aj nulu, teda z množiny vybočíme). 

Zato v případe komutatívnej pologrupy a ešte obecnejšie v případe tzv. 
obojstrannej pologrupy dokážeme podstatné ostrejšiu vetu. 
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Definíeia 5,1. Pologrupu nazýváme obojslrannou, ok každý jej ideál je 
obojstranný. 

P o z n á m k a. Také nekomutat ivně pologrupy prirodzene existujú. 
Vezmime napr . rubovolnú výslovné nekomutat ívnu grupu G. Pridajme 
k nej element z a definujme: a) z2 = z, b) Gz = zG = z, c) násobením vo 
vnúi.ri grupy G nech je póvodné násobenie. Máme nekomutat ívnu polo
grupu, ktorá má len dva ideály, totiž [0], S. Oba sú obojsfranné. Eah-
ko možno sostrojit aj menej triviálně příklady. 

Vela 5,2. Nech S je obojstranná pologrupa, v ktorej existuje jediný ma-
jimálny obojstranný ideál M*. Nech S — M* má viac ako jeden elemenť 
Polom je S — M* grupou. 

P o z n á m k a v o p r e d. Neskór dokážeme vo vete 8,5 inými pro
sí riedkami, že t á t o veta platí pre 1' u b o v o 1' n ý maximálny ideál oboj-
strannej pologrupy. 

D 6 k a z. Nech je a 6 S —- M*. Sostrojme ideál {a, Sa). Tento je podl'a 
předpokladu obojstranný. Kedže obsahuje a, je nevyhnutné (a, Sa) = S. 
Podobnou úvahou ako vo vete 5,1 dokážeme, že je dokonca Sa = S. Uva
žujme dalej ideál (a, aS). Ten je opat obojstranný. Obsahuje a, teda je 
{a, aS) = S a opat, obdobné ako vo vete 5,1, aS = S. 

Ak je naopak a 6 M*, je Sa = SM* ? M * c S, aS=M*S = M*oS. 
Teda je S — M* množinou tých a len tých elementov a £ S pre ktoré 
platí súčasne Sa = S, aS = S. 

Z toho najprv vyplývá, že T = S — M* je pologrupou. Ak sú totiž a, b 
dva 1'ubovol'né elementy a, b š T, platí Sa = aS = S, Sb = bS = S. Teda 
Sab = Sb = S, abS = aS = S, t . j . platí aj ab 6 T. Teda T je pologrupou. 

Rovnice Sa = aS = S platné pre každé a € T vyzerajú explicitně vy-
písané t a k t o : 

[M* + T)a = M* + T, (1) 
a (M* + T) = M* + T. (2) 

Rovnica (1) dává M*a + Ta = M* + T. Kedže je M* obojstranný ideál 
je M*a = M*. Kedže je T pologrupou, je Ta = T. Ďalej sú oba sčítance 
im právej straně disjunktné, t . j . M * n T = 0. Teda je nevyhnutné 

M*a = M \ Ta = T. 
Podobné z rovnice (2) vyplývá: 

aM* = M*, aT = T. 
Rovnice aT = T, Ta = T hovoria: ku každej dvojici elementov a, b š T 

existujú dva elementy x, y 6 T také, že platí ax = b, ya = b. Z elementov 
axiomatiky teorie grup je známe, že pologrupa s takouto vlastnosťou je 
grupa . T ý m je veta 5,2 dokázaná . 

P o z n á m k a. Předpoklad, že S — M* má viac ako jeden element, je 
podstatný . To vidno h n e d z příkladu 5,1. 
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6. 

Vyložíme teraz pojem tzv. d i f e r e n č n e j p o l o g r u p y zavedenej 
prvý raz R e e s o m [1]. 

Nech S je pologrupa a M jej pevné zvolený obojstranný ideál. Zavedme 
v S reláciu definovánu t ý m t o vzťahom: a .—. b (mod M), ak 

1. b u d je a = b, 
2. alebo je súčasne a 6 M, b 6 M. 
Táto relácia je reflexívna, symetrická, transit ívna. Je to teda ekvivalen-

cia v obvyklom slova smysle. 
Ak označíme znakmi a, 6, c, . . . elementy 6 S — A/, je zřejmé, že triedy 

(mod M) sú množiny 

1 o — v V i /? J * — vu/5 i & — \ u f > • • • 

Táto ekvivalencia je nadto regulárna. Triedy tvoria pologrupu, v ktorej 
je násobenie tried definované vzťahom Ta O Th = F0 ak v smysle náso-
benia komplexov póvodnej pologrupy je Ta • 7 ^ Fc. Kedže M je oboj
s t ranný ideál, je zřejmé, že T0 má úlohu nulového elementu. Tuto polo
grupu tried označíme znakom S = S/M a nazveme diferenčnou pologrupou. 

Z horného vyjadrenia je zřejmé, že diferenčná pologrupa Š je izomorfná 
k množině S — M -\- O, t. j . k množině elementov z S nepatriacich do M 
s novým přidaným nulovým elementom O (ktorý musíme pridať aj vtedy, 
ak S samo nemálo nulový element): 

S = S/M ^ S - M + 0 . 

V dalšom budeme elementy pologrupy S značiť miesto znakov TQ% Ta, 

Tb . . . znakmi 0, a, b, . . . . 

Zobrazenie S -> S je teda homomorfné zobrazenie pologrupy S na polo
grupu S, ktoré je definované t a k t o : 

pre a 6 S -— M je a -» a, 
pre a š M je a -> 0. 
Krátko povedané (až na příslušný izomorfizmus) uvedená konštrukcia 

vyzerá t a k t o : diferenčnú pologrupu dostaneme, ak necháme splynúť všetky 
elementy z M v jediný element 0, kým ostatným elementom z S pone
cháme ich póvodný význam. 

P o z n á m k a . Třeba poznamenat, že náš homomorfizmus S -> S zda
leka nevyčerpáva všetky možné homomorfné zobrazenia pologrupy S na 
nejakú inú pologrupu S. (Iné homomorfizmy pozři v prácach L j a p i n 
[ JIHIIIIH] [1] - [4] a M a 1' c e v [MajimeB] [1].) 

Teraz odvodíme rad viet pomocného charakteru, ktoré ukážu súvislosť 
medzi ideálmi pologrupy S a pologrupy SjM. 
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Veta 6,1. Nech m je obojstranný ideál pologrupy S. Nech l je taký Favý 

ideál z S, ze m ^ / ^ S. Polom l = l/m je Favým ideálom pologrupy S = S/m. 
D ó k a z. Predovšetkým má //m smysel, lebo m je tiež obojstranným 

ideálom v /. Pri homomorfizme S ->S přejde každý vzťah al^L l do vzťahu 
a l^l. Kedže u nás vzťah al<=.l plati pre každé a € S, platí aj a 1^.1 pře 
každé a <z Š. Teda l je 1'avým ideálom z S. 

P o z n á m k a. Analogická veta platí pre pravý ideál r, ktory vyhovuje 
vztahu m ^r ^ S a pre obojstranný ideál mx, k torý vyhovuje vzťahu 
m ^ m3 ^ S. Podobím poznámku u dalších viet už nabudeme výslovné 
uvádzať. 

Veta 6.2. Nech m je obojstranný ideál z S, Nech S —> S je zobrazenie S 
na diferenčnú pologrupu S/m. Nech l je Favý ideál z S. Polom množina ele-
menlov l z S, kloré v spomínanom homomorfizme prejdii do /, je Favý ideál 
z S (ktorý obsahuje v sebe m). 

D ó k a z . Nech v homomorfizme S -> S odpovedá elementu a -> a. 
Tvrdím, že je al^l, pre každé aš S. Keby tomu t a k nebolo, existovala 
by aspoň jedna dvojica ax € S, cx š / taká, že by bolo ax cx non £ /. Teda by 

bolo ax cx non € / a tým skór ax l non 6 /. To by značilo, že Trne je 1'avým 
ideálom z S, co je spor s predpokladom. Množina m patř í do /, lebo nulový 
element € S nevyhnutné patř í do l. 

Veta 6,3. Nech m je obojstranný ideál pologrupy S. Nech L je nějaký taký 

maximálny Favý ideál pologrupy S, že je m^Lc S. Polom L = L/m je 

maximálnym Vavým ideálom z S •= S/m. 
D o k a ž . Podlá vety 6,1 je L 1'avým ideálom z S. Usudzujme nepriamo. 

Nech existuje lavý ideál Lx, Lc Lxcz Š. Podlá vety 6,2 je množina ele-
mentov Lx c S, ktoré sa v homomorfizme S -> S zobrazia do Lx, 1'avým 
ideálom. Přitom je LcLx (lebo množina obrazov Lx — L je neprázdná) 
a LxcS (kedže aj množina obrazov S — Lx je neprázdná). Teda Lx je 
1'avým ideálom z S, t . j . L nie je maximálnym 1'avým ideálom z S. To je 
spor s predpokladom. 

Pomocou viet 6,1—6,3 sa analogicky dokáže: 
Veta 6.4. Nech m je obojstranným ideálom z S. Nech S -> S je homomorf-

ným zobrazením S na diferenčnú pologrupu S/m. Nech L je maximálnym 
Favým ideálom z S. Potom množina LcS, klorá v spomínanom homomor
fizme sa zobrazí do L, je maximálny Favý ideál z S (ktorý obsahuje v sebe m). 

Vety 6,1—6,4 budeme v dalšom aplikovat predovšetkým na případ, že 
m je nějaký m a x i m á l n y obojstranný ideál z S. 

Veta 6,5. Nech AI je maximálny obojstranný ideál pologrupy S. Potom 
S/M je jednoduchou pologrupou. 
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D ó k a z. Nepriamo. Keby S = S/M málo obojstranný ideál Mx, 0 c 
c Mj c S podFa vety 6,2 by to znamenalo, že v S existuje taký obojstranný 

ideál M l 7 že je M c Mx(z S. To je ale spor s předpokladem, že M je maxi-
m á l n y m obojstranným ideálom z S. 

Veta 6.6. jVčch M /e maximálny obojstranný ideál z S. Nech S — M má 
viac ako jeden element. Potom pre diferenčnú pologrupu SIM nemóže platil 
(S/M)2 = 0. 

D o k a ž . Nepriamo. Predpokladajme, že platí Š 2 = (S/M)2 = 0. Pre 
póvodnú pologrupu to znamená, že je (S -- M)2^M. Označme elementy 
š S — M znakmi wa, up, . . ., uv, . . . Označme dalej Uv = S — M — uv. 
Kedže existujú aspoň dva rózne elementy uv, je S — M D UV 4= 0 a existujú 
teda aspoň dve rózne množiny Uv. 

Uvažujme množiny M + UV"DM. Tvrdíme, že M + f/r je obojstran
ným ideálom z S. Je totiž: 
S (M + f/,) = SM + SUV ^ M + [(MUr) + (S - M) Uv] = M + [M -f 

+ (S - M) (S - M)] c M + (\s - Aí)2 C M + M c M + £/,.. 

Podobné je (M + t/v) • ScM + Uv. 

Kedže je M c M -f ř 7 v c S, to by znamenalo, že M nie je maximálnym 
obojstranným ideálom z S. To je však spor s predpokladom. 

P o z n á m k a . Příklad 5,1 ukazuje, že předpoklad: S — M má viac 
ako jeden element, je podstatný . Nech je, ako v uvedenom příklade, 
S = {0, 2, 4, 8} a násobením rozumějme násobenie čísel (mod 12). Maxi
málny obojstranný ideál je M* = {0, 4, 8}. Diferenčná pologrupa S/M* 
je pologrupa S = (0, 2). ktorej multiplikačná tabuFka vyzerá t a k t o : 

I 0 2 
0 0 
u o 

Teda je S 2 = 0. 

Úlohou odsekov 7 — 10 je teraz dokázat rad viet o s t ruktuře množin 
S -— L, S ~ M, krje L (M) je maximálny Favý (príp. obojstranný) ideál 
pologrupy S. 

V odsekli 7 budeme študovat s trukturu S — M za předpokladu, že M 
je ktorýkoFvek z maximálnych obojstranných ideálov. 

V odseku 8 budeme študovat případ, že M je t a k ý maximálny oboj
s tranný ideál, ku ktorému existuje najviac jeden maximálny Favý ideál L, 
ktorý obsahuje v sebe M . 

V odseku 9 budeme podrobnejšie š tudovat s t rukturu množin S — L*. 
S — M * študovaných už v odseku 5. 
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V odseku 10 preberieme niekolko dalších špeeiálnych prípadov . 

Veta 7,1. Nech M je maximálny oboj stranný ideál z S. Nech SjM má 
aspoň jeden minimálny Favý ideál. Polom, ak S— M je pologrupou, jeS — M 
súčtom disjunktných zFava jednoduchých pologrúp. 

D ó k a z. Ak S — M je pologrupou, to znamená, že S = S/M je polo

grupou s nulou 0, v ktorej žiaden element 4 0 nie je nulovým delitelom. 

T. j . a b = 0 implikuje bud a = 0, alebo b = 0. J e teda iste S 2 4= 0. Podl'a 

vety 3,9 a 3,10 je *S súčtom disjunktných minimáínych 1'avých ideálov. 

Š = S/M = E la. Podlá vety 3,11 je la = Pa + Qa,~P* = <0>,7>a r í0„ = 0 
a 

kde každé Oa je zlava jednoduché. Teda je S — EPa + EOa. Keďže nulový 
a a 

dělitel' neexistuje, je nevyhnutné pre každé a/Pa - {0}. Teda S — 0 = EQa, 
a 

kde každé Oa je zl'ava jednoduché . Keďže S - 0 je izomorfné k S — M, 
veta je dokázaná . 

Veta 7.2. Nech M je maximálny obojstranný ideál pologrupy S. Nech 
SjM má aspoň jeden minimálny ťavý a aspoň jeden minimálny pravý ideál. 
Ak S — M je pologrupou, možno písaf: 

S = M + E G<», M n E G^ = 0. 
i i 

kde Gil) sú samé disjunktně izomorfné grupy. 

D o k a ž . Ako u vety 7,1 je S = E Qa, kde Qa sú minimálně l'avé ideály 
a 

z S (ktoré majú za spoločný element iba 0). Podlá vety 3,16 možno v tomto 

případe každé Qa písať v tvare Qa~ {0} + E Ga, kde Ga sú disjunktné izo-

rnorfné grupy. Přitom podl'a vety 3,15 aj grupy vystupujúce v róznychO a 

sú spolu izomorfné. Tým je veta dokázaná. 
Dosíedok 792. Nech M je maximálny obojstranný ideál konečnej polo

grupy S. Ak S — M je pologrupou, S — M je dokonca súčtom disjunktných 
izomorfných grup. 

Užívajúc vetu 3,14 celkom analogicky dokážeme: 

Vela 7,3. Nech M je maximálny obojstranný ideál pologrupy S. Nech 
S — M je pologrupa. Nech SjM má aspoň jeden minimálny Favý ideál a aspoň 
jeden idempotent. Polom je S — M súčtom disjunktných izomorfných grup. 

Dfisledok 7,3. Nech M je maximálny obojstranný ideál periodickej1 polo
grupy S. Nech SjM má aspoň jeden minimálny Favý ideál. Ak S — M je 
pologrupou, S — M je dokonca súčtom disjunktných izomorfných grup. 

1 Periodickou pologrupou rozumieme takú (vo všeobecnosti nekonečnu) polo-
í^rupu, v ktorej každá postupnost o, a2, a3, . . . má Jen konečný počet róznych ele-
menlov. 
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8. 

Veta 8,1. Nech M je maximálny obojstrannij ideál z S. Nech S — M má 
viac ako jeden element. Nech S/M má aspoň jeden minimálny Favý ideál. 
Nech existuje na j viac jeden maximálny Favý ideál L, kiorý splňuje 
vzlah M ^ L c S. Polom je: 

a) M = L, 
b) S — L je zFava jednoduchou pologrupou. 
P o z n á m k a v o p r e d. Veta teda hovoří, že za týchto predpokladov 

neexistuje vóbec žiaden maximálny 1'avý ideál L D M. 

D ó k a z. Podlá vety 6,5 je S = S\M jednoduchou pologrupou. Podl'a 
vety 6,6 je (S)2 =¥ 0. Podl'a předpokladu existuje aspoň jeden minimálny 
l'avý ideál z S. Podlá vety 3,10 teda S je súčtom minimálnych l'avých 
ideálov z S, S = Z la. 

a 

Tvrdím, že na právej straně poslednej rovnice může byť jediný sčítanec 
rozny od nulového ideálu. To dokážeme nepriamo. Predpokladajme, že na 
právej straně sú aspoň dva sčítance od nulového ideálu rozne. Označme 
Lv = .£"/«. Nech Lv je množina elementov € S, ktorá pri homomorfizme 

a, a =l-v 

S -> S je originálom množiny Lv. Lv je zrejme 1'avým ideálom a platí 

M c Lv c S. Podl'a dodatku k odsekli 3 je každé Lv maximálnym lavým 

ideálom pologrupy S. Podl'a vety 6,4 je Lv maximálnym 1'avým ideálom 

z S. Kedže existujú aspoň dve také rozne množiny L v, m á m e spor s pred-
pokladom existencie najviac jedného takého maximálného 1'avého ideálu L, 
pre ktorý platí M^LcS. 

Je teda S\M = /, kde l je jediný existujúci minimálny Tavý ideál z S\M. 
Inými slovami: S/M je pologrupa, ktorá nemá žiaden iný Tavý ideál ako 0 
a S\M samo. 

Podlá předpokladu je M£.L c S. Podl'a vety 6,1 je L\M 1'avým ideálom 

z S\M. Kedže je L/McS/M, je nevyhnutné L\M = 0, t . j . L = M . Teda 

za našich predpokladov maximálny l'avý ideál L je dokonca totožný s ma

ximálnym obojstranným ideálom M. 

Podlá ve ty 3,7 je teraz SjM — {0} = S —- {0} zl'ava jednoduchou polo
grupou . Pre povodnú pologrupu to teda znamená, že je S = M + S1? kde 
M n Sx = 0 a S1 je zl'ava jednoduchá pologrupa . Tým je veta 8,1 dokázaná . 

Veta 8,2. Nech M je maximálny obojsiranný ideál pologrupy S. Nech 
S — M má viac ako jeden element. Nech S/M má aspoň jeden minimálny 
pravý a aspoň jeden minimálny Favý ideál. Nech existuje najviac jeden ma
ximálny Favý ideál L splňujúci M^LczS a najviac jeden maximálny 
pravý ideál splňujúci M c . JF? c S . Potom 
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a) M = R = L, 
b) S — M /> grupou. 
D o k a z. Podlá vety 8,1 je S — M zlava jednoduchou pologrupou. 

Podlá vety duálnej k vete 8,1 je však tiež M = R a S — M je tiež zprava 
jednoduchou pologrupou. Teda S — M je grupou, č. b . t . d. 

Slabšou formuláciou vety 8,1 je tá to pozoruhodná veta: 
Veta 8,3. Nech M je taký maximálny obojstranný ideál potogrupy S, 

ktorý nie je obsažený ako vlastná podmnožina v žiadnom lavom ideáli =# S. 
Nech S — M má viac ako jeden element. Potom je S = M + O, kde M n O = 
= 0 a O je zlava jednoduchá pologrupa. 

P o z n á m k a v o p r e d . Ak teda v o p r e d předpokládáme, že ne
existuje vóbec žiaden 1'avý ideál L, pre ktorý by platilo S o L z> M. možno 
obmedzujúci předpoklad o S/M vynechat. 

D ó k a z . Kedže neexistuje t a k ý 1'avý ideál L, pre ktorý by platilo 
M GLCZS, podl'a vety 6,2 to znamená, že diferenčná pologrupa S/M 
nemá žiaden 1'avý ideál 4= 0 a 4= S. Podta vety 3,7 je S/M — {0} zlava 
jednoduchou pologrupou. Pre póvodnú pologrupu to znamená, že S — M 
je zlava jednoduchou pologrupou, č. b . t . d. 

Analogicky sa dokáže: 
Veta 8,4. Nech M je taký maximálny obojstranný ideál pologrupy S, 

Idorij nie je obsažený ako vlastná podmnožina v žiadnom lavom alebo pravom 
ideáli 4= S. Nech S — M má viac ako jeden element. Potom možno písat 
S — M + G, kde M n G = 0 a G je grupa. 

Aplikujme vetu 8,4 na obojstranné pologrupy zavedené definíciou 5,1. 
Tu medzi maximálnymi 1'avými, pravými a obojstrannými ideálmi niet 
rozdiel. Z vety 8,4 vyplývá teda toto podstatné zostřeme vety 5,2. 

Veta 8,5. Nech M jelubovolný maximálny ideál obojsirannej pologrupy S. 
Nech S — M má viac ako jeden element. Polom S — M je grupou. 

9. 

Rad zaujímavých viet dostaneme v případe, ak pologrupa má jediný 
maximálny 1'avý (pravý, obojstranný) ideál L* (R*, M*). V odseku 4 sme 
našli niekol'ko podmienok, ked tento případ iste nastane. V odseku 5 sme 
už získali prvú informáciu o struktuře množin S — L*, S — /?*, príp. 
S - M*. 

Ďalšia veta je podstatným zovšeobecncním vety 8, a z práce S c h w a r z [5]. 
Veta 9,1. Nech v pologrupe S existuje L*. Nech S má aspoň jeden oboj

stranný ideál 4= S. Polom existuje aj M* (a je — pravda — M* ^.L*.). 
D ó k a z. Označme znakom F množinu tých b 6 S, pre ktoré je {b, Sb, 

bS, SbS) = S. Množina F je neprázdná. Ak je totiž a € S — L*, je podFa 



dókazu vety 5,1 (a, Sa} = S. Teda Lým skór je (a, Sa, aS, SaS) = S. 
Preto je dokonca F ^ S — L*. 

Ďalej je iste FczS, Iebo podlá předpokladu existuje aspoň jeden oboj-
sLranný ideál ra a pre b € ra je (b, Sb, bS, SbS}gm 4= S. 

V ďalšom nám pojde o to, nájsť nějaký taký, ,,najš r š í " obojstranný 
ideál M, pre ktorý platí M n F = 0. 

Uvažujme množinu 21 všetkých obojstranných "deálov z S, ktoré obsa
hu jú ra, ktoré nepretínajú F. Táto množina je neprázdná. Akra c r a a c r a , - . . . 
je 1'ubovoi'ná v smysle inklúzie usporiadaná množina elementov z 2í, 
potom spojová množina Lýchto elementov z 2Í patří opáť do 21. PodTa 
Zornovej lemmy z toho vyplývá, že v 2Í existuje aspoň jeden maximálny 
(cement M . To znamená: existuje taký obojstranný ideál M, ktorý má 
tieto vlastnosti: 

a) M n F = 0, 
b) pre každé M' D M je M ' n F =¥ 0. 

Kedže M je aj 1'avým ideálom, je — pravda — MgL*. 
Tvrdím teraz, že je F = S — M . PodFa definície množiny F je F9.S — M. 

Že nemóže b y t F c S — M, dokážeme nepriamo. Nech existuje aspoň jeden 
element b € S - M, b non 6 F . Potom ideál Mx = M + (b, Sb, bS, SbS) 
je obojstranným ideálom z S a kedže je b non 6 M , bolo by Mx -DM. 

Teda by bolo Mx n F 4= 0- Nech je c 6 Mx n F . Potom na jednej straně 
(kedže je c € Mx) je (c, Se, cS, ScS}^Mv Na druhej sLrane (kedže je c € F) 
je (c, Se, cS, ScS) = S. Teda je S = Mv Kedže b nepatří do F , je M2 = 
-•= (b, Sb, bS, SbS} 4 S. Súčasne je však M 2 (ako 1'avý i d o á l ) i L \ Teda 
Mx = M + M 2 g {L* + L*} = L* c S. Mj c S. To je spor. Preto je 
vskutku S - M = F. 

Kedže pre každé b € S — M je (b, Sb, bS, SbS) = S a každé b <H M je 
(b, Sb, bS, SbS}gM, z dókazu vidieť, že M je maximálnym obojstranným 
deálom z S. Teda je M = M*. ExisLencia M* je dokázaná. 

Veta 9 ?2. iVcc/i v pologrupe S existuje L* a nech S má aspoň jeden oboj
stranný ideál =# S. Nech S — L* má viac ako jeden element. Nech diferenčná 
pologrupa S/M* má aspoň jeden minimálny 1'avý ideál. Polom: 

a) L* je súčasne maximálnym obojstranným ideálom z S, /. /. L* = M*. 
b) S — L* je zlava jednoduchou pologrupou. 
D ó k a z. Existencia M* vyplývá z predošlej vety. Kedže je M* ^ L* c 

c S a existuje iba jediný maximálny 1'avý ideál vóbec, sú splněné předpo
klady vety 8,1. Znenie nasej vety je jej bezprostředným dósledkom. 

Veta Í3,3. Nech v pologrupe S existuje R* a L*. Nech existuje aspoň jeden 
obojstranný ideál 4= S. Nech S — L* a S — R* majú viac ako jeden element. 
Nech diferenčná pologrupa S/M* má aspoň jeden minimálny Tavý a aspoň 
jeden minimálny pravý ideál. Polom 

a) L* = R* = M\ b) S - M* je grupa. 
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D ó k a z. Vyplývá z vety 9,2 a z vety k nej duálněj. 
Předpoklad o S/M* je vermi všeobecný. Napriek tomu sa vynořuj.* 

otázka, či opuštěním tohto předpokladu nie je možno dostať vety analo
gické k uvedeným. Vo všeobecnosti nie. Zato v případe periodických polo-
grúp možno dokázat t ieto vety : 

VeSa $A. Nech v periodické] pologrupe S existuje L*. Potom existuje aj 
M* a platí: 

a) L* = M*. 
b) Ak S M* má viac oko jeden element, je S — M* zlava jednoduchá pólo-

grupa, klorá je súčlom disjunklných izomorfných grup. 
Vcía 9>5. Nech v periodickej pologrupe S existuje L* a R*. Potom existuje 

aj M* a platí: 
a) R* = L* = M*. 
b) Ak S — M* má viac ako jeden element, S — M* je grupou. 
Dókazy viet 9,4 a 9,5 sú malou modifikáciou viet 6a, 6b z práce S c h w a r z 

[5], a preto ich nebudeme obšírné dokazovat. 

10. 

Vety analogické k vě tám 9,4 a 9,5 dostaneme, ak předpokládáme exi-
slenciu právej, príp. obojstrannej jednotky. 

Veta 10,1. Nech pologrupa S má pravil jednotku er. Nech S má aspoň jeden 
obojslranný ideál 4= S. Nech S[M* má aspoň jeden minimálny Favý ideál. 
Potom je S — L* súčlom disjunklných izomorfných grup. 

D o k a z. Ak S — L* má jediný element, je t ý m t o nevyhnutné er. Tento 
element sám osebe tvoří grupu. Móžeme sa teda obmedzit na případ, že 
£ — L* má viac ako jeden element. V tomto případe je S — L* pólo-
grupou podl'a vety 5,1. 

Podlá vety 4,4 existuje L* a M* a platí M*^L*. Podra vety 9,2 je 
L* = M * a S — L* je zl'ava jednoduchou pologrupou. Kedže je er 6 S —- L*, 
tá to zlava jednoduchá pologrupa má idempotent. Teda podlá vety 3,13 je 
S — L* súctom dis junktných izomorfných grup. 

Veta 10.2. Nech pologrupa má obojstrannú jednotku e. Nech má aspoň 
jeden obojslranný ideál #= S. Nech S/M* má aspoň jeden minimálny Favý 
ideál. Potom je S — M* grupou. 

D ó k a z. Podfa vety 4,4 existujú za našich predpokladov ideály Af*, 
R*, L* a platí M* £. R* n L*. Diferenčná pologrupa S/M* je jednoduchá 
pologrupa s nulou, majúca obojstrannú jednotku e. Kedže existuje aspoů 
jeden minimálny Favý ideál z S/M*, je S/M* podlá ve ty 3,12 grupa s nulou. 
Teda je S — M* grupou, č. b . t . d. 

Výsledok vety 10,1 možno formulovat aj t a k t o : 
Veta 10,1a. Nech pologrupa S má pravd jednotku er. Potom existuje L* 

a M* a platí: 
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a) bud L* = M* a S — M* je ztava jednoduchou pologrupou, ktorá je 
súčtom izomorfných grup, 

b) alebo jednoduchá pologrupa S/M* nemá žiaden minimálny Fauý ideál. 

P o d o b n é a k o v o d s e k u 9 m o ž n o d o s t a t a n a l o g i c k é v e t y , a k v y n e c h á m e 
p ř e d p o k l a d o S/M*, z a t o v š a k u v a ž u j e m e len s p e c i á l n ě p e r i o d i c k é po lo-
g r u p y . 

V celej p r á c i s ine v z á s a d ě p ř e d p o k l á d a l i , že d i f e r e n č n á p o l o g r u p a S/M* 
m á a s p o ň j e d e n m i n i m á l n y 1'avý ideál . U k á z a l i s m e , že v p o r i o d i c k e j p o l o -
g r u p e m o ž n o t e n t o p ř e d p o k l a d o p u s t i t . V z n i k á p r o b l é m , a k é v e t y d o s t a 
n e m e , a k t e n t o p ř e d p o k l a d o p u s t í m e aj v o v š e o b e c n e j p o l o g r u p e . T e n t o 
p r o b l é m v p o d s t a t ě vedie k s t u d i u j e d n o d u c h ý c h p o l o g r ú p , k t o r é n e m a j ú 
ž iaden m i n i m á l n y 1'avý (pravý) ideál . T o b u d e p r e d m e t o m inej p r á c e . 

LITERATURA 

Gl i f f o r d A. H., [1] A systém arising from a weakened set of group postulates, 
Ann. of Math. 34 (1933), 865—871. 

[2] Semigroups containing minimal ideals, Amer. J . Math. 70 (1948), 521—526. 
[3] Semigroups without nilpotent ideals, Amer. J . Math. 71 (1949), 834—844. 

G r e e n J . A., [1] On the structure of semigroups, Ann. of Math. 54 (1951), 163 
až 172. 

L a p i n J . S., [1] Jádra gomomorfizmov associativnych sistem, Mat. Sborník, 20 
(1947), 497—514. 

[2] Normafnyje kompleksy associativnych sistem, Izv. Ak. Nauk SSSR, seria 
matem., 14 (1950), 179—192. 

[3] Prostyje kommutativnyje associativnyje sistemy, Izv. Ak. Nauk SSSR, seria 
matem., 14 (1950), 275—282. 

[4] Poluprostyje kommutativnyje associativnyje sistemy, Izv. Ak. Nauk SSSR, 
seria matem., 14 (1950), 367—-380. 

15] Associativnyje sistemy všech častičnych preobrazovanij, DAN, 88 (1953) 
13—15. 

M a l c e v A. I., [1] Simmetričeskie gruppoidy, Mat. Sborník, 31 (1952), 137—151. 
R e e s D., [1] On semigroups, Proč. Cambridge Phil. Soc. 36 (1940), 387—400. 
S c h w a r z Š., [1] O zovšeobecneniach pojmu grupy, Časopis pěst, mat . fyz. 74 

(1949), 95—113. 
[2] Teória pologrúp, Sborník práč Prírodovedeckej fakulty SU, 6 (1943), 1—64. 
[3] Struktura prostých polugrupp bez nufa, Čechoslovackij matematičeskij žur

nál, t. 1 (76), 1951, 51—65. 
[4] O polugruppach, imejuščich jádro, Čechoslovackij matematičeskij žurnál, t . 1 

(76), 1951, 259—301. 
[5] MaksimaFnyje ideály v teorii polugrupp, Čechoslovackij matematičeskij žur

nál, t. 3 (78), 1953, 139—153. 
V o r o b i o v N. N., [1] Ob idealach associativnych sistem, DAN SSSR, 83, No 5 

(1952), 641—643. 
Došlo do redakcie 15. I I I . 1953. 

38 



МАКСИМАЛЬНЫЕ ИДЕАЛЫ И СТРУКТУРА ПОЛУГРУПП 
ШВАРЦ III. 

Выводы 

Под полугруппой мы подразумеваем множество 8 элементов, замкнутое отно
сительно некоторой ассоциативной однозначной операции. 

Целью настоящей статьи является изучение структуры множеств 8 —- Ь, 8 — М, 
где Ьу М — максимальный левый и двусторонний идеал полугруппы 8. 

В статье изучены например условия, для которых 8 —- Ъ является суммой 
непересекающихся изоморфных групп. 

Аналогично получены общие условия, для которых 8 — М является группой. 
Некоторые результаты нашей статьи будут опубликованы на русском языке 

в Чехословацком математическом журнале, т. 3 (78). 
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