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O NEKTFRYCH PROJEKTIVNICH
INVARIANTECH PLOCHY

F. VYCICHLO, Praha

V néasledujicich fadcich ukiZeme, jak souvisi znamé projektivni diferen-
cialni invarianty plochy, zavislé na okoli raznych ¥ad bodu, s algebraickou
plochou, kterd aproximuje vySetfovanou analytickou plochu v bodé. Z rov-
nic projektivnich kovarianti, které odvodime na zakladé geometrickych
definic, je ihned patrny #ad okoli bodu plochy, na némz je kovariant zavisly.

Zvolme uvaZovany bod plochy za soufadnicovy vrchol O,, vrcholy O,
a 0, zvolme na asymptotickych teénach plochy, které prochazeji bodem O,.
Algebraicka plocha 17, kterda aproximuje danou plochu @ o rovnici

Ty _ (£ , a;)

z, x, x,
kde F' je regulieni funkee v okoli O,, v bodé O, aZz do okoli n-tého fadu
véetnd, bude mit rovnici

n--1 n-—2
Ty Ty + Ty

p:+ ... +p, =0,

o~
[
~—

kde

Py = by,

ps = ayxi + byxir, + byxxi + ayxi,

Pa = oty + 12T, + .. A apT;.
Tuto rovnici dostaneme, napiSeme-li pro danou plochu Taylorav rozvoj pro
choli bodu O, a uvazujeme o prvnich n ¢lenech,

Befinive 5. Bud a teénd rovina plochy 11 (®) v bodé O, a k bud priiseénd
Lubila roviny « s kubickou poldrni plochou bodu O, Ik plose II. Spojnice bodu
O, s inflexnimi body kubiky k nazgvdme Darbouxovymi leénami plochy 11 (D))

Vita 1. Darbouxovy leény plochy II v bodé O, vyhovuji rovnici

@t + ayad =0, (?)

D uk az: Kubicka poldrni plocha plochy /7 pro bod 0, ma rovnici

n—1) (n—2) ,
ey 3Ty o+ (1 - Ry aypy + py = 0. 3)

~

Pl ubini--Ceeh: Iniroduclisn a la géomélrie projeclive différentielle des sur-
faces, 1931 str. H3.
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Prise¢na kubika t¢lo pelarni plochy s rovinou teénou z; = O je
3

(n — 2) bryzyx, + a2 + bxix, + byxyx2 + a,xd = 0. (4)
Inflexni piimka této kubiky ma rovnici
(n — 2) bx, + by + byry = 0. (D)

Z poslednich dvou rovnic plyne vysledek.

Véta 2. Proinéme plochu II kvadralickou plochou tak, aby priseéna kiivka
méla v bodé O, trojndsobny bod, jehof dvé teény splyvaji s pFimkou

x, — kx, = 0. (Ba)
Potom zbyvajici teéna md rovnict
K ayx, + ayx, = 0. (6Db)

Mezi pfimkami (6a), (6b) prochdzejicimi bodem O, je ledy pFibuznost (1, 2).
Samodruzné primky télo pribuznosti jsou teény Darbouzovy.
D u k a z: Rovnice kvadratické plochy, ktera se dotyka plochy /7 v bodé
0, jest
€%, — ¢ = 0. (7)
Vylou¢ime-li x, ze (7) a (1), dostaneme rovnici pramétu praseéné ktivky
z bodu 0,. PonévadZ priseéna ktivka | ma v bodé O, trojnasobny bod,
rozpadne se prumét [* v pfimku x, = 0 a v dalsi k¥ivku. Musi tedy byti

P2 + @ = 73 (A2 + uxy + vxy). (8)
Rovnice te¢en v trojnisobném bodé kiivky I v O, je tedy
axt + (b — b) zixy + (by — wb) xy73 + ax; = 0. (9)
Podminka, aby dvé z téchto pfimek splynuly s primkou x; = ka,,je
—_— 3 3
by — b = __ﬂ’;l%_ff__‘?,z’ by — 1tb = F}ll,‘_,_lc Ra, (10)

Dosazenim (10) do (9) vyplyva
(k2ayxy + agxy) (2, — kaxy)? = 0.

Rovnice (6b) je tim odvozena. Pfimka (6a) splyne s (6b), kdyzZ a jen kdyz
ak® + a, = 0.

Definice 2. Kvadraticka plocha, ktera plochu II (@) protind v kifivce majici
v bodé O, trojndsobny bod s teénami Darbouxzovymi, se jmenuje Darbouxova
kvadrika plochy II (®) v bodé O,.2

Véta 3. Darbouxovy kvadriky plochy I1 (D) v bodé O, tvori svazek, jeho?
rovnice je:

b (x4 bayxy) — x4(byxy + byxy + vig) = 0. (1)

2 Viz 1,
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D G k a z: Aby rovnice (9) vyjadiovala teény Darbouxovy, je nutno
a stadi, aby platilo
by — b =0, by — ub = 0. (12)

Rovnice (12) s rovnicemi (8) a (7) davaji rovniei hledanou (11).
Véta 4. Bud ddna algebraickd kiivka rovnici

n---1

o -3
nry 3'2"{*',1";': r2+'rg r3+ ...-{—r,,:(),

kde
r, = ma? + na,x, + pai,
ry = Myat + Nyziz, + Npxyx; + My, 13)
r4: #lxi—i— e e . +‘l12.1';

Rovnice kuzeloseéky, klerd ma s kiivkou v bodé Oz pétibodovy styk, je

xroxy — Ax? — Bxyx, — Cx = 0, (14)
kde
. _ M, . N, M, M: gy
A——""”),B—-—-*"—f—;;l’C——p+~’;*'—'n;‘;l2+;;ls—"772.(l5)

D uk a z: Kuzelosectku, kterd v bodé O, se dotyka k¥ivky (13), lze vy-
jadrit parametricky takto:

x, =1, x, =1 x3 = A 4 Bt + Ci2. (16)
Dosadime-li vyrazy (16) do (13), dostaneme rovnici pro parametry pruse-
¢ika. Pro pétibodovy styk v O3 musi vysledna rovnice mit nulové vyrazy
pii 82, £ a 1*. Tim dostaneme tii rovnice pro A, B, C, jich% Ffefenim jsou
vyrazy (15), které jsme uvedli ve vété.

Vita 5. Oznaéme i leénu v bodé O, plochy II (D), kierd je riiznd od leény
asymplolické. ProloZme teénou t rovinu « a sesirojme v ni kuZelosetku, kiterd
md v bodé O, pélibodovy styk (styk étvrtého i#dadu) s Fezem plochy rovinou a.
Oldéi-li se rovina « kolem osy i, vyplriuji kufeloseéky t. zv. Moulardovu kva-
driku v bodé O, prislusnou lecné 1.3

Je-li rovnice plochy 11
oy g +al TPy PP+ ... +P, =0, (17)
kde 7
Py = itvy, -+ 0y - Ugg, Py = xivg, + 3 gy - X035 + g3,
P,=xv,,+ ..., ...

pak rovnice Moulardovy kvadriky v bodé O,, kierd piislusi k tecné 0, 0,, je

‘ 2 Usy UggU31 — UsgU21
Lyly A Ty + Ty (Vg — = Xg) + (Vgg — S Ty
U2() Vzo
Vogly, — U2
e = Y g o, (18)
e vﬁﬂ
3 Fubini—Cech: loc. cil, ste. 111,
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D ik a z: Protnéme plochu Il o rovnici (17) rovinou
Ty — Axy = 0. (19)
Praseéna ktivka ma rovnici
izt x, + a7 20y, 4 2y (1,4) 4+ 220, (1,4)] + ab % [l +
+ atry (L) 4 ... ]+ 2 2t 4+ .. ]+ ... =0, (20)
PonévadZ pfimka O, O, neni asymptoticka, je vy, &= 0.

Rovnice kuzelosetky, kterd ma s kiivkou (20) pétibodovy styk, je podle
véty 4

,’1:4:1,‘2 = — a}i 112.'_) + x1x2 — 9,271,,(1_’4.) + l_)l’ -+ :ri — l_,73—2 (1’}‘) —+—
Y3 2 Vs, 1 A
Vg (1,4) v3-01 (L,4) | 0y, Uy
Do (1A Uplan (LA) 4 Usa g Ow )] 2
+ Ugq V3o + U3, l’go; 1)

Eliminujeme-li 1 z rovnic (19) a (21), dostaneniec rovnici (18).

Véta 6. Moutardova kvadrika plochy II v bodé O, prislu$nd leéné t protind
plochu Il v kiivce, kterd md v bodé O, lrojndsobny bod, jeho? dvé teény splyjvaji
s pfimkou .

D Gk az: Rovnici (18) Moutardovy kvadriky plochy = uréené rovniei
(17) pisme ve tvaru

Ty, — 0y = 0.
Pruseéna kiivka ma pramét z bodu O, spliujici rovniei

P

—2 n- -3 , L2 ’ \
Oz " (Py+ Q) +02 "Pyag + ... 4 Py =0, (22)
pri tom je:
— U Ugylgy — Ugylyy Uyl = Ugy
P, + 0, = J’3[v“ Ty S Fr s <1 B
20 20 20

Pramét (22) se tedy rozpada v primku x; = 0 a v dalsi soucast a tedy O,

je trojndsobny bod kiivky. Rovnice teéen v bodé O, je:

Us; Py Uy (g, 0) — 0305y (5, 0) ]
g 4R L 8L SR L Py (3. 1, 0) = 0.

- P2 (xh Lo, 0) v e
F2n “en
(23)

Je-1i
P, (xy, x5, 0) = ax? -+ brya, + caz.
Py (2, 2, 0) = Az} + Bz, + Byxy2; + Ayxg
a asymplotické te¢ny v bodé O, jsou harmonicky sdruZené k soufadnico-
vym hrandm 0,0, 0,0,. pak b = 0 a rovnice (23) bude:

\

A B )
(— ax® — ca?) (-a—l  + -—a—l w;’ 4+ Agxd - Biatr, + Byrprd + Ayxd = 0,
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nebo
x2[x, (aBy — cA;) — x, (¢B; — ad,)] = 0.

Definice 3. Bud a le¢nd rovina plochy II v bodé O,. Kazdému bodu M ro-
viny « prislu$i vzhledem k Moutardové kvadrice bodu O, a tetné O,M (resp.
lecné O M’ konjugované k teéné O ,M ) poldrni rovina u. Tolo piifazeni nazy-
vame korespondenci Moutardovou (resp. Segreho).*

Véta 7. Body roviny «, jimZ v korespondenci Moutardové (Segreho) pri-
sludi jejich poldrni roviny k Darbouxovym kvadrikdm, lezi na Darbouxovych
teéndch bodu O,.

Dtk a z: Plochu I7 opét ur¢ime rovnici (1). P¥imku O,M oznaéme {,
k ni konjugovanou oznaéme #,. Jejich rovnice jsou x; = + ka,, pfi tom
znameni + plati pro pfimku {. Moutardovu kvadriku k te¢né # (f;) oznaéme
0, (0,,). Kvadrika 0, (Q.,) protina podle véty 6 plochu II v kfivce, ktera
ma v bodé O, trojnasobny bod, jehoZ dvé teény splynou s ptimkou ¢ (4,).
Podle dukazu veéty 2 patii Q, (Q,,) do svazku ploch

x4y + by, — g (Axy + ux, + vag) = 0,

kde
Fa,k*+ a a,k®* F 2a
bl—-lb?:———-lkT————z,bz—,ubz'—l"*Tc—z. (24)
Bod M (ky,, y,, 0, y,) ma vzhledem ke kvadrice Q, (Q.,) polarni rovinu
ky, (bry — Axs) + yy (ba; — pxs) + Yu%s =0 (25)

a vzhledem ke kvadrikim Darbouxovym uréenym vétou 3 méa polirni
rovinu

ky, (b2, — byxg) + y, (b21; — byxs) + by,s = 0. (26)
Vyjadiime-li, aby rovnice (25) a (26) predstavovaly tutéZ rovinu, dostaneme
k(bA — by) + bu — by, = 0.
Po dosazeni za 4 a s z rovnice (24) dostaneme:
ak® 4 a, = 0,
coz znamend, Ze bod M leZi na Darbouxové te¢né.

Definice 4. Oznaéme k., ( k,) pritsseénou kitvku plochy II(®) s leénou rovi-
nou « bodu O,. Raciondlni kubika k,, kierd md v bodé O, dvojndsobny bod
a s kazdou vélvi krivky k., (k,) v bodé O, &lyrbodovy (ttctiho tfadu) styk, se
nazijvd Slrazzeriho kubika plochy II (@) v bodé O,. Inflexni pFimka kubiky k,
se jmenuje druhd hrana Greenova plochy II {(®) v bodé O,. Piimka poldrné

sdruzena k lélo primce vzhledem k Darbouxovyym kvadrikdm se jmenuje proni
hrana Greenova.®

¢Fubini—Cech, loc. cit. str. 109 a dalsi.
5Fubini—Cech, loc. cit. str. 100.
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Veia 8. Rovnice Sirazzeriho kubiky plochy Il uréené rovnici (1) v hodé O je:

a, . b o . b o Ly ) ,
Ty Xy + ;‘ x} + (—5‘ - :) xtr, + (f — a—j) @t + I—f xs =00 (27)
Rovnice druhé hrany Greenovy je tedy
b, o by
o 2 M e (=2 22 g, - 0, 2
o) () @

D dkaz: Rovina a; = 0 sele plochu & v kitivee
-2 n—3 ; /
by " ayry 4 2i 7 py (g, 1) + o+ p, (Ey 2y) =0, (29)
Kubika kg, kteri md O, za bed dvojnisobny s tenami o == 0, z, = 0,

ma rovnici

xyryay — (A2} + Byair, + Byryai 4 Ayxy) = 0, (30a)
nebo rovnice parametrické
=1, 2y =12 z, = A, + Byl 4+ B,? + Al (30b

Dosadime-li (30b) do rovnice (29), dostaneme rovnici pro parametry pra-
secnych bodi:
B(AD 4+ a) A+ [(n —2) A,Bb + (n — 3) Bya, + Ab, +
+oa] AT Bt [(n — 2) AyByb + (n — 3) Bya, + Apb, +
+ o) As T 4 B 3 (Ah 4 ap) A3 = 0. (31)
Aby kubika (30a) méla s kazdou vétvi kiivky (29) v bode O, ¢tyrbodovy
styk, je nutné a staci, aby koeficienty pii 2, ¢4, #*»—*, #—3 v rovnici (31)
byly rovny nule. Z téchto rovnic ur¢ime A;, 4,, B,, B, a dostaneme rov-
nici (27).
Véta 9. Oznaéme k, (ky) priseénou kitvku plochy 11 (@) s le¢nou rovinou
x bodu O,. Oznaéme ddle k. (Ks) vétev . kiivky (ke), je? se dotykd asymplo-
tické tecny 1; a koneéné oznaéme c; kuzeloseéku, klera md alespori étyrbodovy
(tretiho ¥adu) styk s vélvi k', (kY). Sesirojme poly P; piimek t; (j + i = 1,2)
vzhledem ke kuzelosetkdm c;. Polom plali: Primka P, P, je druhd hrana
Greenova plochy 11 (®) v bodé O,.
D u k a z: Plocha IT bud déna rovnici (1). Prisecna kiivka k, mé rov-
nici (29). Oznaéme t;, = 2, =0, {, = 2, = 0.
KuzZelosedka ¢, ma rovnici

a, b oy .
Tylty = — 3= T + (*‘ D + o X,y -+ pay
a kuzelosecka ¢, ma rovnici
a, by | % | 2
T, = — T x% - (.~ 5 -+ E:, Ty T 1T

46



Poly primek {, o [, maji soutadnice

I o b o) |
P;ﬂyl-yg-yﬁ—'1-0-(—~7;+a—1J,Pz

[ RELRE ':U:I:(———i;-+g—2)|-

Ptimka P, P, ma rovnici

co7 je rovnice (28).

Doslo do redakeie 3. IV, 1953.

O HEROTOPBIX ITPOE KTUBHBIX MHBAPMAHTAX ITJIOCKOCTOA
BBIYUNXJIO ©.

Brisomnt

B cratbe BbiBegenbl M3BeCTHLIE TUGE epellMajblible MHBAPUAMTEL HOBCPXUOCTHA, UX
CBOMCTBR 1 COOTHOLICHMSA MOMKAY HMMHU (HallpuMep KacaTedplible JLap0y, KBagpUKHU
MyTapja, ryounn Crpasepu, rpanm I'puina).

ABTOpP HNPOBOJIAT AIIPOKCUMALMIO PACCMATPUBACMON aHAJIUTUUYCCKON MUBCPXHOCTH
B TouKe @JIrcopamuecKoil OB PXHOCTBIO. AJIreGpavucCKUe IPOCKTUBHLIE CBOMCTBa
BCIIOMAraTeJIbHOM OB 2PXHOCTH JOCTABJIAIOT IIPOeKTUBHBIE KOBAPHAHTLI MCCICMY eMOM
rnopepxnoctu. KoBapuanTsl onpemeiieHbI TeOMeTPMUSCKM M ONP ficJielbl UX ypaBHe-
1IMsT, U3 KOTOPHIX SBHBIA MOPSMOK OKPeCTHOCTH TOUYKH MOBIPXHOCTH, OT KOTOPOIf
KOBAUPHAIT 3aBUCHM.
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