Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Dionyz Ilkovi¢

Prispevok k formuldcii zdkladnych zédkonov elektrodynamiky v Minkowského
Stvorrozmernom casopriestore

Matematicko-fyzikdlny casopis, Vol. 5 (1955), No. 4, 222--227

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126852

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1955

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126852
http://project.dml.cz

PRISPEVOK K FORMULACII
ZAKLADNYCH ZAKONOV ELEKTRODYNAMIKY
V MINKOWSKEHO STVORROZMERNOM
CASOPRIESTORE

DIONYZ ILKOVIC(

Autor zndmej uéebnice vektorového ‘poétu M. Lagally (Vorlesungen iiber
Vektorrechnung, Leipzig 1944) v uvode k tejto svojej knihe piSe: ,,...vSade,
kde sa vystaci s najjednoduchs§imi vykonmi vektorového poltu, oceriuje sa
pocitanim s vektormi ziskana nezivislost od nahodilého stradnicového sy-
stémru, avSak pocitanie s diddami a s tenzormi vyssich stupiiov sa nepouziva;
ked zavedenie diady je uz nevyhnutné, prejavuje sa aspoii neochota povazovat
diddu za zakladny matematicky pojem a oznacovat ju vlastnym znakom.
Namiesto toho, aby sa vystavba elementarneho vektorového podtu doplnila
dalsou kapitolou, polita sa opit len so suradnicami.© Tymito slovami cha-
rakterizovany stav vo fyzikalnej literatire ani dnes este nie je uplne prekonany,
aj ked sa hotové vysledky uz dost vSeobecne zapisuji nakoniec pomocou vek-
torov a tenzorov.

V tejto studii, vychddzajuc z Maxwellovych rovnic a désledne pouzivajic
metédy a symboliky vektorového a tenzorového poétu, dochiadzam k istej,
v rozpisanom zlozkovom tvare vieobecne znamej formuldcii zakladného za-
kena elektromagnetického pola v Minkowského casopriestore, pricom nie-
ktoré elementdrne vety Specidlnej tedrie relativity povazujem za zniame. Pri
uprave vyrazov pouzivam aj niektoré definicie a podetné pravidla vektorového
poctu v §tvorrozmernom linedrnom priestore, najmé antisymetrického a kom-
plementarneho sucinu dvoch vektorov, ako ich v svojich nedavno uverejne-
nych studidch zavadza J. Garaj.l

Cielom tohto (lanku je najmi presvedéit citatelov, Ze nielen poditanie
s vektormi, ale aj pocitanie s tenzormi ako s veliéinami je jednoduché a vedie
ku vztahom a vyrazom, ktoré s omnoho prehladnejsie ako s nimi rovno-
cenné vztahy medzi stiradnicami prislusnych vektorov a tenzorov.

1 J. Garaj, Prispevok ku vystavbe vektorovej algebry v Minkowského Stvorrozmer-
nom d¢asopriestore, Matematicko-fyzikalny éasopis SAV, roé. 5, 22, 1955 a O pouZivani

imaginarnych stradnic v geometrii Minkowského Stvorrozmerného &asopriestoru, tamze,
str. 114.
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Ako je vieobecne zndme, polohovy vektor éasopriestorového bodu (bodovej
udalosti) vzhladom na iny takyto bod mozno pisat v tvare Stvorélenu

r* = zi + yj + 2k + dcil (1)
alebo, ak zavedieme substiticiu u = 7ct,
r* = ai 4+ yj + zk + ul, (2)

kde 2, ¥ a z s pravcuhlé suradnice vztahujice sa na inercidlny stiradnicovy
systém, ¢ je v tomto systéme obvyklym snmdsobom poditany &as, ¢ rychlost
svetla vo vakuu, ¢ imaginarna jednotka a i, j, k a 1 jednotkové vektory rov:io-
bezné so sturadnicovymi osami pravouhlého systému a vektor 1s ¢asovou osou.

Hamiltonov operator v Minkowského dasopriestore moZeme teda pisat
v tvaroch

.9 .0 0 o .0 .0 o 1,0
] — _— e e K — - —_— —_— e —_— ] =
L] 'o:c”(./;yrl‘oz‘llou, 'm“o,y}kaz c ot
) i, 0
S ST [ R :
+15; PR (3)

Majme na mysli elementarne dasopriestorové posunutie bodu dané dife-
rencidlmi dz, dy, dz a dt ¢ize posunutie bodu v priestore, ktoré sa uskutoénilo
v Casovom intervale di. Kedze velidina

c2di? — (da?® + dy2? + dz?)

je od volby inercidlneho suradnicového systému nezavisla, nie je od tejto
Volby zavisla ani veli¢ina

szw_émﬁ+@u4w. (4)

Menuje sa absolitnym elementirnym ¢asom (intervalom), uplynuvsim medzi
dvoma udalostami, ktoré sa vzhladom na zvoleny vztainy inercidlny systém
prihodili v mieste a ¢ase @, 9,2, t a 4 da, ¥y + dy, 2z + dz a t + dt. Ak da,
dy a dz st diferencidly priestorovych stradnic pohybujticeho sa bodu a dt
prislusny cas, je:

drubha mocnina absolitnej hodnoty rychlosti pohybujticeho sa bodu vzhladom
na systém, na ktory sa vztahuji suradnice «, 9, z a dasovy udaj t. Teda v tomto
pripade je:

MTMVanz—%

- 1
ak sme polozili f = -—o———.

J1-%

c
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Podiel
dr* dr 4 ‘eldt dr ) .
* - _— 3 ==
V= s O B (dt -+ zcl) B(v + icl) (5)
menuje sa §tvorrozmernou rychlostou pohybu bodu v dasopriestore a predsta-
vuje vektorovy invariant, lebo dr - a dr st tiez invarianty.

Z Lorentzovych transformdcii vyplyva, Ze sa objem s rychlostou zmensuje.
Ak pokojovy objem je V,, za pohybu je V = V /8. Za predpokladu, Ze elek-
tricky naboj je od rychlosti svojho pohybu nezavisly, hustota elektrického
naboja je preto v tom istom pomere vicsia, t. j. je:

0 = 0,f, (6)

ak g, znac¢i pokojovii hustotu elektrického naboja.
Vzhladom na Lorentzove transformécie invariantny $tvorrozmerny vektor
— oyt — 2 yx :

J = gVv* = sV o(v + acl) (7)
sa menuje Stvorrozmernou hustotou elektrického pridu v Minkowského &daso-
priestore.

Maxwellove rovnice v zneni platnom pre vakuum su:

div ¢, E = o,
divB = 0,
oB
I‘OtE— —O—t, (8)
1 0E
rOtB—/iOQV—{’-C—szt‘-.

Sc¢itanim ugicl ndsobku rovnice prvej a rovnice $tvrtej dostdvame rovnicu:

. 1 9E . .
poic(V . &E) + V X B — - == = poov + pgicle = poev + poicl = pd

alebo, kedze je
10E 0

e, — LOE 0 i\ 0 [ %

aVxB=(VxB).I=V.(B xI),kdel je trojrozmerny tenzor identity,
) é )
(V.FE)1+V.(B><1) +151;.(~?1E):M,J.

Tuato rovnicu, kedZe vo vyrazoch E,B X I a V nevystupuje jednotkovy
vektor 1, moZzeme viak pisat aj takto:

o. lB T4 (81— lE)] — . 9)
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Podobne séitanim 1 nasobku Maxwellovej rovnice v naSom poradi druhej
a i/c nasobku rovnice tretej dostavame rovnicu:

i i 0B
(V.BI+Vx—E4 = =0,
t. j. |
i olB
(V.B)l—}—V.(-;ExI)—l.W:O,

ktort, kedZe ani vo vyrazoch B, E X I a V nevystupuje jednotkovy vektor I,
mozeme pisat aj takto:

O .[gEx1+» (Bl~lB)]: 0. (i0)

Lahko sa presvedéime, Ze v rovniciach (9) a (10), ktoré si rovnocenné s Max-
wellovymi rovnicami (8), vystupujice tenzory, Maxwellove tenzory

F=B><I+%-(El—lE) (11)

G:—z-(ExI)+(Bl—lB) (12)

st antisymetrické a vzdjomne dudlne. Pre Tubovolny trojrozmerny vektor v,
ako si to ¢itatel jednoduchym prepoditanim moze l'ahko sam dokdzat, plati
totiz identicky v X I =1 X v, takZe je tiez

F:le—f—%(l*E) (13)

G=%(l><E)+l*B, (14)

kde 1 x E a 1% B st antisymetrické a1 X E a 1 X B komplementéarne stéiny
prislusnych vektorov.

Tenzory F a G moéZeme vyhodne pouzit na odvodenie vektorov E' a B’
v priestore §’, ktory sa vzhladom na priestor § pohybuje rychlostou v. Zo
vzorcov (11) a (12) totiZz bezprostredne vyplyva, Ze je:

E=idl.F a B=G.L (15)

Kedze viak v désledku invariantnosti Maxwellovych rovnie, teda aj z nich
vyplyvajucich rovnic (9) a (10), vzhladom na Lorentzove transformacie ve-
lidiny F a G st vzhladom na tieto transformacie tiez invariantné, je:

E =il.F a B=G.I, (16)
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pri¢om s ¢asovou osou sustavy S’ rovnobezny jednotkovy vektor 1’ ako funk-
cia rychlosti v pohybu ststavy S’ vzhladom na sistavu S (pozri napr. J. Krem-
pasky, Tenzor deformdcie priestoru a ¢asu pohybom, Matematicko-fyzi-
kalny casopis SAV, roé. 5. 124, 1955) je:

r _7“7:_ — __i:‘ -3k
lw[)’(l Cv) o v

kde v* je stvorrozmerna rychlost pohybu sistavy S” vzhladom na ststavu S.
Teda tiez je:

) )
E =vt.F a B = - Aol PR (16a)
Z Maxwellovych rovnic vyplyva, Ze je vidy:
. op
B=rotP a E= -—grad 'V_.F_’

kde P je t.zv. vektorovy potencial a V skalarny potencidl v elektromagnetic-
kom poli. Maxwelleve tenzory mozeme teda vyjadrit aj pomocoun tychto
velicin. Dostavame:

Fe (TxP)xI+ -; (— YVI+IVV) -+ 7( (_-- Lo R
) ) 0 9 o (v
~ (PY —YP) + (11577—-1-0;1’) 4 (IV — Y ( 2 )
~ (PO — OP) + (IV — V1) (?C 'V)

. , S, a
alebo, ak k symbolu (IV — V1) pripoc¢itame anulnjici sa symbol {Il T I ,—~l),
u ¢
takze bude:

(IV — Y1) = (IV — V1) + (u -

0 1] |
ou ou

)= ao—rm,
¥=P0-— 0P+ (—2 Vit — 0O % Vl) = (VO — OV) = O* V=10t V,
. (17)
kde V = P - % V1 je tzv. $tvorrozmerny vektorovy potencidl v elektroimag-

netickom poli.
Tenzor (r teda je, kedze je dudlny k tenzoru ¥,

G=[]1xV=r0V. (18)
Roviiice (9) a (10) mozeme teda pisat aj takto:
divrot V = pu,J, (19)
divrot V = 0, (20)
¢ize
O.(O*xV) = ud (21)
0.(0O0xV)=0. (22)



Rovnicu (22) spliia viak kazdy §tvorrozmerny vektor V, lebo je vidy (pozri
napr. cit. §tadie J. Garaja)

O.(OxV)=—(Ox0O).V=0,

do stivisi s tym, Ze rovnica (22) je désledkom Maxwellovych rovnic, v naSom
poradi druhej a tretej, ktoré na trojrozmerny vektorovy potencial P a skalarny
potencial V, z ktorych je vytvoreny Stvorrozmerny potencidl V, nekladi
nijaké podmienky.

Kazdé riesenie diferencialnej rovnice

divrot V.= u,J

dava teda jedno rieSenie styroch diferencidlnych Maxwellovych rovnie.
Pretoze je divtot V= .(O*V)=[1.(VO— OV)=graddivV —

— [J2?V, rovnicu (21) mézeme pisat aj v nazornejSom tvare
grad div V — [J2V = ud. (23)

Elektromagnetické pole je jednoznaéne uréené napr. Maxwellovym tenzo-
rom F = [J% V. Ak je viak najdeny jeden vektor V, spliajici predchidza-
jicu rovnicu, spliia ju aj vektor W = V 4 ¢, lebo je (1x W = [J* (V -+
+ O¢)= O*xV, kedie je O*([J¢)=(0O*x )¢ =0. Vektor W viak
moéZzeme volit vidy tak, aby bolo div W = divV + [J%p = 0, na &o stadt
splnit poslednti rovnicu, a to je vidy mozné. O vektore V mézeme teda pred-
pokladat, Ze spIﬁa rovnice

divV =0 (24)
02V = . (25)
Kazdé rieSenie aj diferencidlnych rovnic (24) a (25) ddva teda jedno rie-

Senie diferencidlnych rovnic Maxwellovych.
Rovnice (24) a (25) moZno rozpisat na zndme rovnice

1oV
op LoV ,
div P + ol 0, (26)
1 P
AP Twar - Moy (27)
10V 1
VW=wa =5 (28)

ktoré spiiiaji ani relativisticky nie invariantné potencidly, trojrozmerny vek-
torovy potencial P a skaldrny potencial V.

Doslo 9. VII. 1955.
Katedra fyziky
Slovenskej vysokej §koly technickej,
Bratislava
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