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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK IV CIisLoO 4

O ROZKLADE JEDNODUCHYCH POLOGRUP
NA DIREKTNY SUCIN
JAN IVAN, Bratislava

UVOD

Predlozena praca nadvizuje na autorovu pracu [1], ktorej obsahom je vy-
getrovanie vlastnosti direktného suéinu polograp, najmé jednoduchych. Cie-
lom tejto prace je ndjst nevyhnutné a postacéujice podmienky k tomu, aby sa
koneéné jednoduchd pologrupa bez nuly dala rozlozit na direktny saéin inych
pologrip.

Uvodom si pripomenieme zakladné definicie a vety z teérie pologrip. Po-
drobnejiic poutenic o tom dcitatel najde napr. v praci Schwarz [1].

Pologrupou nazyvame kazdd neprazdnu mnozinu S elementov a, b, ¢, ...,
ktord je uzavretd vzhladom na nejakd jednoznaéni asociativnu operdciu
{(ndsobenie): (ab) ¢ = a(bc).

azdt neprazdnu podmmnozinu S; pologrupy 9, ktora pri tej istej definicii
nasobenia tvori pologrupu, nazyvame &astoénow pologrupow pologrupy S.

Neprazdnu podmnozinu L pologrupy S nazyvame lavym idedlom polo-
grupy 8, ak je splneny vztah SL C L, t. j. pre kazdé s € S, I € L plati sl € L.
Pravym idedlom nazyvame neprazdnu podmnozinu R, ktora splituje podmienku
RS C R. Obojstrannygm idedlom nazyvame podmnozinu M, ktora je sadasne
Tavym aj pravym idedlom pologrupy &, t. j. spliuje podmienky SM C M.
MS C M.

Kazdy lavy (pravy, obojstranny) ideal pologrupy S je jej ¢iastoénou polo-
grupou.

Prenik (ak je neprazdny) a saéet dvoch Favych (pravych, obojstrannych)
idedlov je lavy (pravy, obojstranny) ideal.

Lavy (pravy, obojstranny) ideal pologrupy S nazyvame minimdlnym ided-
lom pologrupy S, ak uz ncobsahuje v sebe ako vlastni podmuoZinu Ziadny
iny lavy (pravy, obojstranny) ideal pologrupy S.

Pologrupa nemusi obsahovat minimalne idedly.

Prenik dvoch réznych minimalnych Tavych (pravych) idedlov je prazdna
mnozina.

Pologrupa S méze mat najviac jeden minimélny obojstranny idedl N. Tento
je potom podmuozinou kazdého obojstranného idedlu z § a da sa teda defi-
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novat ako prenik vietkych obojstrannych idedlov z S (tzv. Suskeviéovo jadro).

Pologrupa § moéze (ale nemusi) obsahovat element z tej vlastnosti, Ze pre
kazdé a € S je za = az = z. Takyto element nazyvame nulou pologrupy.

Pologrupa mdze obsahovat najviac jednu nulu.

Nula (ak existuje) je pri uvedenej definicii minimality zrejme jedinym existu-
jucim minimalnym lavym (pravym, obojstrannym) idedlom. V tomto pripade
je preto vyhodné minimalny ideal definovat ako ideal, ktory okrem nuly (nu-
lového idealu) neobsahuje uz zZiadny iny podidedl rovnakého druhu. Potom
plati:

Prenik dvoch réznych minimélnych lavych (pravych) idedlov je nulovy idedl.

Pologrupa méze mat viac (aj nekoneéne mnoho) minimalnych obojstran-
nych idedlov.

My sa tu budeme zaoberat iba pologrupami bez nuly, takZe nebude zalezat
na tom, ktort definiciu minimality pouZijeme.

Pologrupa moéze (ale nemusi) obsahovat idempotentny. element (kratko idem-
potent), t. j. taky element e, pre ktory plati e? = e.

Kazda konetnd pologrupa obsahuje aspoil jeden idempotent.

Pologrupa S mdze mat najviac jeden jednotkovy element (jednotku), t. j. taky
element e € 8, ktory pre kazdé a € § spliuje vztah ea = ae = a.

Pologrupa § moéze mat aj viac (aj nekoneéne mnoho) lavych jednotiek, t. j.
elementov ¢; € S, ktoré pre kazdé a € § spliiujt vztah ¢z = a. Podobne mdze
existovat viac (aj nekonedéne mnoho) pravijch jednotiek, t. j. elementov e, € S,
ktoré pre kazdé a € § spliiuja vztah ae, = a.

Kazdy idempotsnt minimdlneho Iavého (pravého) idedlu je jeho pravou
(lavou) jednotkou.

Poznidmka o oznacovani: Symbol §; C 8 znaéi (na rozdiel od §; C §),
ze S je vlastnou podmnozinou mnoziny 8. Stuéet dvoch mnozin S;, S, budeme
znadit {8, S;} alebo S; 4+ S,. Rovnaky vyznam mé symbol ;. Ostatné ozna-
¢enia maji obvykly vyznam. :

1. STRUKTURA KONECNYCH JEDNODUCHYCH POLOGRUP
BEZ NULY

Kedze sa v dalSom budeme zaoberat $pecidlnej§imi otdzkami, ktoré sa ty-
kaji jednoduchych polograp bez nuly, musime si najprv trochu podrob-
nejdie vylozit §truktaru takychto polograp. To bude obsahom tohto odseku.
Niektoré vysledky tohto odseku stt zname (pozri napr. Suschkewitsch [1],
Schwarz [2]). Poddme ich v8ak vo forme pre nase tdely obzvlast vyhodne;j.

Detinicia 1,1. Pologrupu S nazgvame jednoduchou, ak neobsahuje Ziadny oboj-
stranny idedl rézny od S a nulového idedlu (ak S mad nulu).

Specidlne pripady jednoduchych pologrip st tzv. zlava a sprava jedno-
duché pologrupy.
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Definicia 1,2. Pologrupu 8 nazjvame zlava (sprava) jednoduchou, ak neobsa:
huje Ziadny lavy (pravy) idedl rézny od S a nulového idedlu (ak S md nulu).

Veta 1,1. Pologrupa S bez nuly je zlava (sprava) jednoduchd viedy a len
vtedy, ak v nej rovnica xa = b(ax = b) md riefenie pre kazdé a,b € 8.

Do6kaz. Pozri napr. Ivan {1], veta 1 a la.

Z axiomatiky tedrie grip a z vety 1,1 vyplyva, ze zlava a zdrover sprava
jednoduchd pologrupa bez nuly je grupou.

Veta 1,2, Nech S je pologrupa bez nuly, L jej minimdlny lavy a R mintmdlny
pravy idedl. Potom L je zlava a R sprava jednoduchd pologrupa bez nuly.

Dékaz. Pozri napr. Schwarz [3], veta 3,5.

Veta 1,3. Jednoduchd pologrupa S bez nuly, ktord obsahuje aspor jeden mini-
mdlny lavy (pravy) idedl, je suctom minimdlnych lavych (pravich) idedlov.

Doékaz. Pozri napr. Schwarz [2], veta 2,1.

Poznéamka. Odteraz sa budeme zaoberat uz iba koneénymi pologrupami
bez nuly.

Veta 1,4. Nech S je koneénd pologrupa bez nuly, nech L; je jej lubovolny mi-
nimdlny lavy a R, minimdlny pravy idedl. Potom:

1. L;n R, = Gy, je grupa,

2. Gy je minimdlnym pravym idedlom v L; a minimdlnym lavym idedlom
v By,

3. grupa Gy, sa dd vyjadrit aj takto:

Gy = eql; = Rye,
kde e;, je jednotka grupy G, .

Doékaz. 1. Dokdzeme najprv, Ze @y, = L; n R, je neprazdna mnozina. Uva-
Zujme sudin R,L;. Ten je iste neprazdny. Pritom je:

RL;C L;, RL;C Ry,
R,L;CL;n Ry,
teda mnozina G, = L; n R, je neprizdna.

UkéZeme teraz, Ze neprazdna mnoZina Gy, C § je ¢iastocnou pologrupou
pologrupy 8. K tomu staéi dokdzat, Zze sadin Iubovolnych dvoch elementov
z G je opit element z Gy

Nech a, b st Iubovolné elementy z Gy, t. j.

GEL,‘, (ZERk; bEL,', bERk
Pretoze L;, R, st pologrupy, plati:
abGLi, ab € Rk’
abELin Rk=Gik'

Kedze G, je koneénd pologrupa, obsahuje aspoii jeden idempotent. Oznaéme
ho e;;,. Idempotent e;;, patri do minimalneho lavého idedlu L;, teda je pravou

to v8ak znamenad, Ze:

teda:
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jednotkou pre kaZzdy elemasnt z L;, teda aj pre kazdy element z (;,. Ale idempo-
tent e;;, patri zarovell do minimdlneho pravcho idedlu By, teda je zaroveni lavou
jednotkou pre kazdy element z Ry, teda aj pre kazdy element z G;;. To zna-
mend, %e idempotent e;, je jednotkou pologrupy Gy. Iny idempotent uz G
nemdze obsahovat, pretoze ten by bol z tych istych dévodov jednotkou v Gy,
a pologrupa, ako bolo v uvode konstatované, méze obsahovat najviac jednu
jednotku.

Podla vety 1,2 idedl L; je zlava a ideal R, sprava jednoduchd pologrupa
bez nuly. To na zdklade vety 1,1 znamend, Ze rovnica xe = b m4 rieSenie
x € L; pre karzdé a,b € L; a rovnica ay = b ma riefenie y € R, pre kazdd
@, b € R,. Specialne rovnica '

X = Cip (1)
ma riesenie a € 7,; a rovnica 5
Y = Cik (2)

ma riefenie y € R}, pre kazdé a € ;.. Nasobme rovnicu (1) elementom y sprava:

xay = ey,

7 ¢oho dostaneme )
eik = €Y,

x=7y.
'To znamen4, Ze rovnica (1) mé rieSenie x € G pre kazdé a € Gy, . Indd povedané:
ku kazdému elementu a € Gy, existuje (lavy) inverzny element. Z axiomatiky
tedrie grap vyplyva, ze mnozina Gy, je grupou, ¢. b. t. d.
2. Pretoze G,‘k = Li N Rk’ je Gik g [/i, Gik g Rk' Na zaklade toho ] > .

Gl C LiL; C L;, Gy L; € RL; C Ry,
Gali C L;n B, = Gy,

teda Gy, je pravym idedlom pologrupy L;. Je to zrejme minimdlny ideal v L;,
pretoZe grupa, ako je zndme, nemdze obsahovat vlastny ideal.

Prave tak sa dokdzZe, Ze G je minimalnym Tavym idedlom v R,.

3. PretoZe je R,L; C Gy, pre kazdé a € Gy, plati:

al; CGy, By C Gy,

Mnozina aL; C L; je zrejme pravym idedlom v L; a mnozina Ra C R, lavym
idedlom v R,. PretoZe viak G je minimélnym pravym idedlom v I; a mini-
malnym lavym idedlom v R, plati:

Gik = dL,- = Rka

pre kazdé a € Gy, teda aj pre ey, t. j. Gy, = e L; = Ryey, 6. b. t. d.
Teraz uz fahko dokdzeme dalSiu vetu o Struktire koneénych jednoduchych
pologrup bez nuly.
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Veta 1,5. Koneénd jednoduchd pologrupa bez nuly md takito Struktiru:

s s t 8
S=>Li=>Ry=>> Gy, Li= > Gy, Ry=> Gy.
i=1 k=1 i=1 k=1 k=1 i= 1
kde L; st jej minimdlne lavé, R, minimdlne pravé idedly, Gy = L; n Ry, st na-
vzdjom tzomor[né disjunkiné grupy a prirodzené isla s, t maji zrejmij vyznam.
8 t

Dokaz. Podla vety 1,3 je S = S L;= X R, kde L;, R} sG minimalne lavé,
i=1 k=1
resp. pravé idedly v S. Vietky L; st disjunktné, prave tak aj v8etky R,. Teda
aj vietky grupy @;, = L; n R), st navzajom disjunktné. Z toho dalej vyplyva,
ze kazdy element ¢ € S padne do niektorého minimalneho lavého idedlu L;
a do niektorého minimalneho pravého idedlu R, teda padne do niektorej
girupy (. Tym je dokézané, Ze pologrupa S je sGétom st disjunktnych grap:
8 t
=3 Z ;. Treba efte dokazat, ze vSetky tieto grupy st navzijom izo-
i=1 k=1
morfué. .
Podla prave dokazaného je L; = ZG,,!, p = 26, Podla vety 1,4 je Gy, =
,,J/, = Rkptk Teda ]“ k= i=1
Gik = exk ’x - ()tk\Gu + Gt’ + oo+ Gik-F e Git) ==
= el + el + oo G+ oo 4 epGy
z ¢toho vyplyva: :
yp el C Gy
Podla vet.y 1,4 grupy &, Gy st minimdalne pravé idealy v ;. MnoZina e;G;; C
C 7; jo zrejme pravym idedlom v L;, pretoZe e;,G;L; C ¢, Gy . PretoZe viak
(/;x je minimalny pravy ideal v L;, musi platit:
G = exll). (3)

Avsak

Gy = Ryeiy = (G -+ Gy 4 oo Gy A oo+ Gy ey =
= (16 —['- Ggleil —*-* e *f— Gil —-I—- s + G’,Ieil,

v ’
7 ¢oho vyplyva:
TP Gu €iy c Gil'

Podla vety 1,4 grupy Gy, G4, s minimalne Tavé idedly v R,. MnozinaGy; e,y C Ry
je zrejme ticz lavym idedlom v R,. Pretoze viak Gy je minimalny Tavy idedl v R
musi platit: : .
f iy == Gy iy (4)
Z(3) a (4) vyplyva:
’ A N 1 =
Gik = Cjp (111 €y (0)
To znamend, %e prvky lubovolnej grupy Gy, mdzeme vyjadrit pomocou prvkov

grupy G,; a jednotiek griap Gy, G .
Prvky grupy Gy, oznaime ey, @y, by, ¢y, - . -, kde ey Je jednotka. Ak 2y
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prebieha vietky elementy z G},, potom podla (5) e;xy; éi prebieha vietky
elementy grupy @;,. Ak z,, = ¢;;, potom

€ip €11 €1 = € (€17 €i1) = €5, €5 = €5

To nés nabada k tomu, aby sme aj ostatné elementy e;; x,, €1 € Gir oznadili @y, .

Teda polozme:
Ty, = eif Tyy €3y (6)

pre kazdé z,, € Gy,. Takto dostaneme vietky elementy grupy Gie : ips i,
bi, Cix, ... Je ich zrejme prave tolko ako elementov grupy Gy; [na zéklade
vztahu (5)].

Teraz uvazujme také zobrazenie grupy G, na grupu G, které kazdému
elementu z,, € G, priradi element z;, = e;, ¥, ¢;, € Gy :

Ty > Zip - (7)

Toto zobrazenie je v dosledku vzfahu (5) zrejme vzéjomne jednoznaéné.
UkédZeme, Ze je to izomorfizmus.

Nech ayy, by, st lubovolné elementy grupy G, a nech a,, b;; = ¢;;. V zobra-
zeni (7) im zodpovedaju elementy a;,, bz, cii

Ay > A, bn —>bik) C11 > Cip.
Treba dokazat, Ze a;, b;, = ¢;, . Skutoéne je:

Qg bip = €ip Ay iy . i by € = €ip gy (€5 €33) byy €1 =
= ik Oy €1 byy €y = i, ayy (e byy) € = ey a4y by €5 =
= e, (@1 byy) ;) = € 01y € = Cypp .

Tym sme dokazali, Ze grupa Gy, je pri zobrazeni (7) izomorfné s I'ubovolnou
grupou Gy, :
Gy =Gy

Pretoze viak vzfah =~ je reflexivny, symetricky a tranzitivny, tym je doka-
zané, ze vietky grupy G, s navzdjom izomorfné.

Désledok vety 1,5. KaZdy minimdlny lavy (pravy) idedl koneénej jedno-
duchej pologrupy S bez nuly md prdve tofko idempotentov, kolko je minimdlnych
pravych (lavich) idedlov v S.

Poznamka 1. V dékaze vety 1,5 vyznacéna Glohu mala grupa G,;. To viak
zrejme nie je podstatné. Miesto grupy @, sme mohli hociktor(i inti z griap @,
zvolit za ,,prva‘‘. Zmenilo by sa tym iba oznadenie.

Pozndmka 2. Okrem izomorfizmu (7), uvazovaného v doékaze vety 1,5,
mézu zrejme existovat aj iné izomorfizmy. Napr. podobne ako vztah (5)
da sa dokazat aj vztah G;, = e;, Gy e;r, ktory vedie vo vSeobecnosti na iny
izomorfizmus.
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Definicia 1,3. Navzdjom izomorfné disjunkiné grupy @, ktorych siétom je
jednoduchd pologrupa S bez nuly, budeme nazyjvat grupovymi komponentmsi polo-
grupy 8. Grupovym komponentom budeme nazyvat aj abstrakind grupu G = Gi.

Pre grupové komponenty plati:

Veta 1,6. G;, G = Gy

Dokaz. Pretoie Gy =L,n R, Gy=L;n R, je G;, CL;, Gy C Ry,
GyCL;, Gy CR.

Na zaklade toho je: Gu@yCL;L;C L,
pretoZe L; je lavy ideél v 8. Zarovei je:

GGy C By R C Ry,
pretoze R, je pravy ideal v §. Teda:

GGy CLin Ry, =G.
Pretoze G;; je pravy idedl v L;, je:
GGy L C Gy Gy,
t. j. G;x G C L; je pravy ideal v L;. Pretoze vSak G, je minimilny pravy
ideal v L;, musi platit:
G Gy =Gy,

Prive tak sa dokaze:
Veta 1,6a. Nech xy,, a; st Tubovolné elementy z Gy, resp. Gy, potom plati

2y Gy = Gy, Gy vy = Gy
Podla vety 1,6 vidy plati:
Gik G}'[ = ij .
Vznika otdzka, 6i aj pre idempotenty (jednotky grap) vidy plati:
Cir €l = Cjk»

t. j., 6i stdin I'ubovolnych dvoch idempotentov je vidy idempotent.
Na zaklade vety 1,6 mézeme tvrdit iba to, Ze:

Cir 6]'1 € ij.

Pre j = ¢ alebo I = k to viak vidy plati na zdklade toho, Ze kazdy idem-
potent minimalneho Iavého (pravého) idedlu je jeho pravou (lavou) jednotkou.

Teda vidy plati:
ik €i] = Cjg.

€L ij = €j . (8)

Avsak vo v8eobecnosti je e;; ¢;; & ej,, 0 dom sa presvedéime na nasledujicom
priklade.
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Priklad. Pologrupa S = {a,, ay, a5, a4, a5, @q, @q, tg}, v ktorej nasobenic
Je definované touto multiplikacnou tabulkou:

(g @y (ty Ay g Qg Ay (g
ay | @y ay ay ay ag g g 0y
(g | g @y Qy (O (g 05 Ug (g
g | ag a1y g g g Uy (g g
tty| @y 3 Ay a3 ¢y Qg Og Q,
Ag| (4 @y Ay Q) Cg (g Ay Ug
tg| Qg Ay Oy Gy Qg O Qg (g
Uy | ay a3 Ay @y Ay Qg @y g
agl a; a, ay ag ag ay dg a,

Je jednoducha bhez nuly (priamo sa moézeme presvedéit, Ze asociativny zdkon
je splneny). Jej minimélne lavé idedly st:

Ly = {ay, a5 ay. ag}, Ly = {ug. ag. 0. g}
a minimalne pravé idedly:
R, = {a,, ay, ay, agh, By = {ug, a0y, a,. g}

Vidime, ze S = L; 4+ L, = R, + R,. Podla vety 1,5 pologrupa S je siétom
Styroch nazvdjom izomorfnych disjunktnych grap. Su to:

Gy =Ly n By ={ay, ag}, Gy == Ly 0 Ry = {ag, ay).
Goy = Ly 0 Ry = {ag, ag}. Gy = Ly 0 By = {a7, ag}.

V naSom oznadeni teda je:

€11 = @y &g = B3 Oy = (5 €y = Oy
, A3 = Qg Q19 = Qg Qg = (g Qgg = Uy
Plati:
. €11 €12 = 01 A3 = Ay == €13, €53 €y = Uy U5 = U5 == €y,
aviak
€1g €91 = U3 (5 = g = Qoo

Vidime teda, Ze sadin dvoch idempotentov nemusi byt vidy idempotent.

Vsetky konec¢né jednoduché pologrupy bez nuly moZeme teraz rozdelit do
dvoch skupin podla toho, ¢i sphiuji alebo nespliiuji podmienku:

ik €jl = Cj (9)
pre kazdé 1, 7, k, 1.

Definicia 1,4. Koneéné jednoduché pologrupy bez nuly, ktoré spliuji pod-
mienku (9), budeme nazyvat jednoduchymi pologrupami typu A; v opalnom
pripade budeme hovorit o pologrupdch typu B.

Z tejto definicie a z (8) ihned vyplyva:

Veta 1,7. KaZdd koneénd, zlava (sprava) jednoduchd pologrupa bez nuly
je typu A.
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Dosledok vety 1,7. Kazdd jednoduchd pologrupa typu B obsahuje aspor dva
minimdlne lavé a aspoti dva minimdlne pravé idedly.

Dohovor. V dalSom budeme privlastok ,,koneéna‘* vynechdvaf. Polo-
grupa 8 bude vSak znamenat vidy konedént pologrupu, ak nebude zvlast
inaé poznamenané.

Veta 1,8. Nech S je jednoduchd pologrupa bez nuly o nech jej elementy si
oznaéené podla (6). Potom vztah

@ip by = ajp by (10)

plati pre kaZdé a;y,, by € S viedy a len vtedy, ak S je typu A.
Dékaz. Nech pologrupa S je typu 4, t. j. plati ey, e; = e;, pre kaizdé i, j,
k, 1. Nech @, bj; st TubovoIné elementy z S, a;, = e, ay; €51, bjy = €;1 by ¢4,

Hotom
! Aip bjl = Cjp Uyy €jy €1 by ey = eir 21 (€51 €51) by €L =

= iy, gy €y by ejy = e Ay (e byy) €51 = €ip gy by €y =
= ;i (ej) ayy) byy e = (e ¢1) (@n byy) e = €k €11 €j1 = Cjk-
Ak ay; by, = ¢y, potom ay, b, = ¢, . Teda:
Qi by = cjp = ay, by .

Nech naopak pre TubovoIné elementy z S plati a;, b = aj, b;,. Potom
to plati Specidlne aj pre e;, €1, t. j. e ej = e e = ejp. lo viak znamena,
Ze pologrupa S je typu A4.

Poznamka. Dahko sa mézeme presveddit, Ze elementy lubovolného lavého
idedlu L; jednoduchej pologrupy 8§ bez nuly spliuja (10), t. j. plati a; b; =
=aj, by, bez ohladu na to, ¢i pévodud pologrupa S je typu 4 alebo B. Prave
tak aj elementy miniméineho pravého idedlu B, : a; b;, = a;, b;;. To je v st-
hlase s vetou 1,8, pretoze kazdy minimalny lavy (pravy) idedl je zlava (sprava)
jednoduchd pologrupa, teda typu 4.

Ak vSak vezmemeidedl Ry, k 4 1a S je typu B, potom nemusi byt splnené (10),
ak elementy pologrupy R, berieme s tym istym oznacenim, ktoré dostali
v povodne]j pologrupe S. To zdanlivo odporuje vete 1,8. Rozpor vznika prave
z oznacenia elementov. Totiz pri ,,starom‘‘ oznadeni je:

@ip bjp = €ip @y €3y - g byy €5
Mame tu do &inenia s idempotentmi e;;, €;, ktoré nepatria do R,k == 1),
teda nie je zarudené, Ze plati e;, e;, = ¢;, . Z toho dévodu nemusi byt a;, by =
= aik bik .

Ak sa v8ak na ideal R, divame ako na samostaini pologrupu a v nej oznacéime
clementy podla (6), potom vztah (10) je prirodzene splneny.

V pripade idedlov R, a L; toto ,,staré‘‘ oznactenie nevedie k rozporu s vetou

1,8, pretoze vo vylazoch.
@iy by == e a0 ¢ ¢, 001 €51, Qi by = e aqq €51 i1 by5 04y
vietky idempotenty patria do R,, resp. do L;.
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Jednoduché pologrupy typu 4 majt niektoré ,,dobré vlastnosti, ktoré polo-
grupy typu B nemaja. O najdoleZitejSej z nich hovori veta 1,8. V désledku
tychto vlastnosti sa pologrupy typu 4, ako uvidime neskér, daji omnoho
Tah&ie rozlozit na direktny stcin ako pologrupy typu B.

Mnozinu v8etkych idempotentov jednoduchej pologrupy S bez nuly o-
znaime E. Je zrejmé, Ze mnoZina E tvori ¢iastoént pologrupu pologrupy S
vtedy a len vtedy, ak § je typu 4. DokdzZeme, Ze v tom pripade pologrupa E
je tiez jednoducha bez nuly a obsahuje prave tolko minimalnych idedlov
ako 8. Najprv si vSak dokazeme jednu pomocni vetu.

Lemma 1,1. Nech pologrupa S’, ktord obsahuje aspo® dva elementy, je ho-
momorfnym obrazom jednoduchej pologrupy S bez nuly. Potom S’ je nevyhnutne
jednoduchd pologrupa bez nuly.

Dékaz. Nech § ~ 8’ a nech S je jednoduché pologrupa bez nuly. Predpo-
kladajme, Ze pologrupa S’ nie je jednoducha, t. j. obsahuje vlastny oboj-
stranny idedl M’ C 8’. Pre Tubovolné s’ € 8’, m' € M’ teda plati:

sm' € M’', m's" € M'.

Mnozinu tych prvkov z 8, ktoré sa pri danom homomorfizme zobrazia na
prvky idedlu M’, oznadme M. Mnozina M je zrejme neprazdna aiste je M == S.
Pre Tubovolné m € M, s € S potom plati:

m—>m' €EM', s >s €8,
ms —->m's' € M', sm —s'm’' € M’,
z ¢oho vyplyva, Ze
ms € M, sm € M.

To viak znamend, Ze neprazdna mnoZina M C S je obojstrannym idedlom
pologrupy S, ¢o odporuje predpokladu o jej jednoduchosti.

Treba este dokazat, Zze 8’ je pologrupa bez nuly. Dokazeme to opét nepriamo.
Nech pologrupa S obsahuje nulu z’. MnozZinu tych elementov z 8, ktoré sa pri
danom homomorfizme zobrazia na 2’, ozna¢me Z. Mnozina Z je opit zrejme
neprazdna a = S. Pre lubovolné z € Z, s € S plati:

2>z, 8 =,
sz > 82 =2, 28 »2's =2,
t. .
sz €7, zs €7,

To znamena, Ze neprazdna podmnozina Z C S je obojstrannym idedlom polo-
grupy S, &o je spor. Teda S’ je jednoducha pologrupa bez nuly.

Veta 1,9. Nech S je jednoduchd pologrupa typu A, ktord nie je grupou. Nech B
je mnofina vdetkich jej idempotentov. Potom:

1. Mnofina E je &iastoénou pologrupou pologrupy S.

2. Plati 8 ~ E.

190



3. Pologrupa E je jednoduchd bez nuly. Jej minimdlne lavé, resp. pravé idedly
s L®=L;nE, RP = R, n E,

teda je ich prdve tolko ako minimdlInych lavijch idedlov L;, resp. praviyjch R, v S.
Doékaz. 1. Ze mnozina E je &iastoénou pologrupou pologrupy S, vyplyva
ihned z predpokladu, Ze S je typu A4, pretoZe v tom pripade stiéin Tubovolnych
dvoch idempotentov je idempotent.
2. Zobrazme pologrupu 8 na pologrupu E takto: vietkym tym elementom
z S, ktoré patria do tej istej grupy G, priradime element ¢;, € E, t. j.

Lip —> €,

ak x;, €G;;,. Toto zobrazenie je zrejme jednoznaéné a v désledku vety 1,6
aj homomorfné. Teda je § ~ K.

3. Podla predpokladu S nie je grupou, teda E obsahuje viac ako jeden
element. Podla prave dokézaného a podla lemmy 1,1 F je teda jednoducha
pologrupa bez nuly.

Oznaéme L; n E = L{®. Potom plati:

BL® C BL, C L,

a zaroven EL® CEECE,
toda ELO CL,nE = L{®.
To znamen4, %e L = L; n B = {e;,, €;, ..., ¢} je lavy idedl v E. Dalej pro

Tubovolné e;;, € L) plati:

LEC) eip = {6;1 s Ciny we s 6,’,} e = {8,’1, €izy v ony eit} = L&e) .

To v8ak znamend, %e v idedli L{ ma rovnica xa = b riefenie pre kazdé
a,b €L . Podlavety 1,1idedl L{©) je minimalny. Takychidealov L{? je v E zrejme
tolko, koIko je minimélnych lavychidedlov L; v S. Ich stitet je rovny celému E,
teda st to vSetky minimdlne lavé idedly v K.

Préve tak sa dokdze, Ze R{) = R, n E su vietky minimdlne pravé idedly v E.

Poznédmka 1. Je zrejmé, Ze ak dve pologrupy typu A maji rovnaky polet
minimdlnych lavych aj pravijch idedlov, potom k nim prislichajice pologrupy
tdempotentov si 1zomorfné.

Poznamka 2. Nech S je l'ubovoIna jednoducha pologrupa bez nuly, ktora
nie je grupou. MnoZinu vSetkych jej grupovych komponentov G;, oznatme &
a definujme v nej ndsobenie takto:

Gip .G =Gy (11)

Nech 8’ je jednoducha pologrupa typu 4 s tym istym poétom minimalnych
lavych aj pravych idedlov ako S. Potom jej diastoénd pologrupa E je toho
istého radu ako @.
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Je hned vidiet, Ze zobrazenie e;, — G pologrupy /7 na pologrupu & je
izomorfizmus: B =~ &. Z toho a z vety 1,9 vyplyva:

MnoZina & vetkych grupovijch komponentov kazdej jednoduchej pologrupy S
bez nuly, kiord nie je grupou, vzhlodom na ndsobente (11) tvori jednoduchii polo-
grupu bez nuly, ktord md prave tolko minimdlnych Lavyjch aj pravich idedlov
ako pdévodnd pologrupa S.

2. DIREKTNY SUCIN POLOGRUP A NIEKTORE JEHO
VLASTNOSTI

Definicia 2,1. Nech S, = {aq}, S, = {bp}, kde &, 8 prebiehaji nejaké mnofing

’ 1 2 B 1 ] : ]
indexov, sit dve pologrupy. MnoZinu S vietkijch usporiadanich dvojic (aq, bg),
kde aq € 8y, bg € S, a v kiorej rovnost a ndsobenic je definované takymto spo-

sobom.:
sobom (aq, bg) = (ay, bs), viedy alen vtedy, ak aq = ¢y, bg== b

(ta, bp) (ay, bs) = (2aty, bpbs)

budeme nazjvat direktnym siéinom pologrip Sy, Sy a budeme znadit 8 = 8; X S,.

Z tejto definicie hned vyplyva, ze direkiny sicin dvoch pologrip je pologrupa.
Dalej plati:

Veta 2,1. Plat? 8, X8, = 8, xS,.

Doé6kaz. Nech S; = {aq). S, = {bg}, potom 8, X8, == {(tq, bp)}, SyxS; ==
= (bﬂ, au)}.
Zobrazenie

(@, bp) = (b, 00)

pologrupy 8§; X 8, na pologrupu S, X 8, je zrejme vzajomne jednoznainé. Je to
izomorfizmus, pretoze z

vyplyva: (a’%s b’) g (bh (1,,), (alh b'v) - (b‘v’ a#)

(et , b2) (ap, by) = (a, Oy, b1 by) = (b3 by, 0y ay) = (b, 1) (b, ).
Teda je S; X8, =2 8, X 8.
Zrejmé je dalej platnost dal3ej vety.
Veta 2,2. Nech S, = 87, S, =~ S}, potom:
S; X 8y 22 S7> 8.
Veta 2,3. Nech obidve pologiupy Sy, Sy obsahuji aspos jeden identpotent.

Potom ich direkiny sicin S = S; xS, obsahuje aspor jednu Elastotnd pologrupu

Si = 8, a aspots jednu Clastodni pologiupu S; = S,.

Dokaz. Nech ¢ € 8y, ¢, € 5, st idempotentné clementy. Oznacme
J’
‘81 = {(a/a; 62)}, A(‘;; = {((ﬁl, I)ﬁj}.
v v s { . . , .
Mnoziny S; C 8, S, € S st zrejme Eiastodné pologrupy pologrupy S. Zobrazenie

(a, €5) = Aq
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je zrejme vzdjomne jednoznadné zobrazenie pologrupy S na pologrupu 3, .
Je to izomorfizmus, pretoze z

(A, €o) = s, (Ap, €5) — Ay
vyplyva:
(@, €3) (B, €3) == (Butlye, €3) —> Aulyy.

Teda jo 87 = 8,. Prave tak sa dokaze, ze S, == 5,.

Veta 2,4 Nech pologrupa S, obsahuje aspon jednu pravi (Tavi) jednotku
a pologrupa Sy aspoft jednw lavi (pravi) jednotkw. Potom kaZdy element
s€8 =8, X8, sa dd vyjadrit ako siéin s = 8,8, (s = s8.8,), kde s, je uréity clement
Clastoéne] pologrupy S; ~ Sy a sy uréity element Giastocnej pologrupy Sj =Sy, t. j.

plati: S = 858 (S = 5, 57).

Dokaz. Nech g, je prava jednotka v S; a b, lava jednotka v S,. Podla pre-
doslej vety je:
87 = {(aa, b))} 2 8y, S5 = {(ay, bp)} = 5,
Nech s = (aq, b) je Tubovolny element pologrupy 8 = 8;xS,. Potom s, =
= (ta, by) € 8%, 83 = (a,, b?) € S} a plati:

tos § = 81 8, ' (12)
pretoze
((La, bl) (al, bﬂ) = (aaal, bl {)ﬁ) = (aa, bﬁ).

Z toho vyplyva: § = 81 8;.

Poznamka. Rozklad S = 8, S, nemusi byt jednoznaény. Ak totiz §; mé
v, pravych a S, », lavych jednotick, potom mame aspoii » = 7, », réznych
rozkladov:

S=88=...=8"8".

Av§ak pri pevnom S a S} je rozklad (12) jednoznacny v doésledku toho, Ze je
Six8; =~ 8.

Veta 2,5. Nech S = 8;X8S,, nech obidve pologrupy Sy, Sy obsahuji viac ako
jeden element. Potom pologrupa S je jednoduchd bez nuly vtedy a len vtedy, ak
obidve pologrupy S, Sy st jednoduché bez nuly.

Dokaz. Pozri Ivan [1], veta 7 a 8.

Pozndmka. Vety 2,1—2,5 platia zrejme aj pre nekonedéné pologrupy.
Dalsie vety budt uz hovorit iba o koneénych pologrupéch.

Veta 2,6. Nech si splnené predpoklady vety 2,5. Potom pologrupa S je jedno-
duchd typu A vtedy a len viedy, ak obidve pologrupy Sy, S, st typu A.

Doékaz. Nech S;, 8, st jednoduché pologrupy typu 4. Podla vety 2,5 ich
direktny stéin 8 = 8, X8, je tieZ jednoduchd pologrupa bez nuly. Chceme
dokdzat, zZe je tiez typu 4, t. . Ze sudin jej lubovoInych dvoch idempotentov
je idempotent.
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Je zrejmé, Ze element (aq, bg) €S je idempotentny vtedy a len vtedy, ak
elementy aq,€.S;, bp€ S, st idempotentné. Idempotenty v §; oznacme e,
5, €5,... a Vv Syey, e5, ¢,... Potom saéin Tubovolnych dvoch idempotentov
z § je

(€75 k) (¢f, €f) = (ef €], e ef) = (€1, €7)
teda opit idempotent z §. Teda § = §; xS, je typu 4.

Naopak, nech S je jednoduchd pologrupa typu 4 a nech § = 8, X S,.
Podla vety 2,5 pologrupy &, S, st jednoduché bez nuly. DokaZeme, Ze obidve
st typu 4. Keby totiz aspoil jedna z nich, napr. S;, bola typu B, potom by
obsahovala aspofi dva idempotenty e/, ¢; také, ze e/ €] = ay, au nie je idempo-
tont. Potom by bylo (e}, ef) (¢], ¢]) = (au, €;), t. j. pologrupa S by obsahovala
asponi dva také idempotenty, Ze ich sGéin nie je idempotent, ¢o je spor s pred-
pokladom, ze S je typu 4.

Désledok vety 2,6. Ak S = 8, X8, a 8 je jednoduchd pologrupa typu B,
potom aspoti jedna z pologrip Sy, S, je typu B.

Castejsie sa budeme odvoldvat este na tto vetu:

Veta 2,7. Ak pologrupa S, obsahuje n, a pologrupa S,n, minimdlnych lavyjch
(pravijch) idedlov potom ich direktny sucin S = S; X8, obsahuje n = nn,
minimalnych Lavych (pravych) idedlov.

Doékaz, Pozri Ivan [1], veta 6.

3. ROZKLAD JEDNODUCHYCH POLOGRUP TYPU A

Teraz pristipime k rieSeniunasho problému, ktory znie: Najst nevyhnutné
a postadujliice podmienky k tomu, aby sa jednoduché pologrupa
beznuly, ktord nie je grupou, dalarozlozit na direktny saéin inych
polograp. V tejto praci sa obmedzime iba na pologrupy typu 4.

Je zrejmé, ze pre kazda pologrupu S plati S = {e} X 8" = 8’ X {¢}, kde 8" =~ §
a{} je pologrupa, ktora pozostava z jediného elementu. Tento trividlny pripad
nebudeme uzndvat za rozklad a vyladime ho z naich Gvah touto definiciou.

Definicia 3,1. Budeme hovorit, Ze pologrupa S sa dd rozloZit na direkiny
suéin, ak existujd aspon dve pologrupy S,, S,, z ktorych kaZdd md viac ako
jeden element, také, Ze plati S; X8y = S. Pologrupim S,, S, budeme hovorit
direktné éinitele (faktory) pologrupy S.

Z tejto de‘inicie ihned vyplyva:

Veta 3,1. Nevyhnutnd podmienka k tomu, aby sa pologrupa S dala rozloZit
na direking sudin, je: rad pologrupy S nie je prvotislo.

Nakoniec ukdZeme, %e v pripade jednoduchych polograp typu 4, ktoré
nie si grupy, tdto podmienka je aj postactujtca.

Na zaklade vety 2,3 stadi sa pri hladani direktnych faktorov Sy, S, polo-
grupy S obmedzit na jej &iastoéné pologrupy. V pripade, Ze pologrupa S je
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jednoduché typu 4, potom podla vety 2,6 aj jej direktné faktory S, , S, musia
byt jednoduché pologrupy typu 4. Tejto podmicnke vyhovuji okrem even-
tudlnych dalsich tie Ciastoéné pologrupy jednoduchej pologrupy typu A4,
s ktorymi sme sa zaoberali v odseku 1. St to: L;, Ry, G, E, L), R{.

Poznidmka. V dalsom bude vZdy znacit S jednoducht pologrupu bez nuly,
L;, R, jej minimalne I'avé, resp. pravé idedly, G' jej grupovy komponent, H
mnozinu vetkych jej idempotentov a L{®, R{) minimélne lavé, resp. pravé
idealy v E (ak E tvori pologrupu). Dalej s bude znagit potet minimalnych
Tavych, ¢ potet minimalnych pravych idedlov v § a g rad grupového kompo-
nentu G.

Podla vety 1,9 E obsahuje prave tolko minimalnych Tavych aj pravych
idealov ako S. G neobsahuje ziaden vlastny ideal. Podla vety 2,7 pologrupa
G X E obsahuje prave tolko minimélnych lavych aj pravych idedlov ako 8.
D4 sa ¢akat, Ze bude G X I ~ 8. Skuto¢ne plati:

Veta 3,2. Nech S je jednoduchd pologrupa typu A, ktord nie je grupou a nech
g > 1. Potom S sa dd rozlozit na direktny sucin. Plati:

S ~GXH.

Dokaz. Pretoze S nie je grupa, pologrupa B obsahuje viac ako jeden ele-

ment:
E={e, €0, ..}.

Pre jednoduchost za grupovy komponent vezmime grupu G;:
G =Gy = {23, @y, by, 04y, -}
Elementmi pologrupy G'xZ budt teda dvojice (z;,,ei), kde x;; prebieha
vietky elementy z G, e;, vSetky elementy z Z.
Zobrazme teraz pologrupu ¢ X K na pologrupu § takto: elementu (z,;, ;)
€ G X E priradime element x;, € S:
(211, €ir) > Tig-

Pritom pod elementom x;;, rozumieme stdle element grupy Gy, ktory je rovny
(ako v dokaze vety 1,5) e;, x,; e;,. Vidiet, Ze dané zobrazenie je jednoznaéné
a %Ze mnoZzina obrazov pokryva celé S.

Nech (a4, i), (byy, ¢j1) sa Tubovolné elementy z G X E. V naSom zobrazeni im
zodpovedaji elementy a;, b;:

(@115 €ig) = @i, (byy s ejl) - bjl- (13)

Ak ay, by = ¢y, potom salinu (ay, ex) (byy, €j) = (an birs eix 1) = (41, €jk)
v nafom zobrazeni zodpovedd element c;;, € S, teda je:

(@115 €ix) (b115 €j1) = Ci- (14)
Je viak (vzhladom na vetu 1,8 a na nafe oznadenie):

Aip bil = Qjk bik = Cjk. (15)
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7 (18), (14) a (15) vSak vyplyva, Ze uvazované zobrazenie je homomorfizmus.
Je aj vzajomne jednoznadné, t. j. dvom réznym elementom z G X E zodpove-
daja rozne elementy z S. Ak totiz (ayy, ex) == (byy, €j), potom musi nastat
asponl jeden z tychto pripadov: e,y == by, % #=§, k == I. Je zrejmé, Ze vo viet-
kych tychto troch pripadoch je a; = bj. Teda dané zobrazenie je dokonca
izomorfizmus, t. j. S=G@ XK, & b. t. d.

Z prave dokazanej vety a z vety 2,2 vyplyva tento désledok:

Dosledek vety 3,2, Nech S, S’ st jednoduché pologrupy typu A, kioré maji rov-
naky pofet minimdlnych Lavych aj pravijch idedlov, nech grupovy komponent polo-
grupy S je izomorfny s grupovym komponentom pologrupy S’. Potom je S = §’.

Inymi slovami: Jednoduchd pologrupa S typu A je grupoviym komponentom G
a pologrupou E svojich idempotentov af na izomorfizmus jednoznaéne uréend.

Pozndmka 1. V pripade g = I je ' = § a podla vety 3,2 by sme dostali
trivialny rozklad § = ¢X 8. Prave tak v pripade, ze § je grupou: § = §Xe.
V zmysle definicie 3,1 teda vSetky predpoklady vety 3,2 st podstatné.

Veta 3,2 hovori, ze postacujicou podmienkou k tomu, aby sa jednoducha
pologrupa typu A4, ktora nie je grupou, dala rozlozit na direktny suéin, je:
g > 1. Tato podmienka vsak nie je, ako uvidime na nasledujacom priklade,
nevyhnutna.

Priklad. Pologrupa S = {a,, ay, az, a,}, v ktorej nasobenie je dané touto
multiplika¢nou tabulkou:

| o a5 a3 a4
] @y Gy A3 Ay
@y | Qg @y ay @y
(g | ¢ @y A3 Ay
ay | ay @y ay ay

je jednoduché bez nuly typu A. Jej minimalne idealy sa:
Ly = A{ay, as}, Ly = {ag, ay}; By = {a,, ag}, By = {2y, a,}
a grupové komponenty:
O = {m}, Oy = {25}, Goy = {25}, Gy = Jay}.

Je teda g = I a rozklad tvaru uvedeného vo vete 3,2 nie je moZny. Aviak
tato pologrupa sa predsa dé4 rozlozit, aviak inym spdsobom. Plati napr.
S~ L xXR,.
Dokonca tu plati S =L, R,.
Zobrazme pologrupu L, x R, na pologrupu § takto:
(ay, a) >0y 0y = ay,
(@y, ay) > aya, = a,,
(ay, az) - ay ay = ay,
(ag, ag) — ay ag = ay.
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Oznaéme (ay, @) = ¢y, (a5, ;) = €5, (@, a3) = €5, (a, a5) = ¢, Pre Lix R,
dostavame tito multiplikaén tabulku:

| ¢ ey ey
€1 € € C3 Cy
Ca| €3 € Cq €4
G316 6 C3 Cy
Cy| € €y Cq €4
Teda skutocne je L, x By =~ 8.

Poznamka 2. Uvazujme jednoduchtt pologrupu S bez nuly (nezavisle od
toho &i je typu 4 alebo B). Nech prirodzené ¢isla g, s, t maja obvykly vyznam.
Potom mé pologrupa S zrejme gst réznych elementov. Uvazujme dalej
mnozinu L; Ry, (¢, k pevné). Tdto mnozina je zrejme obojstrannym idealom v 9.
KedZe vSak S je jednoduchd pologrupa, je nevyhnutne S = L;R,. Nie je viak
vo vieobecnosti pravda, Ze plati S = L;x R,,. Idedl L; ma totiZz presne g1
ideal R, presne gs elementov. Teda L; X R, mé presne g2 st roznych elementov,
Kedze pre g > 1 je vidy ¢ st > gst, plati tato veta:

Rozklad tvaru S =~ L;X Ry je moiny iba vtedy, ak g = 1.

Prv, ako by sme sa podrobnejsie zaoberali rozkladom takych polograp,
u ktorych je g = 1, t. j. takych, ktoré obsahuji iba samé idempotenty, po-
lozme si taktto otdzku: V rozklade podla vety 3,2 jeden direktny faktor je
grupa; otazka je, ¢i a kedy sa jednoduchd pologrupa typu 4 da
rozlozit tak, aby ani jeden direktny faktor nebol grupou. Posta-
¢ujiicu podmienku pre to najdeme Iahko. O tom hovori dalia veta.

Veta 3,3. Nech S je jednoduchd pologrupa typu A, nech s > 1, t > 1. Potom
sa S dd rozlofit na divektnyj suéin deoch pologrip, z ktorijch ani jedna nie je
grupow. Plati:

S~ L% .RL”), S = L:‘Rl(:) (16)
alebo
S22 LEX R, 8= LEOR,. (16')

Doékaz. Nech § splituje predpoklady vyslovenej vety. Vidiet, Ze v tom pri-
pade idedly L;, R, L{®, R{® iste nie st grupy a kazdy z nich obsahuje viac ako
jeden element.

Vezmime teraz lubovolny idedl L; v § a lubovolny idedl R{® v E. Podla
vety 1,2 I; jo zlava a R{P sprava jednoduchd pologrupa bez nuly, teda obidve
st typu 4. Podla vety 2,6 aj ich direktny stéin L; X B{) je jednoducha polo-
grupa typu A. Dalej, v dosledku viet 1,4; 1,5; 1,9; 2,7 a vety 10 z prace
Ivan [1], pologrupa L;X R{) obsahuje prave tolko minimélnych lavych
aj pravych idedlov ako pologrupa S a jej grupovy komponent je izomorfny
s grupovym komponentom pologrupy S. Podla désledku vety 3,2 teda plati

8L x RE.
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Pologrupa L; obsahuje zrejme aspoii jednu prava jednotku, pretoZe je mini-
malnym lavym idedlom v § a teda kazdy jej idempotent je jej pravou jed-
notkou. Prave tak polcgrupa Rf obsahuje aspon jednu lavl jednotku. Teda
podla vety 2,4 je S = LR .

Prave tak sa dokéZe, %e je 8 =~ LI X Ry, 8 = LIPR,,.

Pozndmka 1. Vetu 3,2 sme dokazali tak, Ze sme nagli jedno uréité izo-
morfné zobrazenic pologrupy G X £ na pologrupu §, kym vetu 3,3 sme do-
kazali bez toho, Ze by sme museli hladat nejaké izomorfné zobrazenie polo-
grupy L;X R§® na pologrupu S. Dokizali sme iba, ze L;X R{®) sa dé izo-
morfne zobrazit na §. Takych zobrazeni méze viak vo vieobecnosti existovat
viac. Jedno z nich najdeme lahko. Je to:

(@iv, Cur) —> Tiveup = Tuv.

Toto zobrazenie pologrupy L;x R{® na pologrupu S je zrejme vzdjomne
jednoznalné, pretoze je 8 = L;R{®. Overime si, Ze je to aj homomorfizmus.
Nech (@;u, evt), (big, €o) 50 lubovolné elementy z L;x Rf?. Potom

(ai,u, k) => Aoy, (big’ o) —> bog-

Ak ay;by; = ¢y, potom a,ubsy = Agubey = cou. Treba teda dokézat, Ze sGéin
(@;us evi) (big, €p) S zObrazi na ce. Skutoéne je:

(@iw, enr) (bigs €or) = (@iubic, Cvreor) = (@iwbin, €or) = (Ciu, €ok) > Cou-

Teda uvazované zobrazenie je skutoéne izomorfné.

Poznamka 2. Viimnime si, Zze v predpokladoch vety 3,3 sa nié nehovori
0 ¢, t. j. 0 polte elementov grupového komponentu. Teda veta 3,3 plati aj pre
také pologrupy, ktoré obsahuji iba samé idempotenty. V tom pripade je
E=8, LY = L;, teda plati S8 = L; X Ry, S = L;R,, (pozri priklad za vetou 3,2).
V spojeni s pozndmkou 2 za vetou 3,2 teda dostdvame:

Désledok vety 3,3. Nevyhnuind a postatujica podmienka k tomu, aby sa
jednoduchd pologrupa S typu A dala rozloZit na direkiny sidin tvarw

S = Li X Rka
jeeg=18>1,t>1.

Veta 3,3 mé pred vetou 3,2 t vyhodu, Ze plati nezavisle od toho, & polo-
grupa obsahuje iba samé idemponenty alebo nie. Jej nevyhodou vsak je to,
ze predpokladd existenciu vlastnych minimélnych lavych aj pravych idedlov.

Vsimnime si, 6o sa stane, ak vo vete 3,3 predpoklad 8 > 1, ¢ > I nahradime
predpokladom: s = 1, ¢ > 1. V tom pripade je L; = 8, R = ey, L = E,
R, =G, takZe podla (16) dostaneme trividlny rozklad S = S X e, a podla (16"):
S = EXG,, S=EG,. Ak vSak g =1, potom aj tento druhy rozklad
bude trividlny. Ak v8ak priddme predpoklad g > 1, potom taka zlava jedno-
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ducht pologrupu bez nuly mézeme podla (16') rozlozit, ale pritom jeden faktor
rozkladu bude opét grupou. To isté zrejme plati aj pre sprava jednoduché
pologrupy. Takto dostavame dalSiu vetu, ktord je vlastne Specidlnym pri-
padom vety 3,2.

Veta 3,4. Nech S je zlava (sprava) jednoduchd pologrupa bez nuly, ktord nie
je grupouw, nech g > 1. Potom 8 sa da rozloZit na direkiny suéin. Plati:

S o ExGy, 8= EGy,, resp. S ~ Gy x B, 8 = G,E.

Poznamka: Z vety 3,4 vyplyva, Ze kazd4d zlava jednoduchad pologrupa
bez nuly, ktora nie je grupou, mé tato vlastnost: Kazdy jej element sa da
jednoznaéne vyjadrit ako stcin jedného idempotentu a jedného elementu I'u-
bovolného grupového komponentu Gy,. V pripade, Ze g = 1, to tiez plati,
pretoZe v tom pripade je Gy = {ei} @ e; pravou jednotkou v § = E. Podobne
to plati pre sprava jednoduché pologrupy. Vzniké otézka, ¢i také nieco plati
aj pre obyc¢ajndi jednoducht pologrupu typu 4. Kladnt odpoved dava tato
veta:

Veta 3,5. Nech st splnené predpoklady vety 3,3 a nech okrem toho je g > 1.
Potom pologrupa S sa dd rozloZit takto:

S =~ L]ge) XG,'/, X Rfe) , S = L}’)GikRY),

kde Gy je tubovolny grupovy komponent a L{®, R[® Pubovolny minimdiny lavy,
resp. pravy tdedl v K.
Doékaz. Podla vety 3,3 plati:
S = L;x R, 8 = LR (17)
alebo S = L’(e) X R, 8§ = L}(‘)Rk‘ (17)

Podla vety 1,2 idedl L; je zl'ava jednoducha pologrupa bez nuly. Jej minimalne
pravé idedly st grupy @y, k= 1,2, ... t. Prislu§né pologrupa idempotentov
je zrejme L. Teda podla vety 3,4 plati:

L; = LE X Gy, L; = LG

UkéZeme, Ze v tomto rozklade ideal L{® mdzeme nahradit Iubovolnym inym
idedlom L{, j == 1.

Pretoze L{® ~ L, je L; = L{¥ X Gy, Dalej podla vety 1,6a je epGi = Gy
Na zéklade toho je:

L;('E)Gik = {ejl, e;’p ] eit} Gik = {Gil’ Gi2: ey Git} = Li'
Teda skutoéne je L; = LG}, aj ked j = 4. Ak to dosadime do (17), dosta-
neme 8 = LOXG X RIP, 8 = LG, R (18)

Podobne sa dokéze, ze R, = G Rf? aj pre I == k. Po dosadeni do (17’) dosta-
neme opét (18).
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Pozndmka. Ak ndm ide iba o vyjadrenie S = L}E)Gika‘), potom mézZeme
vo vete 3,5 predpoklad g > 1 vynechaf. Ak viak g = 1, potom dostaneme roz-
Klad § = L x ey x Rf, ktory je v podstate ten isty ako podla vety 3,3,
pretoze v tom pripade je L® XeyX RfY =~ L X BfY = L; X B;.

Na zédklade predehddzajacich viet vieme uz rozloZit na direktny sicin kazdii
jednoducht pologrupu typu 4, ktora nie je grupou, okrem takych, ktoré obsa-
hujt iba samé idempotenty a st zaroven zlava, resp. sprava jednoduché.
Dalsia veta nam viak umozni rozlozit aj takéto pologrupy.

Veta 3,6, Nech S je zlava (sprava) jednoduchd pologrupa bez nuly, nech nie
je grupow a nech obsahuje tba samé idempotenty (t. j. g = 1). Nevyhnuind a po-
stadujiica podmienka k tomu, aby sa takd pologrupa dala rozlofit na direkiny
sudin, je: rdad pologrupy S nie je prvodislo.

Doékaz. Podmienka je zrejme nevyhnutna. Dokazeme, Ze je aj postadujuca.
Nech rad n pologrupy S, ktora spliiuje predpoklady vyslovenej vety, nie je
prvoéislo. To znamena, Ze sa rad n da rozlozit takto:

n = NNy, Ny > 1, ng > 1.

Nech 8 je napr. zlava jednoduchd. Za danych predpokladov to znamend, ze
kazdy jej element je jej minimalnym pravym idedlom, t. j. pre kazdé a; € S
plati ;S = a;. Sucet I'ubovolného poétu idedlov je opit ideal. Teda mnoziny

Sy ={ay, @y, ..., an}, Sy = {Tpi41) Cnitay -+ -, (-~

su pravé idedly v S a teda pologrupy. Je zrejmé, Ze obidve pologrupy S;, S,
su opit zlava jednoduché a §; obsahuje n, a S, my, minimalnych pravych
idealov. Teda podla vety 2,7 ich direktny saéin S; XS, je zlava jednoducha
pologrupa a obsahuje n = nn, minimalnych pravych idedlov, kazdy jej ele-
ment je zrejme idempotentny. Z toho na zaklade dosledku vety 3,2 vyplyva,
ze je S = 8;X8S,.

Pre sprava jednoduché pologrupy sa veta dokaze Gplne analogicky.

Poznamka. Pologrupy S;, §, v dokaze vety 3,6 mozno zrejme vybrat aj
inym spéiobom. Staci totiz vybrat z § také dve podmnoziny, z ktorych jedna
obsahuje n; a druhd n, elementov. Vidiet, Ze vietky takto ziskané S;, resp. S,
s navzajom izomorfné.

Priklad. Pologrupa S; = {a,, as, a3, a,} s touto multiplikaénou tabulkou

l U Gy Qg Q4

splituje predpoklady vety 3,6. V tom pripade je n =4 = 2.2, teda n, = 2,

Ny = 2.
? 8y = {ay, ag}, Sp = {a3, @y},

SIXS2 = {(al’ a3): (a’1: a’4), ((1/2, a3): (a2 ) (1/4)}.
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Pre jednoduchosf oznadme (ay, as) = ¢;, (ay, ag) = ¢5, (ag, a5) = €3> (%, @) =
== ¢,. Lahko sa presved¢ime, #e multiplikaéni tabulka pologrupy 51X S, je:

Teda skutodne je S; xS, =~ S. Prave tak je S = {a;, a5} ¥ {«y, a;} alebo napr.
S = {ay, ag) X {ay, ag}, 8 = {2, as} X {2, a}.

Lahko by sme si na tomto priklade mohli tieZ overit, Ze kazdé vzijomne
jednoznacéné zobrazenie pologrupy S; XS, na pologrupu 8 je izomorfizmus.

Z dokazanych viet teraz vyplyva:

Veta 3,7, Jednoduchd pologrupe typu A, ktord nie je grupou, dd sa rozlofit
na direkiny suéin pologrip viedy a len viedy, ak nie je prvoéiselného rdadu.

Doékaz. Na zaklade vety 3,1 treba uz dokéazat iba to, Ze podmienka je po-
stadujtca.

Nech pologrupa S splituje predpoklady vety a nech jej rad » nie je prvo-
¢islo. M6zu nastat tieto dva pripady: g = 1, ¢ > 1. V prvom pripade sa polo-
grupa da rozlozif podla vety 3,3 a 3,6, v druhom pripade podla vety 3,2 a 3,3,
resp. 3,4 a 3,5.

Tym je na8 problém, poloZeny na zaciatku tohto odseku, pre jednoduché
pologrupy typu 4 rozrieSeny. Rozkladom polograp typu B sa hodlam zaoberat
v dalSej praci.
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O PABJIOZKEHUN ITPOCTHIX IIOJIYTPYIIIL B IIPAMOE
ITPOUSBEJEHNUE

. UBAH

BriBosibI

Hacroauiasa pabora mMeer Tpu yacTu. IlepBas 4acTh MMEET BCIIOMOTATEJIBHBIN Xa-
pakTep. Ee conepkaHmneM ABJIAETCA JOKA3aTeNbCTBO HECKOJBKVUX TeopeM (1o Oonbiieft
YACTY M3BECTHBIX) O CTPYKTYPEe KOHEUYHBIX HOPOCTBIX nosyrpymnm 6e3 BHynd. IIpu sTom
0Ka3ayioch YAOGHBLIM pa3feNUTE KOHEYHbIE NMPOCTEIE IOJYTPYNIbl, 6e3 HyJIA B JBE OT-
neneHua (KJacchl):

1. IIpocTele monyrpynnobsl Tuna A — YLOBIETBOPAIOIIME YCIOBILO:
NPOU3RBEEHIE NTPOU3BOJNEHBIX - /IBYX WUAEMIIOTEHTOB TOXKE WUJEMIIOTEHT.

2. IIpocrTele NMONYIrpynnobl THUNAa B — HEe YAOBIECTBOPAIOLAE STOMY
Y CIOBUIO.

CopepzxanueM BTOPOJ YaCTM, KOTOPasg MMEET TOXKe BCIIOMOIaTelbHBIM XapaKTep,
ABJAETCA MU3y4YEeHMEe HEKOTOPBIX CBOMCTB IIPAMOIO NPOM3BENEHUA IOJYTPYIIN, MMEHHO
KOHEYHBIX MPOCTBIX MONyrpynm 6e3 Hyasa. JoKa3bIBAETCA HAIPUMED, CIeAYIONIas Teo-
pema:

ycrp S, S, 00nyrpynns, 3 KOTOPBIX Kaxjgasd COJEPRUT
6bonbme opgHOro snemMeHnra, IloToM UX TpsAMOe NpPpoMU3BETe-
Hue §=8, x§, npocrag nonyrpynmna tuna 4 Toraga m TOAbKO
Torna, Korga ofbe moanyrpynner S, S,IpocTbie Tuma 4,

AnpoMm paboThl ABIAETCA YAaCThb TPETHA, B KOTOPOI PELIAETCsT 3TOT BOIIPOC: KOTOPHIE
VCIOBRMs HeoOXOomuMble M NOCTATOYHBLIE JJIA TOrO, YTOObI MPOCTAA MOJYIPyIma Tuma A
Gblya pa3noxRmuMas B IIpAMoe nponsseneHye. IIpy 9TOM Mbl IOBOPMM, YTO MOJyrpynmna S
pa3znoxumMasag BIPAMOE IPOMU3BEeJEH!ME eclau CYLECTBYIOT 110 MEHb-
et Mepe JBe Takue MoNyTrPYNnelS,, S,, U3 KOTOPBIX Kax/Iafa CONepxuUT GoJblie 0JHOTO
anemenTa, uro S8, x §,. I'MaBublil pe3ynbTar 3TOM 4acTM — CJAEAYHOIUas Teopema:

TMIpocras nonyrpynna Tuna A, KoTopanm He HABIsAeTCH
Ipynnom, pasz3inoXMUMas B INpAMOe Npoumi3dBeleHMEe TOrjga M
TONBKO TOIRa, KOTrJa € NOPAJNOK He ABISAETCS NMPOCTEIM
HUCHTOM,

OcranbHble TEOPEMb! MMEIT 0Oo0lee CneuuanbHbIA XapakTep,
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