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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y C A S O P Í S 
R O Č N f K I V Č Í S L O 4 

O ROZKLADE JEDNODUCHÝCH POLOGRÚP 
NA DIREKTNY SÚCIN 

J Á N IVAN, B r a t i s l a v a 

Ú V O D 

Předložena práca nadvazuje na autorovu prácu [1], ktorej obsahom je vy-
sctrovanie vlastností direktného súčinu pologrúp, najma jednoduchých. Cie-
lom tejto práce je nájsí nevyhnutné a postačujúce podmienky k tomu, aby sa 
konečná jednoduchá pologrúp a bez nuly dala rozložit na direktný súčin mých 
pologrúp. 

Úvodom si pripomeniemc základné definície a vety z teorie pologrúp. Po-
drobnejšic poučenie o tom čitatel najde napr. v práci S c h w a r z [1]. 

Pologrupou nazýváme každú neprázdnu množinu S elementov a, b, c, . . ., 
ktorá je uzavretá vzhladom na nejakú jednoznačnú asociativní! operáciu 
(násobenie): (ab)c = a(bc). 

Každú neprázdnu podmnožinu S± pologrupy S, ktorá pri tej i jtej definici i 
násobenia tvoří poiogrupu, nazýváme ciastocnou pologrupou pologrupy S. 

Neprázdnu podmnožinu L pologrupjl* S nazýváme lavým ideálom polo-
grupy S, ak je splněný vztah SL C L, t . j . pre každé s € S, l G L platí 8? €L . 
Pravým ideálom nazýváme neprázdnu podmnožinu R, ktorá splňuje podmienku 
RS C R. Oboustranným ideálom nazýváme podmnožinu M, ktorá je súčasne 
lavým aj pravým ideálom pologrupy S, t . j . splňuje podmienky SM C M, 
MS CM. 

Každý lavý (pravý, obojstranný) ideál pologrupy S je jej čiastočnou polo
grupou. 

Přeni k (ak je neprázdný) a súěet dvoch 1'avých (pravých, oboj stranných) 
ideálov je lavý (pravý, obojstranný) ideál. 

Lavý (pravý, obojstranný) ideál pologrupy S nazýváme minimálnym ideá
lom pologrupy S, ak už neobsahuje v sebe ako vlastmi podmnožinu žiadny 
iný 1'avý (pravý, obojstranný) ideál pologrupy S. 

Pologrupa nemusí obsahovat minimálně ideály. 
Přenik dvoch róznych minimálnych 1'avých (pravých) ideálov je prázdna 

množina. 
Pologrupa S móže mať najviac jeden minimálny obojstranný ideál N. Tento 

je potom podmnožinou každého oboj stranného ideálu z S a dá sa teda defi-
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novať ako prenik všetkých obojstranných ideálov z S (tzv. Suškevicovo jádro). 
Pologrupa S móže (ale nemusí) obsahovat element z tej vlastnosti, že pre 

každé a € S je za = az = z. Takýto element nazýváme nulou pologrupy. 
Pologrupa móže obsahovat najviac jednu nulu. 
Nula (ak existuje) je pri uvedenej definícii minimality zrejme jediným existu-

júcim minimálnym lavým (pravým, obojstranným) ideálom. V tomto případe 
je preto výhodné minimálny ideál definovat ako ideál, ktorý okrem nuly (nu
lového ideálu) neobsahuje už žiadny iný podideál rovnakého druhu. Potom 
platí: 

Prenik dvoch róznych minimálnych lavých (pravých) ideálov je nulový ideál. 
Pologrupa móže mať viac (aj nekonečné mnoho) minimálnych obojstran

ných ideálov. 
My sa tu budeme zaoberať iba pologrupami bez nuly, takže nebude záležať 

na tom, ktorú definíciu minimaíity použijeme. 
Pologrupa móže (ale nemusí) obsahovat idempotentný. element (krátko idem-

potent), t . j . taký element e, pre ktorý platí e2 = e. 
Každá konečná pologrupa obsahuje aspoň jeden idempotent. 
Pologrupa S móže mať najviac jeden jednotkový element (jednotku), t. j . taký 

element e € S, ktorý pre každé a € S splňuje vzťah ea =-= ae == a. 
Pologrupa S móže mať aj viac (aj nekonečné mnoho) lavých jednotiek, t . j . 

elementov e\ € S, ktoré pre každé a € S splňujú vzťah eta = a. Podobné móže 
existovat viac (aj nekonečné mnoho) pravých jednotiek, t . j . elementov er € S, 
ktoré pre každé a € S splňujú vzťah aer = a. 

Každý idempotant minimálneho 1'avého (pravého) ideálu je jeho pravou 
(lávou) jednotkou. 

P o z n á m k a o o z n a č o v a n í : Symbol Sx C S značí (na rozdiel od Sx C S), 
že S± je vlastnou podmnožinou množiny S. Súčet dvoch množin Sl9 S2 budeme 
značit {Sv S2) alebo S± + $ 2 . Rovnaký význam má symbol ES^. Ostatné ozna-
čenia majú obvyklý význam. 

1. STRUKTURA KONEČNÝCH J E D N O D U C H Ý C H P O L O G R Ú P 
B E Z NULY 

Kedze sa v dalšom budeme zaoberať speciálnějšími otázkami, ktoré sa tý-
kajú jednoduchých pologrúp bez nuly, musíme si najprv trochu podrob-
nejšie vyložit strukturu takýchto pologrúp. To bude obsahom tohto odseku. 
Niektoré výsledky tohto odseku sú známe (pozři napr. S u s c h k e w i t s c h [1], 
S c h w a r z [2]). Podáme ich však vo formě pre naše účely obzvlášť výhodnej. 

Deřinícia 1,1. Pologrupu S nazýváme jednoduchou, ak neobsahuje žiadny oboj-
stranný ideál rózny od S a nulového ideálu (ak S má nulu). 

Speciálně případy jednoduchých pologrúp sú tzv. zlava a správa jedno
duché pologrupy. 
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Definícia lfi.Pologtupu S nazýváme zlava (správa) jednoduchou, ak neobsa^ 

huje ziadny lavý (pravý) ideál rózny od S a nulového ideálu (ak S má nulu). 
Veta 1,1. Pologrupa S bez nuly je zlava (správa) jednoduchá vtedy a len 

vtedy, ak v nej rovnica xa = b(ax = b) má riešenie pre každé a, b € S. 

D ó k a z . Pozři napr. I v a n -[1], veta 1 a la. 
Z axiomatiky teorie grup a z vety 1,1 vyplývá, že zlava a zároveň správa 

jednoduchá pologrupa bez nuly je grupou. 
Veta 1,2. Nech S je pologrupa bez nuly, L jej minimálny lavý a R minimálny 

pravý ideál. Potom L je zlava aR správa jednoduchá pologrupa bez nuly. 
D ó k a z . Pozři napr. S c h w a r z [3], veta 3,5. 
Veta 1,3. Jednoduchá pologrupa S bez nuly, ktorá obsahuje aspoň jeden mini

málny lavý (pravý) ideál, je súctom minimálnych lavých (pravých) ideálov. 
D ó k a z . Pozři napr. S c h w a r z [2], veta 2,1. 
P o z n á m k a . Odteraz sa budeme zaoberat už iba konečnými pologrupami 

bez nuly. 
Veta 1,4. Nech S je konečná pologrupa bez nuly, nech Li je jej lubovolný mi

nimálny lavý a Rk minimálny pravý ideál. Potom: 
1. Lic\ Rk = Gik je grupa, 
2. Gik je minimálnym pravým ideálom v Z/,- a minimálnym lavým ideálom 

v Rk, 
3. grupa Gik sa dá vyjádřit aj takto: 

^ik = eikLi = Rkeik > 

kde eik je jednotka grupy Gik. 
D ó k a z . 1. Dokážeme najprv, že Gik = Lv n Rk je neprázdná množina. Uva

žujme súčin RkLi. Ten je iste neprázdný. Při tom je: 

P^k^i ? LÍ , RkLí C Rk , 
to však znamená, že: 0 T T D 

RkLí C Li n Rk, 

teda množina Gik = L% n Rk je neprázdná. 
Ukážeme teraz, že neprázdná množina Gik C S je ciastocnou pologrupou 

pologrupy S. K tomu stačí dokázať, že súcin lubovolných dvoch elementov 
z Gik je opáť element z Gik. 

Nech a, b sú lubovolné elementy z Gik, t . j . 

a£LÍ7 a<ZRk; beLiy bš Rk. 

Pretože Liy Rk sú pologrupy, platí: 

ab € Li, ab € Rk, 
teda: 

ab € Lx n Rk~ Gik . 

Kedze Gik je konečná pologrupa, obsahuje aspoň jeden idempotent. Označme 
ho eik. Idempotent eik patří do minimálneho 1'avého ideálu Liy teda je pravou 
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jednotkou pre každý element z Lt, teda aj pre každý element z Gik. Ale idempo-
tent eik patří zároveň do minimálně ho pravcho ideálu Rk, teda je zároveň 1'avou 
jednotkou pre každý element z Rk, teda aj pre každý element z Gik. To zna
mená, že idempotent eik je jednotkou pologrupy Gik. Iný idempotent už Gik 

nemóže obsahovať, pretože ten by bol z tých istých dóvodov jednotkou v Gik 

a pologrupa, ako bolo v úvode konstatované, móže obsahovat najviac jednu 
jednotku. 

Podlá vety 1,2 ideál i0; je zlava a ideál Rk správa jednoduchá pologrupa 
bez nuly. To na základe vety 1,1 znamená, že rovnica xa = b má riešenie 
x € Lv pre každé a, b € Lx a rovnica ay === 6 má riešenie y € Rk pre každé 

a, b € Rk. Speciálně rovnica ._, 
xa = eik (1) 

má riešenie x € L: a rovnica / r t. 
- ay = ?ik (2) 

má riešenie y € i?*, pre každé a € Crífe. Násobme rovnicu (1) elementom y správa: 

xay = eiky, 

z coho dostaneme 
^ i * — eiky, 

a? = y . 

To znamená, že rovnica (1) má riešenie x € Gik pre každé a € O^. Ináč povedané: 
ku každému elementu a € C7̂  existuje (lavý) inverzný element. Z axiomatiky 
teorie grup vyplývá, že množina Gik je grupou, č. b . t . d. 

2. Pretože G^ == Lt n Rk, ]e Gik C Lř-, Gik C iř^. Na základe toho je : 

QikLi C ^ L , C Lf., ÉfoL, C BkLi C «*, 

teda 6^, je pravým ideálom pologrupy Lt. Je to zrejme minimálny ideál v Lt, 
2>retože grupa, ako je známe, nemóže obsahovať vlastný ideál. 

Právě tak sa dokáže, že Gik je minimálnym Tavým ideálom v Rk. 
3. Pretože je RkLt C Gik, pre každé a € Gik platí: 

aLj C Gik, Rka C Gik. 

Množina aL% C Lt je zrejme pravým ideálom v Z,,: a množina Rka C i?^ Tavým 
ideálom v Rk. Pretože však Gik je minimálnym pravým ideálom v Li a mini
málnym Tavým ideálom v Rk, platí: 

Gik = aL-t = i?^a 

pre každé a € Ér,-*, teda aj pre eik, t. j . Gik === e^L,- = i ? ^ , c. b. t. d. 
Teraz už Tahko dokážeme dalšiu vetu o struktuře konečných jednoduchých 

pologrúp bez nuly. 
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Veta 1,5. Konečná jednoduchá pologrupa bez nuly má takúto strukturu: 

s s t t s 

s = ^ L Í = ^ R k = 2 2 Gfc' Li = 2®&» Rk^ 2Gik' 
? = 1 ft=l i = l / l = l yfc-=l i *- l 

keře i,- sú jej minimálně Tavé, Rk minimálně pravé ideály, Gik = Li n Rk sú na
vzájom izomorfně disjunktně grupy a prirodzené čísla s, t majú zřejmý význam. 

s t 

D o k a z. Podlá vety 1,3 je 8 = S Li = £ Rk, kde Li, Rk sú minimálně lavé, 
i=l *-=i 

resp. pravé ideály v S. Všetky Li sú disjunktně, právě tak aj všetky Rk. Teda 
aj všetky grupy Gik = Li n Rk sú navzájom disjunktně. Z toho ďalej vyplývá, 
že každý element a € 8 padne do niektoróho minimálneho lavého ideálu Li 
a do niektorého minimálneho pravého ideálu Rk, teda padne do niektorej 
grupy Gik. Tým je dokázané, že pologrupa S je súctom st disjunktných grup: 

8 t 

8 = £ 2 Gik. Třeba ešte dokázať, že všetky tieto grupy sú navzájom izo-
i = l & = 1 

morfné. 
Podlá právě dokázaného je Li = YiGik, Rk = ^Gik. Podlá vety 1,4 je (?,•* = 

~eikLi=Rkeik. Teda je: * = 1 ' - 1 

Gik = eik]-ji = eik{Gn + #;2 + • • • + Gik+ . . • + G^) = 

= eik@n + 6 Í ^ ^ Í 2 + • • • + @ik + • • • + eikGit; 

z eoho vyplývá: 
c i F i l S: ^ife • 

Podlá vety 1,4 grupy Giv Gik sú minimálně pravé ideály v Li. Množina eikGix C 
C Li je zrejme pravým ideálom v Liy pretože e^G^Z- C e^G^. Pretože však 
Gik je minimálny pravý ideál v L{, musí platiť: 

Gik = eikGii. (3) 
Avšak ^ = ^ = {Q^ + ^ + ^ + ^ + + ^ ^ _ 

= ^ V Í I + GV-ii + • • • + Ga + • • • + G8leh » 
z coho vyplývá: 

^"n e i i <= C T Í I • 

PodTa vety 1,4 grupy Érn, 6r£l sú minimálně Tavé ideály v Rv Množina G^ e u C B1 

je zrejme tiož lávým ideálom v J?5. Pretože však tr^ je minimálny 1'avý ideál v Rv 

musí platiť: „ r i tAX 

Gii = G11eií. W 
Z (3) a (4) vyplývá: Q ( 5 ) 

""i* •= Cikali eu- \°f 

To znamená, že prvky lubovolnej grupy Gik móžeme vyjadriť pomocou prvkov 
grupy Gn a jednotiek grup Gik, GÍ}L. 

Prvky grupy Gn označme e u , an, blv civ . . . , kde en je jednotka. Ak xn 
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prebieha všetky elementy z G1V potom podlá (5) eikxn e-tl prebieha všetky 

elementy grupy Gik. Ak xn = elv potom 

eik e\\ ei\ = eik (en en) = eik etl = eik. 

To nás nabádá k tomu, aby sme aj ostatné elementj eik xn en € Gik označili xik. 
Teda položme: 

*ik = eik x\\ ei\ ( 6 ) 

pre každé xn€Glv Takto dostaneme všetky elementy grupy Gik : eik, aik) 

bik> cik> • • • Je i°h zrejme právě tolko ako elementov grupy Gn [na základe 
vzťahu (5)]. 

Teraz uvažujme také zobrazenie grupy Gn na grupu Gik> ktoré každému 
elementu xn € Gn přiřadí element xik = eik xn etkG Gik : 

%w -* ^ • ( 7 ) 

Toto zobrazenie je v dósledku vzťahu (5) zrejme vzájomne jednoznačné. 
Ukážeme, že je to izomorfizmus. 

Nech aiv bn sú Tubo volné elementy grupy Gn a nech an bn = clv V zobra
zení (7) im zodpovedajú elementy aik, bik, cik. 

a\\ ~*aik> bn -*bik, cn -*cik. 

Třeba dokázať, že aik bik = cik. Skutočne je: 

aik bik = eik a\\ ei\ • eik bn eix = eik
 aw (ei\ eik) bn

 ei\ = 
= eik a\\ ei\ bn e ř l = eik an (etl bn) eix = eik an bn eÍJL = 

= eik (an bn) etl = eik cn etl = cik . 

Tým sme dokázali, že grupa Gn je pri zobrazení (7) izomorfná s lubovolnou 
grupou Gik : 

Gn £á Gik -

Pretože však vzťah ^ je reflexívny, symetrický a tranzitívny, tým je doká
zané, že všetky grupy Gik sú navzájom izomorfné. 

Dósledok vety 1,5. Každý minimálny lavý (pravý) ideál konečné) jedno
duché) pologrupy 8 bez nuly má právě tólko idempotentov, kolko je minimálnych 
pravých (lavých) ideálov v 8. 

P o z n á m k a 1. V dókaze vety 1,5 význačná úlohu malá grupa G1V To však 
zrejme nie je podstatné. Miesto grupy Gn sme mohli hociktorú inú z grup Gik 

zvoliť za „ p r v ú " . Změnilo by sa tfxn. iba označenie. 
P o z n á m k a 2. Okrem izomorfizmu (7), uvažovaného v dókaze vety 1,5, 

móžu zrejme existovat aj iné izomorfizmy. Napr. podobné ako vzťah (5) 
dá sa dokázať aj vzťah Gik = e3 k Gn eik, ktorý vedie vo všeobecnosti na iný 
izomorfizmus. 
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Dcfinícia 1,3. Navzájom izomorfně disjunktně grupy Gik, ktorých súctom je 
jednoduchá pologrupa 8 bez nuly, budeme nazývat grupovými komponentmi polo-
grupy 8. Grupovým komponentom budeme nazývat aj abstraktnu grupu Q ^ Gik. 

Pre grupové komponenty platí: 
Veta \fi.QikQn = Qlk. 
D ó k a z . Pretože Gik = Li n Rk, Gjt = L}r\ Rh je Gik C Li9 Gik C Rk, 

@ji ? Lj> @ji -= ^/ • 
Na základe toho je: (?ijfe Cfy C Z ř Lj C Lj} 

pretože Lj je 1'avý ideál v 8. Zároveň je : 

QikQiiCBkJRlCBk9 

pretože Rk je pravý ideál v 8. Teda: 

@ik Qji £ Lj n Rk = Gjk. 

Pretože Gji je pravý ideál v Lj, je: 

@ik Qji Lj C Gik Gji, 

t. j . GikGji C Lj je pravý ideál v £ j . Pretože však Q-jk je minimálny pravý 
ideál v Lj> musí platiť: 

@ik Qji = ^J^ • 
Právě tak sa dokáže: 
Veta l,6a é Nech xik, XjX sú lubovolné elementy z Gik, resp. Gji, potom platí: 

xik Qjl = @jk y @ik xjl = Qjk • 

Podlá vety 1,6 vždy platí: 
Gik Gji = Gjk. 

Vzniká otázka, ci aj pre idempotenty (jednotky grup) vždy platí: 

eik eji = ejk , 

t . j . , ci súcin lubovolných dvoch idempotentov je vždy idempotent. 
Na základe vety 1,6 móžeme tvrdit iba to, že: 

eik Cji € Gjk. 

Pre j = i alebo l = k to však vždy platí na základe toho, že každý idem
potent minimálneho lavého (pravého) ideálu je jeho pravou (lávou) jednotkou. 
Teda vždy platí: 

eiken^ eik-
eik ejk = ejk • (8) 

Avšak vo všeobecnosti je eik e,ji 4= Cjk , o čom sa přesvědčíme na nasledujúcom 
příklade. 
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P ř í k l a d . Pologrupa S = {ax, a 2 , a 3 , a 4 , a 5 , a 8 , a 7 , a8}, v ktorej násoben i e 
je definované touto multiplikačnou tabulkou: 

«1 «2 <h at «б «e a7 «8 

«1 a, «2 »! <h «5 «в «б «5 
a
2 <h «l «2 «i «• «5 «5 «6 

« a,A <Һ «3 a4 «8 «7 «7 «8 

«4 a
4 «3 «4 «з «7 «8 «8 «7 

«5 «i «2 «2 at «5 «6 «5 «6 

«
6 

«2 ax «1 «a «в «5 «6 «5 
«7 «4 «з «3 «4 a7 «8 a7 «8 

"8 «3 <h a4 «3 «8 a7 «8 a7 

je jednoduchá bez nuly (priamo sa móženie přesvědčit, že asociatívny zákon 
je splněný). Jej minimálně lavé ideály sú: 

Li = K , a2 , % . «4}> ^2 = K - «e < r/? < r/s) 

a minimálně pravé ideály: 

Rx = {ax, a 2 , a 5 , a6}, iř2 = {a3, a 4 , a 7, O8}. 

Vidíme, že S = 2^ -f F2 = Rl-\- R2. Podlá vety 1,5 pologrupa S je súctom 
štyroch nazvájom izomorfných disjunktných grup. Sú to: 

Lл n Rľ = {ay, a2}, G12 = Lл n ќ 2 = {a3, a4), 
i 2 n Ą = {a5, a6}. C722 = L2n R2-= {a7, a8}. 

V našom označení teda je: 

Platí : 

avšak 

&n 
чi 

e12 = a 3 

*12 

u 21 
& 22 = a, 
*22 

"11 e12 = ax a3 = ax = e n , e n e21 = ax a 5 = a 5 = e 21 5 

^12 ^21 Ö;O a к = aл = a< '22' 

Vidíme teda, že súčin dvoch idempotentov nemusí byť vždy idempotent. 
Všetky konečné jednoduché pologrupy bez nuly móžeme teraz rozdělit do 

dvoch skupin podlá toho, či splňujú alebo nesplňujú podmienku: 

?ik ejl = Єjk (9) 
pre každé i, j , k, l. 

Definícia 1,4. Konečné jednoduché pologrupy bez nuly, ktoré splňujú pod
mienku (9), budeme nazývat jednoduchými pologrupami typu A; v opacnom 
případe budeme hovořit o pologrupách typu B. 

Z tejto definície a z (8) ihned vyplývá: 
Veta 1,7. Každá konečná, zlava (správa) jednoduchá pologrupa bez nuly 

je typu A. 
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Doslcdok vcíy 1,7. Kazda jednoduchá pologrupa typu B obsahuje aspoň dva 
minimálně lavé a aspoň dva minimálně pravé ideály. 

D o h o v o r . V ďalšom budeme prívlastok „konečná" vynechávat. Polo
grupa 8 bude však znamenat vždy konečnú pologrupu, ak nebude zvlášť 
ináč poznamenané. 

Veta 1,8. Nech 8 je jednoduchá pologrupa bez nuly a nech jej elementy sú 
označené podTa (6). Potom, vztah 

aikbji = ajkbjk (10) 

platí pre každé aik} bji € 8 vtedy a len vtedy, ak 8 je typu A. 

D ó k a z . Nech pologrupa 8 je typu A, t. j . platí eik e}i = e-jk pre každé i, j , 

k, l. Nech aik, b^ sú lubovolné elementy z 8, aik = eik an e>tl, bji = e^ bn e;-t, 
potom aik ^ = e^ a^ ^ ^ & i i ^ = e^ a^ ^ e^ & i i e^ = 

= eik an e)i bn
 e)\ = eik ai\ (e)i bn)

 e)i = eik an bn e)i = 
= eik (% an) bn e}1 = (eik e}1) (an bn) en = e}k c u e}1 = cjk. 

Ak an bn = c11? potom ajk bjk = cjk. Teda: 

aik bji = cjk = ajk bjk . 

Nech naopak pre Tubovolné elementy z 8 platí aik b^ = a-jk bjk. Pofcom 
to platí speciálně aj pre eik, e^, t . j . eik e^ = e-jk ejk = ejk. To však znamená, 
že pologrupa 8 je typu A. 

P o z n á m k a . Eahko sa móžeme přesvědčit, že elementy lubovolného Tavého 
ideálu Lt jednoduchéj pologrupy 8 bez nuly splňujú (10), t . j . platí aikbji = 
= ajk bjk bez ohladu na to, či póvodná pologrupa 8 je typu A alebo B. Právě 
tak aj elementy minimálneho pravého ideálu Bx : aix bjX = a}1 b^. To je v sú~ 
hlase s větou 1,8, pretože každý minimálny Tavý (pravý) ideál je zlava (správa) 
jednoduchá pologrupa, teda typu A. 

Ak však vezmeme ideál Bk, k 4= 1 a 8 je typu B, potom nemusí byť splněné (10), 
ak elementy pologrupy Bk berieme s t ý m istým označením, ktoré dostali 
v póvodnej pologrupe S. To zdanlivo odporuje vete 1,8. Rozpor vzniká právě 
z označenia elementov. Totiž pri „ s t a r o m " označení je: 

aik bjk = ?<ik a n en • e)k b\\ e)i • 

Máme tu do činenia s idempotentmi eiv e-n, ktoré nepatria do Bk{k 4= 1), 
teda nie je zaručené, že platí eZJ e-jk = e ; 1 . Z toho dóvodu nemusí byť aik bjk = 

= ajk bjk • 

Ak sa však na ideál Bk díváme ako na samostatné pologrupu a v nej označíme 
elementy podTa (6), potom vztah (10) je prirodzene splněný. 

V případe ideálov Bx a Lt toto ,,staré" označenie nevedie k rozporu s větou 
1,8, pretože vo výrazoch: 

an b)i = ei\ a\\ ea e)i bn e'n > aik ba = eik <hi en eu ftn eh 
všetky idempotenty patria do Bx, resp. do L%. 
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Jednoduché pologrupy typu A majú niektoré „ d o b r é " vlastnosti, ktoré polo-
grupy typu B nemajú. O najdóležitejšej z nich hovoří veta 1,8. V dósledku 
týchto vlastností sa pologrupy typu A, ako uvidíme neskór, dajú omnoho 
lahšie rozložiť na direktný súcin ako pologrupy typu B. 

Množinu všetkých idempotentov jednoduchej pologrupy S bez nuly o-
znacme E. J e zřejmé, že množina E tvoří éiastočnú pologrupu pologrupy 8 
vtedy a len vtedy, ak 8 je typu A. Dokážeme, že v tom případe pologrupa E 
je tiež jednoduchá bez nuly a obsahuje právě tolko minimálnych ideálov 
ako S. Najprv si však dokážeme jednu pomocnú vetu. 

Lemma 1,1. Nech pologrupa 8f, ktorá obsahuje aspoň dva elementy, je ho-
momorfným obrazom jednoduchej pologrupy S bez nuly. Potom 8f je nevyhnutné 
jednoduchá pologrupa bez nuly. 

D ó k a z . Nech S ~ 8' a neeh S je jednoduchá pologrupa bez nuly. Predpo-
kladajme, že pologrupa 8' nie je jednoduchá, t . j . obsahuje vlastný oboj-
stranný ideál M' C 8'. Pre lubovolné s' € S', m' € M' teda platí: 

s'mf e Mf, ?nfsf € Mf. 

Množinu tých prvkov z 8, ktoré sa pri danom homomorfizme zobrazia na 
prvky ideálu M', označme M. Množina M je zrejme neprázdná a iste je M =\= 8. 
Pre lubovolné m € M, s € 8 potom platí: 

m -»m' eMf, s -+s' €Sf, 

ms -» m's' € M', sm -» s'm' € M', 
z Óoho vyplývá, že 

ms € M, 8m € M. 

To však znamená, že neprázdná množina 31 C 8 je obojstranným ideálom 
pologrupy S, co odporuje předpokladu o jej jednoduchosti. 

Třeba ešte dokázať, že Sf je pologrupa bez nuly. Dokážeme to opat nepriamo. 
Nech pologrupa Sf obsahuje nulu zf. Množinu tých elementov z 8, ktoré sa pri 
danom homomorfizme zobrazia na z', označme Z. Množina Z je opáť zrejme 
neprázdná a 4= S. Pre lubovolné z € Z, s € 8 platí: 

sz ~*sfzf = zf. zs -*zfsf = zf, 
t. j . 

szčZ, zseZ. 

To znamená, že neprázdná podmnožina Z C S je obojstranným ideálom polo
grupy S, co je spor. Teda S' je jednoduchá pologrupa bez nuly. 

Veta 1,9. Nech S je jednoduchá pologrupa typu A, ktorá nie je grupou. Nech E 
je množina všetkých jej idempotentov. Potom: 

1. Množina E je ciastocnou pologrupou pologrupy 8. 
2. Platí S ~ E. 
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3. Pologrupa E je jednoduchá bez nuly. Jej minimálně lave, resp. pravé ideály 

SÚ: L\e) = L{nE, Rie) = RknE, 

teda je ich právě tolko ako minimálnych lavých ideálov Lt, resp. pravých Rk v S. 
D ó k a z . 1. Že množina i? je čiastočnou pologrupou pologrupy S, vyplývá 

ihned z předpokladu, že S je typu A, pretože v tom případe súcin l ibovolných 
dvoch idempotentov je idempotent. 

2. Zobrazme pologrupu S na pologrupu E t a k t o : všetkým t ý m elementom 
z S, ktoré patr ia do tej istej grupy Gik, přiřadíme element eik €E, t . j . 

xik -> eik, 

ak xikčGik. Toto zobrazenie je zrejme jednoznačné a v dósledku vety 1,6 
aj homomorfné. Teda je S ~ E. 

3. Podlá předpokladu S nie je grupou, teda E obsahuje, viac ako jeden 
element. Podlá právě dokázaného a podl'a lemmy 1,1 E je teda jednoduchá 
pologrupa bez nuly. 

Označme Li n E = L\e). Potom platí: 

EL\e) C ELi C Li 

a z á r ° v e ň EL\e)CEECE, 

t 8 d a EL\e)CLinE = L\e). 

To znamená, že L\e) = Ltn E = {eiL, ei2, . . . , eit) je 1'avý ideál v E. Ďalej pre 
lubovolné eik € L\e) platí: 

L\e) eik = {eh, ei2, ..., eit) eik = {eix, etl, . . ., eit) = L\e). 

To však znamená, že v ideáli L\e) má rovnica xa = b riešenie pre každé 
a, 6 € L\e). Podlá vety 1,1 ideál L\e) je minimálny. Takých ideálov L\e) je v E zrejme 
tolko, koliko je minimálnych lavých ideálov Li v S. Ich súčet je rovný celému E, 
teda sů to všetky minimálně lavé ideály v E. 

Právě tak sa dokáže, že R[e) = RknE sú všetky minimálně pravé ideály v E. 
P o z n á m k a 1. J e zřejmé, že ak dve pologrupy typu A majú rovnaký počet 

minimálnych lavých aj pravých ideálov, potom k nim prislúchajúce pologrupy 
idempotentov sú izomorfně. 

P o z n á m k a 2. Nech S je Tubo volná jednoduchá pologrupa bez nuly, ktorá 
nie je grupou. Množinu všetkých jej grupových komponentov Gik označme © 
a definujme v nej násobenie t a k t o : 

Gik • @n = Gjk- ( i 1 ) 

Nech S' je jednoduchá pologrupa typu A s tým istým počtom minimálnych 
lavých aj pravých ideálov ako S. Potom jej čiastočná pologrupa E je toho 
istého rádu ako ©. 
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Je hned vidieť, že zobrazenie eik ~> G^ pologrupy E na poiogrupu (S je 
izomorfizmus: E g^ @. Z toho a z vety 1,9 vyplývá: 

Množina © všetkých grupových komponentov každé] jednoduché] pologrupy S 
bez nuly, ktorá nie je grupou, vzhladom na násobenie (11) tvoří jednoduchý, poio
grupu bez míly, ktorá má právě tolko mininiálnych lavijch aj pravých ideálov 
ako póvodná pologrupa S. 

2. DIREKTNÝ SÚČIN POLOGRÚP A NIEKTORÉ JEHO 
VLASTNOSTI 

Dcfinícia 2,1. Nech S± — {aa}, S2 = {bp}, kde oc, fi prebiehajú nějaké množiny 
indexov, sú dve pologrupy. Množinu S všetkých usporiadaných dvojic (aa, bp). 
kde aa € Sx, bp € S2 a v ktorej ^rovnost a násobenie je definované takýmto spó~ 

(aa, bp) = (ay, b{,), vtedy a len vtedy, ak aa= ar , 6^= 60 

K , bp) (ar, bd) = (aaa7, bpb6) 

budeme nazývat direktným súčinom pologrnp Sv S2 a budeme značitS = SXXS2. 
Z tejto definicie hněď vyplývá, že direktný súcin dvoch pologrúp je pologrupa. 

í)alej platí: 
Veta 2,1. Platí Sx xS2^ S2 x SL. 
D ó k a z . Nech S±={aa}. S2 = {bp}, potom S±xS2 = {(aa, bp)}, S2xSx~ 

= {(bp, aa)}. 
Zobrazenie . . . / f , 

(aa, bp) ~* (bp, aa) 

pologrupy SxxS2 na poiogrupu S2xSx je zrejme vzájemné jednoznačné. Je to 
izomorfizmus, pretože z 

_ r „ i - 0 . K > h) -> (bx, ax), (a^, bv) -* (bv, a^) 
yi y * 

(a*, bx) (a^, bv) = (ax a^, bx bv) -> (bx bv, ax a^) = (bx, ax) (bv, a(X). 

Teda je S1 xS2^S2XSv 

Zřejmá je ďalej platnost ďalšej vety. 
Veta 2,2. Nech S1 ^ S[, S2 ^ S'2, potom: 

S1xS2^S'1xS'2. 

Veta 2,3. Nech obidve pologrupy Sv S2 obsahuje aspoň jedem idempoíent. 
Potom ich direktný súcin S = S± X S2 obsahuje aspoň jednu čiasiocnú poiogrupu 
S[ ^ Sx a aspoň jednu čiasiocnú poiogrupu 8'2 ^ S2. 

D ó k a z . Nech ex € $x, e2 € S2 sú idempotentné elementy. Označme 

«; = {(«., e^}, ^ = { ^ , 6 ^ } . 

Množiny S[ C S, S'2 C S sú zrejme čiastoené pologrupy pologrupy S. Zobrazenie 

(aa, e2) ->aa 
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je zrejme vzájomne jednoznačné zobrazenie pologrupy S[ na pologrupu Šx. 
Je to izomorfizmus, pretože z 

(a%, e2) »> a x , (a^, e2) -> a>lx 

vyplývá: 
(a x , e2) (a^, e2) = (a xa / 4, e2) -» a^a^. 

Teda je $ í ^ Sv Právě tak sa dokáže, že S'2 ^ # 2 . 
Veta 2,4. jNec& polognipa Sx obsahuje aspoň jednu pravú (lavú) jednotka 

a polognipa S2 aspoň jednu lavú (pravú) jednotku. Potom každý element 
sčS = #- xS2sa dá vyjádřitakosúčins = 8X82 (8 = 8,8!), &eZe8j ?e určitý element 
ciaslocnej pologrupy S[ ^ # x a 82 určitý element ciastocnej pologrupy S2 g+ S2, t. j . 

platr' S = S[S'2(S = S'2S[). 

D ó k a z . Nech ax je pravá jednotka v St a bx 1'avá jednotka v S2. Pódia pre-
došlej vety je: 

S'x = {(«„, bL)} ~ S1} S'2 = {(av bp)} s* S2. 

Nech 8 = (aa, tf) je Tubo volný element pologrupy S = SxxS2. Potom sx = 
= (ri«, bx) € $ í , 52 = (ax, b&) € S2 a platí: 

8 = 8i82, ' (12) 
pretože 

(aa, bt) (ax, bp) = (aaax, bx bp) = (aa, bp). 

Z toho vyplývá: S = S[S'2. 

P o z n á m k a . Rozklad S = S[S'2 nemusí byť jednoznačný. Ak totiž Sx má 
vx pravých a S2 v2 lavých jednotiek, potom máme aspoň v = vx v2 róznych 
rozkladov: 

S = S[S'2 = ... = sp sív). 
Avšak pri pevnom S[ a S'2 je rozklad (12) jednoznačný v dósledku toho, že je 
S[xS'2^S. 

Veta 2,5. Nech S = S±xS2, nech obidve pologrupy S±, S2 obsahujú viac ako 
jeden element. Potom pologrupa S je jednoduchá bez nuly vtedy a len vtedy, ak 
obidve pologrupy S±, S2 sú jednoduché bez nuly. 

D ó k a z . Pozři I v a n [1], veta 7 a 8. 
P o z n á m k a . Vety 2,1 — 2,5 platia zrejme aj pre nekonečné pologrupy. 

Ďalšie vety budu už hovořit iba o konečných pologrupách. 
Veta 2,6. Nech sú splněné předpoklady vety 2,5. Potom pologrupa S je jedno

duchá typu A vtedy a len vtedy, ak obidve pologrupy Sl9 S2 sú typ^l A. 
D ó k a z . Nech Sl9 S2 sú jednoduché pologrupy typu A. Podlá vety 2,5 ieh 

direktný súčin S = SxxS2 je tiež jednoduchá pologrupa bez nuly. Chceme 
dokázať, že je tiež typu A, t . j . že súčin jej l ibovolných dvoch idempotentov 
je idempotent. 
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J e zřejmé, že element (aa, bp)€S je idempótentný vtedy a len vtedy, ak 

elementy aaG Sx, bp€ S2 sú idempotentné. Idempotenty v Sx označme e'x, 
e£, e j , . . . a v S2: e"x, e%, e,,. . . Potom súcin lubovolných dvoch idempotentov 

z S je 

(e^e í ) (e j , e f ) = ( e<c ; , e í c f ) -=(e^ ,£ ; ) , 

teda opať idempotent z S. Teda S = S1xS2 je typu .4. 
Naopak, nech # je jednoduchá pologrupa typu -á a nech S = SxxS2. 

Podlá vety 2,5 pologrupy # ! , # 2 sú jednoduché bez nuly. Dokážeme, že obidve 
sú typu A. Keby totiž aspoň jedna z nich, napr. Sx, bola typu B, potom by 
obsahovala aspoň dva idempotenty e-, e- také, že e- e;- = alA,a^ nie je idempo-
tant . Potom by bylo (e-, e"k) (e-, ef) = (a^, e£), t. j . pologrupa S by obsahovala 
aspoň dva také idempotenty, že ich súčin nie je idempotent, čo je spor s pred-
pokladom, že S je typu A. 

Dósledok vety 2,6. Ak S = S±xS2 a S je jednoduchá pologrupa typu B, 
potom aspoň jedna z pologrúp Sx, S2 je typu B. 

Častejšie sa budeme odvolávat ešte na tu to vetu: 
Veta 2,7. Ak pologrupa Sx obsahuje n± a pologrupa S2n2 minimálnych lavých 

(pravých) ideálov potom ich direktný súcin S = SxxS2 obsahuje n = nxn2 

minimálnych lavých (pravých) ideálov. 
D ó k a z . Pozři I v a n [1], veta 6. 

3. R O Z K L A D J E D N O D U C H Ý C H P O L O G R Ú P TYPU A 

Teraz pristúpimekriešeniunášhoproblému, k torýznie .Náj sť n e v y h n u t n é 
a p o s t a c u j ú c e p o d m i e n k y k t o m u , a b y sa j e d n o d u c h á p o l o g r u p a 
b e z n u l y , k t o r á n i e je g r u p o u , d a l a r o z l o ž i t n a d i r e k t n ý s ú c i n i n ý c h 
p o l o g r ú p . V tejto práci sa obmedzíme iba na pologrupy typu A. 

J e zřejmé, že pre každú pologrupu S platí S ^ {e} X S' ^ S' X {e}, kde S' o* S 
a {p) je pologrupa, ktorá pozostáva z jediného elementu. Tento triviálny případ 
nebudeme uznávat za rozklad a vylúčime ho z našich úvah touto definíciou. 

Definíeia 3,1. Budeme hovořit, ze pologrupa S sa dá rozložit na direktný 
súcin, ak existujú aspoň dve pologrupy S±, S2, z ktorých každá má viac ako 
jeden element, také, ze platí S1xS2£á S. Pologrupám S±, S2 budeme hovořit 
direktně činitele (faktory) pologrupy S. 

Z tejto decinície ihned vyplývá: 
Veta 3,1. Nevyhnutná podmienka k tomu, aby sa pologrupa S dala rozložit 

na direktný súcin, je: rad pologrupy S nie je prvoUslo. 
Nakoniec ukážeme, že v případe jednoduchých pologrúp typu A, ktoré 

nie sú grupy, tá to podmienka je aj postacujúca. 
Na základe vety 2,3 stačí sa pri hladaní direktných faktorov $ x , # 2 P°l°-

grupy S obmedziť na jej éiastočné pologrupy. V případe, že pologrupa S je 
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jednoduchá typu .4, potom podfa vety 2,6 aj jej direktně faktory Sx, S2 musía 
byť jednoduché pologrupy typu A. Tejto podmienke vyhovujú okrem even-
tuálnych dalších tie čiastočné pologrupy jednoduchej pologrupy typu A, 
s ktorými sme sa zaoberali v odseku 1. Sú t o : Li9 Bk, G, E, L\e), B^f1. 

P o z n á m k a . V ďalšom bude vždy znaciť S jednoduchú pologrupu bez nuly, 
Lt, Bk jej minimálně lavé, resp. pravé ideály, G jej grupový komponent, E 
množinu všetkých jej idempotentov a L\e), B^ minimálně 1'avó, resp. pravé 
ideály v E (ak E tvoří pologrupu). Ďalej s bude znaciť počet minimálnych 
1'avých, t počet minimálnych pravých ideálov v S a g rád grupového kompo
nentu G. 

Podlá vety 1,9 E obsahuje právě tolko minimálnych 1'avých aj pravých 
ideálov ako S. G neobsahuje žiaden vlastný ideál. Podlá vety 2,7 pologrupa 
GxE obsahuje právě tolko minimálnych 1'avých aj pravých ideálov ako S. 
Dá sa čakať, že bude GxE ^ S. Skutočne platí: 

Veta 3,2. Nech S je jednoduchá pologrupa typu A, ktorá nie je grupou a nech 
g > 1. Potom S sa dá rozložit na direhtný súcin. Platí: 

S^GxE. 

D ó k a z . Pretože S nie je grupa, pologrupa E obsahuje viac ako jeden ele
ment: ^ , . 

A = \en^12,. . . , eiki. . . } . 
Pre jednoduchosť za grupový komponent vezmime grupu Gn: 

0 = G1±= {2n,an,bn,cn,...}. 

Elementmi pologrupy GxE budu teda dvojice (xn,eik), kde xn prebieha 
všetky elementy z Gn, eik všetky elementy z E. 

Zobrazme teraz pologrupu GxE na pologrupu S t ak to : elementu (xn, eik) 
€GxE přiřadíme element xik € S: 

(^n ,tik) -*xik-

Přitom pod elementom xik rozumieme stále element grupy Gik, ktorý je rovný 
(ako v dókaze vety 1,5) eik xneii. Vidieť, že dané zobrazenie je jednoznačné 
a že množina obrazov pokrývá celé S. 

Nech (an, eik), (bn, ejt) sú Tubo volné elementy zGxE.V našom zobrazení im 
zodpovedajú elementy aik, bjt: 

(an, eik) -> aik, (bn, e]X) -^ bn. (13) 

Ak an bn = cn, potom súčinu (an, eik) (bn, ejt) = (an bn, eik e}l) = (cn, e}k) 
v našom zobrazení zodpovedá element c-jk 6/S, teda je: 

(<hi>eik)(bn>eji) ~*cik- ( 1 4 ) 

J e však (vzhladom na vetu 1,8 a na naše označenie): 

aikbji=-ajkbjk = cjk. (15) 

Matematicko-fyzikálny časopis IV, 4 195 



2 (13), (14) a (15) vsak vyplývá, že uvažované zobrazenie je homomorfizmus. 
Je aj vzájomne jednoznačné, t . j . dvom róznym elementom z GxE zodpove-
dajú rózne elementy z 8. Ak totiž (an, eik) =}= (bn>

 eji)> potom musí nastat 
aspoň jeden z týchto prípadov: an ^ bn,i 4= j,k =# l. Je zřejmé, že vo vset-
kých týchto troch prípadoch je a^ 4= fy/« Teda dané zobrazenie je dokonca 
izomorfizmus, t . j . S g^GxE, c. b . t . d. 

Z právě dokázanéj vety a z vety 2,2 vyplývá tento dósledok: 
Doslcdok vety 3,2. NechS, S' sú jednoduché pologrupy typu A, ktoré majú rov-

nahý počet minimálnych lavých aj pravých ideálov, nech grupový komponent polo
grupy S je izomorjný s grupovým komponentom pologrupy S'. Potom je S ^ Sf. 

Inými slovami: Jednoduchá pologrupa S typu A je grupovým komponentom- G 
a pologrupou E svojich idempotentov až na izomorjizmus jednoznačné určená. 

P o z n á m k a 1. V případe g = 1 je E = S a podlá vety 3,2 by sme dostali 
triviálny rozklad S ^ exS. Právě tak v případe, že S je grupou: S = Sxe. 
V zmysle defmície 3,1 teda všetky předpoklady vety 3,2 sú podstatné. 

Veta 3,2 hovoří, že postačujúcou podmienkou k tomu, aby sa jednoduchá 
pologrupa typu A, ktorá nie je grupou, dala rozložit na direktný súčin, je: 
g > 1. Táto podmienka však nie je, ako uvidíme na nasledujúcom příklade, 
nevyhnutná. 

P ř í k l a d . Pologrupa S = {ax, a2, a 3, a4}, v ktorej násobenie je dané touto 
multiplikacnou tabulkou: 

«1 «2 az «4 

ax ax % a3 aа 

<h a% a2 a4 
ß 4 

as <h ax as «з 
«
4 «2 «2 a4 

«4 

je jednoduchá bez nuly typu A. Jej minimálně ideály sú: 

Lx = {ax, a2}, L2 = {a3, a4}; Rx = {ax, a3}, R2 = {a2, aA} 

a grupové komponenty: 

Gn = {ax},GX2 = {a2}, G2i = {a3},G22 = }a4}. 

Je teda g = 1 a rozklad tvaru uvedeného vo vete 3,2 nie je možný. Avšak 
táto pologrupa sa predsa dá rozložit, avšak iným spósobom. Platí napr. 

S^LxxRx. 
Dokonca t u platí S ^=z Lx Rx. 

Zobrazme pologrupu LxxRx na pologrupu S t ak to : 

(ax, ax) -» axa} = ax, 
(a2, ax) -> a2ax = a2, 
(ax,a3) ->axa3 = a:i, 
(a2, a3) -*a2ad = aA. 
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Označme (%, ax) = e±, (a2, ax) = c2, (a1? a3) = c3, (a2, a3) = C4. Pre Lxx&x 

dostáváme tuto multiplikačnú tabulku: 

<à c2 Cз c4 
Cl 

c
i Cl c3 

<% 

c
2 

c
2 c

2 
c
4 

C
4 

Cs "l Ci c3 c3 
c
4 
c
2 
c
2 
c
4 
c
4 

Teda skutočne je L±X R± ^ AST. 
P o z n á m k a 2. Uvažujme jednoduchú pologrupu # bez nuly (nezávisle od 

toho či je typu A alebo B). Nech prirodzené čísla g, s, t majú obvyklý význam. 
Potom má pologrupa S zrejme gst róznych elementov. Uvažujme ďalej 
množinu Li Rk (i, k pevné). Táto množina je zrejme oboj stranným ideálom v S. 
Kedze však S je jednoduchá pologrupa, je nevyhnutné S = LxRk. Nie je však 
vo všeobecnosti pravda, že platí S ^ LiXRk. Ideál Li má totiž presne gt, 
ideál Rkpresne gs elementov. Teda L,x Rk má presne g2 st róznych elementov. 
Keďže pre g > 1 je vždy g2 st > gst, platí tá to veta: 

Rozklad tvaru S ^ LiXRk je možný iba vtedy, ak g -= 1. 
Prv, ako by sme sa podrobnejšie zaoberali rozkladom takých pologrúp, 

u ktorých je g = 1, t . j . takých, ktoré obsahujú iba samé idempotenty, po
ložme si takúto otázku: V rozklade podlá vety 3,2 jeden direktný faktor je 
grupa; otázka je, ci a k e d y sa j e d n o d u c h á p o l o g r u p a t y p u A d á 
r o z l o ž i t t a k , a b y a n i j e d e n d i r e k t n ý f a k t o r n e b o l g r u p o u . Posta-
cujúcu podmienku pre to najdeme 1'ahko. O tom hovoří ďalšia veta. 

Vela 3,3. Nech S je jednoduchá pologrupa typu A, nech s > Z, t > 1. Potom 
sa S dá rozložit na direktní) súcin dvoch pologrúp, z ktorých a/ni jedna, nie je 
grupou. Platí: 

SséLiXRtf, S^LiRtf (16) 
alebo 

S ^ L\*xRh, S = L\*Rh. (16') 

D ó k a z . Nech S splňuje předpoklady vyslovenej vety. Vidieť, že v tom pří
pade ideály .Lf, Rk, L\e\ R^ iste niesú grupy a každý z nich obsahuje viacako 
jeden element. 

Vezmime teraz 1'ubovolný ideál Li v S a lubovolný ideál R^ v E. Podlá 
vety 1,2 IJi je zlava a Rff správa jednoduchá pologrupa bez nuly, teda obidve 
sú typu A. Podlá vety 2,6 aj ich direktný súčin LiXR^ je jednoduchá polo
grupa typu A. Ďalej, v dósledku viet 1,4; 1,5; 1,9; 2,7 a vety 10 z práce 
I v a n [1], pologrupa LiXRff obsahuje právě tolko minimálnych 1'avých 
aj pravých ideálov ako pologrupa S a jej grupový komponent je izomorfný 
s grupovým komponentem pologrupy S. Podlá dósledku vety 3,2 teda platí 

SszLi X R]fK 

1Q7 
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Pologrupa Li obsahuje zrejme aspoň jednu pravú jednotku, pretože je mini-
málnym lavým ideálom v S a teda každý jej idempotent je jej pravou jed
notkou. Právě tak polcgrupa R\,e) obsahuje aspoň jednu lavú jednotku. Teda 
podTa vety 2,4 je S = L{B^ . 

Právo tak sa dokáže, že je 8 ^ L\e)xRk, 8 = L\e)Rk. 
Pozná,mka 1. Vetu 3,2 sme dokázali tak, že sme našli jedno určité izo

morfně zobrazenie pologrupy GxE na pologrupu S, kým vetu 3,3 sme do
kázali bez toho, že by sme museli hladať nějaké izomorfně zobrazenie polo
grupy LiXR^e) na pologrupu S. Dokázali sme iba, že LiXRff sa dá izo
morfně zobrazit na $. Takých zobrazení móže však vo všeobecnosti existovat 
viac. Jedno z nich najdeme lahko. Je to: 

\XiV, Cjnk) ""-* %ivC/nk = = *fyťv« 

Toto zobrazenie pologrupy LiXRtf na pologrupu S je zrejme vzájomne 
jednoznačné, pretože je S = LiRty. Ověříme si, že je to aj homomorfizmus. 

Nech {ai(Á) eVk), (biQ, e0k) sú 1'ubovol'né elementy z LiXR[e). Potom 

(aifx, Cvk) -*Q>vii> (biQ, Cok) • " * b 0 Q . 

Ak a11b11 = c n , potom aV(xb0Q = aa/JbafA = cafA. Třeba teda dokázať, že súcin 
(^itx, Cvk) (biQ, Cok) s a zobrazí na c0(x. Skutočne je: 

(a^, tvk) (biQ, Cok) = («,>&,-<?, evkeok) = (a,A>, eok) = (cř>, eak) ~> c( oџ» 

Teda uvažované zobrazenie je skutočne izomorfné. 
P o z n á m k a 2. Všimnime si, že v predpokladoch vety 3,3 sa nič nehovoří 

o gr, t. j . o počte elementov grupového komponentu. Teda veta 3,3 platí aj pre 
také pologrupy, ktoré obsahujú iba samé idempotenty. V tom případe je 
E = S, L\e) = Li, teda platí Sg*LiXRk, 8 = LiRk (pozři příklad za větou 3,2). 
V spojení s poznámkou 2 za větou 3,2 teda dostáváme: 

Dosledok vety 3,3. Nevyhnutná a postacujúca podmienka k tomu, aby sa 
jednoduchá pologrupa S typu A dala rozložit na direktný súcin tvaru 

S ^ LiX Rk> 
je: g = 2, s> 2, t> 2. 

Veta 3,3 má před větou 3,2 tú výhodu, že platí nezávisle od toho, či polo
grupa obsahuje iba samé idemponenty alebo nie. Jej nevýhodou však je to, 
že předpokládá existenciu vlastných minimálnych lavých aj pravých ideálov. 

Všimnime si, čo sa stane, ak vo vete 3,3 předpoklad s > l,t > 1 nahradíme 
predpokladom: s = 2, t > 2. V tom případe je Li = Sy R^ = elk, L\€) = Ey 

Rk — @ik> takže podlá (16) dostaneme triviálny rozk ladS^Sxe l k ^podlá (16'): 
8 Q*ExGlk, S = EGlk. Ak však g = 1, potom aj tento druhý rozklad 
bude triviálny. Ak však přidáme předpoklad g > 1, potom takú zlava jedno-
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duchů pologrupu bez nuly móžeme podlá (16') rozložit, ale přitom jeden faktor 
rozkladu bude opat grupou. To i sté zrejme platí aj pre správa jednoduché 
pologrupy. Takto dostáváme ďalsiu vetu, ktorá je vlastně špeciálnym prí-
padom vety 3,2. 

Veta 3,4. Nech S je zlava (správa) jednoduchá pologrupa bez nuly, ktorá nie 
je grupou, nech g > 1. Potom S sa dá rozložit na direktný súcin. Platí: 

S ^ExGlk, S = EQlk, resp. S ̂ GiLxE, S = QŠ1E. 

P o z n á m k a : Z vety 3,4 vyplývá, že každá zlava jednoduchá pologrupa 
bez nuly, ktorá nie je grupou, má tuto vlastnost: Každý jej element sa dá 
jednoznačné vyjádřit ako súcin jedného idempotentu a jedného elementu l i 
bovolného grupového komponentu Glk. V případe, že g = 2, to tiež platí, 
pretože v tom případe je Glk = {eik} a eik pravou jednotkou v S = E. Podobné 
to platí pre správa jednoduché pologrupy. Vzniká otázka, či také niečo platí 
aj pre obycajnú jednoduchú pologrupu typu A. Kladnu odpověď dává táto 
veta: 

Veta 3,5. Nech sú splněné předpoklady vety 3,3 a nech okrem toho je g > 1. 
Potom pologrupa S sa dá rozložit takto: 

S & Lf X Gik X R\e), S = LfGikRf, 

lede Qik je lubovolný grupový komponent a Lf, Rf lubovolný minimálny Tavý, 
resp. pravý ideál v E. 

Dókaz. Podlá vety 3,3 platí: 

S^LiXRf,S = LiR\e) (17) 
a l e b ° S~LfxRk,S = LfRk. (17') 

Podlá vety 1,2 ideál Lv je zlava jednoduchá pologrupa bez nuly. Jej minimálně 
pravé ideály sú grupy Gik, k = 1,2, . . . t. Příslušná pologrupa idempotentov 
je zrejme Lf. Teda podPa vety 3,4 platí: 

Li~LfxGik,Li^LfGik. 

Ukážeme, že v tomto rozklade ideál Lf móžeme nahradit Tubovolným iným 
ideálom Lf, j 4= i. 

Pretože Lf ^ Lf, je i , ^ LfxGik. Ďalej podlá vety 1,6a je ejvGik = Giv. 
Na základe toho je: 

LfQik = {Č;I, e;-2, . . . , ejt}Qik = {Gix, Gi2, .. .,Git} = Li. 

Teda skutočne je Li = LfGik> aj keď j 4= i. Ak to dosadíme do (17), dosta-
n e m e S o* Lf XGik x Rf, S = LfGikRf. (18) 

Podobné sa dokáže, že Rk = QikRf aj pre l 4= k. Po dosadení do (17') dosta
neme opat (18). 
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P o z n á m k a . Ak nám ide iba o vyjádřeme S = L^e)GikR\e), potom móžeme 
vo vele 3,5 předpoklad g > 1 v y n e c h a l Ak však g = 1, potom dostaneme roz
klad S ^ L^xeikXR^, ktorý je v podstatě ten istý ako podlá vety 3,3, 
pretože v tom případe je Lje) XeikX R\e) g* Lje) XE\e) = LjXBh 

Na základe predchádzajúcich viet vieme už rozložit na direktný súčin každá 
jednoduchú poJogrupu typu A, Jttorá nie je grupou, okrem taJíých, ktoré obsa-
hujú iba samé idempotenty a sú zároveň zlava, resp. správa jednoduché. 
Dalšia veta nám však umožní rozložit aj takéto pologrupy. 

Veta 3,6. Nech S je zlava (správa) jednoduchá pologrupa bez nuly, nech nie 
je grupou a nech obsahuje iba samé idempotenty (t. j . g = 1). Nevyhnutná a po-
stacujúca podmienka k tomu, aby sa taká pologrupa dala rozložit na direktný 
súcin, je: rád pologrupy S nie je prvočíslo. 

D ó k a z . Podmienka je zrejme nevyhnutná. Dokážeme, že je aj postacujúca. 
Nech rád n pologrupy S, ktorá splňuje předpoklady vyslovenej vety, nie je 
prvočíslo. To znamená, že sa rád n dá rozložit takto : 

n = nxn2, nx > 1, n2> 1. 

Nech S je napr. zlava jednoduchá. Za daných predpokladov to znamená, že 
každý jej element je jej minimálnym pravým ideálom, t. j . pře každé a ; € S 
platí ciiS = ait Súčet l ibovolného poctu ideálov je opat ideál. Teda množiny 

b1 — \ax,a2, . . . , ani], S2 = {&»-+!, arn+2> • • • > am+ns} 

sú pravé ideály v S a teda pologrupy. Je zřejmé, že obidve pologrupy Sx, S2 

sú opat zlava jednoduché a Sx obsahuje nx a S2 n2 minimálnych pravých 
ideálov. Teda podlá vety 2,7 ich direktný súcin SxxS2 je zlava jednoduchá 
pologrupa a obsahuje n = nxn2 minimálnych pravých ideálov, každý jej ele
ment je zrejme idempotentný. Z toho na základe dósledku vety 3,2 vyplývá, 
že je S 9* SXXS2. 

Pre správa jednoduché pologrupy sa veta dokáže úplné analogicky. 
P o z n á m k a . Pologrupy Sx, S2 v dókaze vety 3,6 možno zrejme vybrat aj 

iným spó.jobom. Stačí totiž vybrat z S také dve podmnožiny, z ktorých jedna 
obsahuje nx a druhá n2 elementov. Vidieť, že všetky takto získané Sx, resp. S2 

sú navzájom izomorfné. 
P ř í k l a d . Pologrupa Sx = {aif a2, as, a4} s touto multiplikacnou tabulkou 

aл a9 

a<\ a
4 

a l a i ax 
a l ax 

a2 a2 a2 a2 a2 

as as as as as 

a± Ч aá a± Ч 

splňuje předpoklady vety 3,6. V tom případe je n = i = 2 . 2, teda nx = 2, 
n. = 2 2 Sx = {ax,a2),S2 = {as,a±}, 

SxxS2 = {{ax, as), {ax, a4), {a2, as), {a2, a4)}. 
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Pre jednoduchost označme (%, a3) — cx, (al9 a4) =-= c2, (a2, a3) =-= c3> (a2> a4) = 
= c4. Eahko sa přesvědčíme, že multiplikačná tabulka pologrupy $iXS2 je: 

cл G
2 Ч C i 

c l c i Cl c i Cl 

ч Ч Ч C2 C2 
cз cз C3 C3 C3 
cл CІ c

4 
C i C i 

Teda skutočne je SxxS2 ^ S. Právě tak je S ^ {al7 a3} X {a2, a4} alebo napr. 
S g* {ax, a4} X {a2, a3}, S ^ {ax, a2} X {%i3 a.}. 

Eahko by sme si na tomto příklade mohli tiež overiť, že každé vzájomne 
jednoznačné zobrazenie pologrupy SxxS2 na pologrupu S je izomorfizmus. 

Z dokázaných viet teraz vyplývá: 
Veta 3,7. JednoducJiá pologrupa typu A, Jdorá nie je grupou, dá sa rozložil 

na direktný súcin pologrúp vtedy a len vtedy, ok nie je prvočíselného rádu. 
D ó k a z . Na základe vety 3,1 třeba už dokázat iba to, že podmienka je po-

stacujúca. 
Nech pologrupa S splňuje předpoklady vety a nech jej rad n nie je prvo

číslo. Móžu nastat t ieto dva případy: g = 1, g > 1. V prvom případe sa polo
grupa dá rozložit podlá vety 3,3 a 3,6, v druhom případe podlá vety 3,2 a 3,3, 
resp. 3,4 a 3,5. 

Tým je náš problém, položený na začiatku tohto odseku, pre jednoduché 
pologrupy typu A rozriešený. Rozkladom pologrúp typu B sa hodlám zaoberat 
v ďalšej práci. 
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О РАЗЛОЖЕНИИ ПРОСТЫХ ПОЛУГРУПП В ПРЯМОЕ 
ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

Я. ИВАН 

Выводы 

Настоящая работа имеет три части. Первая часть имеет вспомогательный ха
рактер. Ее содержанием является доказательство нескольких теорем (по большей 
части известных) о структуре конечных простых полугрупп без нуля. При этом 
оказалось удобным разделить конечные простые полугруппы, без нуля в две от
деления (классы): 

.1. П р о с т ы е п о л у г р у п п ы т и п а А — удовлетворяющие условию: 
произведение произвольных^-двух идемпотентов тоже идемпотент. 

2. П р о с т ы е п о л у г р у п п ы т и п а В — не удовлетворяющие этому 
условию. 

Содержанием второй части, которая имеет тоже вспомогательный характер, 
является изучение некоторых свойств прямого произведения полугрупп, именно 
конечных простых полугрупп без нуля. Доказывается например, следующая тео
рема: 

П у с т ь $!, $ 2 п о л у г р у п п ы , и з к о т о р ы х к а ж д а я с о д е р ж и т 
б о л ь ш е о д н о г о э л е м е н т а . П о т о м и х п р я м о е п р о и з в е д е 
н и е $ — # х х # 2 п р о с т а я п о л у г р у п п а т и п а А т о г д а и т о л ь к о 
т о г д а , к о г д а о б е п о л у г р у п п ы ^ , # 2 п р о с т ы е т и п а Л. 

Ядром работы является часть третья, в которой решается этот вопрос: которые 
условия необходимые и достаточные для того, чтобы простая полугруппа типа А 
была разложимая в прямое произведение. При этом мы говорим, что полугруппа $ 
р а з л о ж и м а я в п р я м о е п р о и з в е д е н и е , если существуют по мень
шей мере две такие полугруппы 6^, # 2 , из которых каждая содержит больше одного 
элемента, что ^ ^ ^ х # 2 . Главный результат этой части — следующая теорема: 

П р о с т а я п о л у г р у п п а т и п а А, к о т о р а я н е я в л я е т с я 
г р у п п о й , р а з л о ж и м а я в п р я м о е п р о и з в е д е н и е т о г д а и 
т о л ь к о т о г д а , к о г д а е й п о р я д о к н е я в л я е т с я п р о с т ы м 
ч и с л о м. 

Остальные теоремы имеют более специальный характер. 

202 


		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T10:53:01+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




