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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIN SAV. 16, 20 1966

LOSUNG VON SYSTEMEN SIMULTANER EINDIMENSIONALER
WARMELEITUNGSGLEICHUNGEN MITTELS
MATRIZENAHNLICHKEITSTRANSFORMATIONEN

(Reduktion gewisser simultaner Differentialgleichunigssysteme zweiter Qrdnung
auf Nysteme gegenseitig unabhingiger Differentialgleichungen gleicher Ordnung)

IVA KARASOVA, ARNOST KESSLER. Bratislava

EINLEITUNG

Bei der Losung  verschiedenster technischer Aufgaben stosst man auf
Probleme der Wirmeleitung in Mehrkdrpersvsternen. Wenn es moglich ist
cine  solche  Aufeabe mittels  eindimensionaler  Wirmeleitungsgleichungen
zu heschreiben, wobei diese dann im Allgemeinen ein simultanes Differential-
aleichungssystem bilden werden, so wird es eine verhaltnismilssie einfache
Aufgabe sein, ecine allgemeine Losung der Aufgabe anzugeben [1]. Lediglich
dic numerische Auswertung der Losung bereitet mitunter bei steigender
Anzahl von Gleichungen gewisse Schwierigkeiten.

In der vorlicgenden Arbeit fithren wir cine solche Losungsmethode an.
die es erlaubt, die Losung des jeweiligen Gleichungssystems in einem direkten
Rechengang zu bestimmen. Die Schwierigkeiten der Auswertung der allge-
meinen Losung werden so, wenigstens teilweise umgangen, was sich zumindest
ber weniger (stabilen® Systemen als vorteilhaft erweisen kann.

Aber auch vom mathematischen Standpunkt ist die angewandte Methode
instruktiv, wenn wir bedenken, dass sie im Grunde darvauf beruht, dass wir
cine gecignete Transformation angeben, mit deren Hilfe wir das simultane
Gleichungssystem in ein System von einander anabhingigen  Differential-
eleichungen gleicher Ordnung transformieren, deren Losung wohlbekannt ist.
(Vergleiche 7z, B. die Methode der sukzessiven Reduktion, die zu Gleichungen
hoherer Ordnung fiihrt.) Der physikalische Zusammenhang des Systems wird
dann ausschliesslich durch die gemeinsamen transformierten Randbedingungen

festeelegt.
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FORMULATION DES PROBLISMN

Der aligemcinste Fali von cindimensionaler Witrmelcitung kann bildlich
als Wiirmeleitung in cinem Stabe oder in einer Platte. in welchen sich Wiarme
entwickelt und die an der Oberfliche und an den Endquerschnitten gekiihlt
sind. dargestellt werden. Wenn zwei solche Stibe (Abh. 1a) auf diese At
Wirme austauschen, dass sie mit zwei Endquerschnitten zusammengetiiat
sind, dann werden die beiden beziiglichen Warmeleitunesgleichuneen zwei
cemeinsame  Randbedingungen  haben. Wenn  aber  der Wiarmeaustausch
so0 vonstatten geht, dass die Stibe, wie z. B.in Abb. 1h angezeigt. mit cincin
Teil der Oberfliche ancinander liegen, dann tritt in jeder der beiden Witrme-
leitungseleichungen ein Koppelungsglied mit der Temperatur des anderen
Stabes auf, sodass wir es dann mit zwel =imultancen Differentialeleichuneen
zu tun haben

27y hiaOrs
e [11(7’; 7‘3) ZAF N [[, R
(l.?'3 ;.;[);
(1) i 1.2
=27 -
= 1T Th) ", "i .
a2 s

(7" Temperatur. = Intensitdt der Wirmeentwicklung. 2 Wirmeleittihiokeit.
I Wirmeiibergangszahl. O Umfang und P Querschnitt des dureh den Index /
bezeichneten Stabes. Die Doppelindizes zeigen an, dass es sich um Wirme-
tihergang zwischen den  durch die  Indizes  bezeichneten  Stabe  handelt,
oder die Linge des Umtanges der Kontakttliche usw.)

s zeigt sich sebliesslich, dass die Warmeleitung in cinem ganzen Syvstem
von e Stiaben und Platten ganz allgemein durch folgendes in der Matrizen-
svimbolik angeschrichenes  Differentialgleichungssystem beschrieben  werden
kann. (Nihere Einzelheiten siche [1])
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(2) E — HT(x) W,
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—»
Abb. L. Zwei Stibe,  zwischen  welchen
hy b, ! s (1) Gber die Endguersehnitte, (b) tiber
hy deren Oberfliche  zu Wiarmeanstausch

Kommt.
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(1770 charakterisiert dic Wirmetibergabe an die Umgebung. 11 den Wirme-
tibergang zwischen dem g-ten und dem L-ten Stab.)
Die Randbedingungen kénnen ganz allgemein aufgefasst werden.

dT l
(2a) E A HE()

Der Vektor K besteht aus konstanten Elementen.

Wir erhalten aus (2a) alle moglichen Fille durch Einsctzen specifischer
Werte fiir H* sowie K oder durch Einsetzen von - 0 ev. auch anstatt von 1
in der Einheitsdiagonalmatrix usw. Die Allgemeingiiltigkeit von (2) und (2a)
soll nur insofern cingeschrinkt werden, dass dic Wéarmeleitzahlen, Wirme-
iibergangszahlen usw.. d. h. alle in den Gleichungen vorkommenden Koeffi-
zienten konstant (von der Temperatur unabhingig) sind.

r
.
TRANSFORMATION DES SIMULTANEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS IN KIN SYSTEM VON EINANDER
UNABHANGIGEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Bestimmen wir zundchst die Eigenwerte der Matrix des Differentialgleich-
unessystems (2). zo Boin dem wir die charakteristische Gleichung des Deter-
minanten der Matrix konstruicren und nach Null setzen. die Wuarzeln der
Gleichung bestimmen

(3) H B (p p)p p)o(p—pa) 0.

Da gezeigt werden kann, dass die Matrix H symetrisierbar ist, existiert
cine Ahnlichkeitstransformation

(+4) c!'Hc = n

durch die die Matrix H in eine Normalform n transformiert wird. Die Elemente
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der Matrix n, die wegen der Symetrisicrbarkeit von H ecine Diagnalmatrix
ist("), werden durch die Eigenwerte von H gebildet.

[ 0. l

0 . ]

(5) n 0 0 !
. Co 0 l

0 /;,,'

Transformicren wir nun das gegebene Gleichungssystem (2) an Hand der
lincaren Transtormation T(r) = cU, indem wir fiir T(r) einsetzen
dzu

Ec HcU -W
da2

und multiplizicren wir von links mit der reziproken ¢!

dzu
(6) E e nU MM - c'W.
dur2

Iis ist evident, dass das transformierte Gleichungssystem (6) nunmehr aus
voneinander unabhingigen Wirmeleitungsgleichungen hesteht. (im Gegensatz
zu den simultanen; hier denken wir keineswegs an die Randbedingungen,
die, wie wir schen werden. die Gleichungen verkniipfen.) Da. wie in | U] cezeigt

wurde. die Bigenwerte p; 120000 Quadrate der Wurzeln der charak-
terischen CGleichung |H — p2E| == 0 sind und aus physikalischen Grimden

pi -0 nicht in Betracht gezogen wird, gilt pi > 0. Wir kénnen darum die
Losung von (6) direkt anschreiben
" , I3
— r 1 M
(7) {7 - (1 cosh ' p;a) + i cosh l pia sinh | pror,
Pi ! Pi

wo .1; und B; vorderhand nicht niher bestimmte Konstanten sind. Hieraus

(") Wice leicht nachgewiesen werden kann, wenn wir Gl (1) in der Forn
3 ‘lzrlvl 4 Al 73l
/a1 /I,__.(),._.(/l 1) M
s

anschreiben, ist die Matrix H o symetrisierbar. Sie kann als Produkt einer Diagonal-
matrix und ciner symetrischen Matrix dargestellt werden. Wie bekannt (siche 20 B
Schmeidler [ 2] N0 79) besteht die Normalform einer symetrisicrbaren Matrix aus ciner

Diagonalmatrix der Kigenwerte der betreffenden Matrix.
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eraibt sich dann durch ecinfaches Einsetzen in T(x) die gesuchte Losung
als T() cU.

Dic Werte von A und B sind nun so zu bestimmen, dass die Randbedin-
vungen (2a) erfiillt werden. Grundsétzlich sind hier zwei Félle zu unterscheiden.,
o allgemeinen Falle setzt man aus (7) in T(z) und in (2a) ein und ordnet
aas Gleichungssystem nach den unbekannten Komponenten A, By und 16st
dax 2o erhaltene algebraische Gleichungssystem. Nimmt speziell (2a) die Form

TO) K.  T() - Ks
an. ~so haben wir
(S) U(e) == c'T(1), o001,

Multiplizieren wir die rechte Seite von (8), ergibt sich fiir jedes Paar von
Ao Di-Werten zundcehst
(Sa) )y e e AT0) e Tsm) e T ()
und
£

; ) ,
tpil l sinh {/),:1

i

.i; cosh

V i

Ty e T

und in Anbetracht dessen. dass A dureh (8a) bestimmt ist. schliesslich

P ,
/; | ] ('/'1 ”lyl(l) : (‘L,I,IY'_(/) R c;. ‘ri\//u)
sinh! pil ’ ‘
iy
(8h) | (1 cosh I pil) - Aicosh [ pil.
pi

In diesem Falle konnen wir also ;. B; direkt crmitteln.

Kin Beispiel

Abb. 20 Verlaaf der Losung des Beispiels v P
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25 sei das Differentialgleichungssystem

d27,
1579 1037 2105 . 1037,
2
a7,
3.733 010 1 o 1600, 1o T
de?

vegeben, mit den Randbedingungen

La789 . 1o 31T (0) - 20].

15].

3T0(H).

‘ d7ry
‘ dr (]
(41’1’2 0.2 175(0)
).2 [T (0
l (l". oy
[(l’l'l
l | 2.6315 . 10
o
[(I’I‘g
l L 05 | Ta(b) -5,
A

Die Auflosung der charakteristischen Gleichung ergibt

CLATSO L0 ) 2.1053 . 10 3

[

| =(p 3T 123.10 Hy(p

L6000 101 37333 100~ p,

woraus sich fiir He  en die beiden Gleichungssysteme

3.7265 . 10 ey, 21053 . 10 3¢y,
16000 . 10 ey 0.0500 . 107 3¢y

und
9,0390 . 10 ey 210533 . 10 3eoy

1.6000 . 10 "ty S 3.7266 010 ey,

0.

crgeben. Setzen wir in dem homogenen Gleichungssystem ey

crhalten wir

l~“ . 102 ‘ . u (i 1 (
( : l ,_.)(') 10 l) n C

und somit
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, / ’ B - I
l LSIO9L 10 U - (A -+ 1.8191 . 10 1) cosh l"’]);.l' -+, sinh l"l);,rl
U Wz |
15
29580 . 102 - (Ao - 29580 . 102) cosh [7[)3.)'-5-* 7 sinh l P2r. l
| [ |
l P 675 0100 l’/[)-g = 25990 . 10 2,

Setzen wir nun die Werte der Randbedingungen sowie T(r) - cU(r) in (2a)
cin. crgibt sich nach Multiplizieren und Umordnung schliesslich fiir . and /73

das Gleichungssystem
1.9955 . 101 +.7984 . 101 i 0 A
1.9797 .10 ! 2.0589 . 10 3 0 | A
LLISTT . 10! 1.2129 . 103 1.9325 . 101 —6,0328 . 103 13
5.2029 7.2550 103 86138 1,0276 B:

1.6835 . 10 2
8610 2
—2,0759

1.8984

mit der Losung

Uy 0.0769; As = 113.8997; By = —-0,05317 und By =0,20130

Daraus ergibt sich dann als Losung
b f)

T(r) — eU(x)

205,70 4+ 0,105 cosh 6,.1175. 10 “tx- - 181,900 cosh 2,5990. 10 2r —

~— 0,087 sinh 6,1175 . 10 -'x - 7,750 sinh 2,5990 . 102
159,09 - 18,585 cosh 6,1176 . 10~ 1w —— 78,036 cosh 2,5990. 102
L 15.389 sinh 6.1175 . 10 + 3,323 sinh 2,5990 . 10 -2»r
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