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M A T K M A T I C K O - F V Z I K Á L N V ČASOIMS S \ \ . lt>. 

LOSUNG VON SYSTEMEN SIMULTANER EINDIMENSIONALER 
WÄRMELEITUNGSGLEICHUNGEN MITTELS 

MATRIZENÄHNLICHKEITSTRANSFORMATIONEN 

(Reduktion gewisser simultaner Differentialgleichungssysteme zweiter Ordnung 
auf Systeme gegenseitig unabhängiger Differentialgleichungen gleicher Ordnung) 

IVA KARASOVA, A R N O Š T KKSSLfe.K, Brat is lava 

KINLKITUN<J 

I)(M der Lösung verschiedenster technischer Aufgaben stösst man auf 
Probleme der Wärmeleitung in Mehrkörpersystemen. Wenn es möglich ist 
eine solche Aufgabe mittels eindimensionaler Wärmeleitungsgleichungen 
zu beschreiben, wobei diese dann im Allgemeinen ein simultanes Differential­
gleichungssystem bilden werden, so wird es eine verhältnismässig einfache 
Aufgabe sein, eine allgemeine Lösung der Aufgabe anzugeben [1]. Lediglieh 
die numerische Auswertung der Lösung bereitet mitunter bei steigender 
Anzahl von Gleichungen gewisse Schwierigkeiten. 

In der vorliegenden Arbeit führen wir eine solche Lösungsmethode an, 
die es erlaubt, die Lösung des jeweiligen Gleichungssystems in einem direkten 
Rechengang zu bestimmen. Die Schwierigkeiten der Auswertung der allge-
meinen Lösung werden so, wenigstens teilweise umgangen, was sich zumindest 
bei weniger ,,stabilen" Systemen als vorteilhaft erweisen kann. 

Aber auch vom mathematischen Standpunkt IST, die angewandte Methode 
instruktiv, wenn wir bedenken, dass sie im Grunde darauf beruht, dass wir 
eine geeignete Transformation angeben, mit deren Hilfe wir das simultane 
Gleichungssystem in ein System von einander unabhängigen Differential-
ideiehunoen gleicher Ordnung transformieren, deren Lösung wohlbekannt ist. 
(Vergleiche z. R. die Methode der sukzessiven Reduktion, die zu Gleichungen 
höherer Ordnung führt.) Der physikalische Zusammenhang des Systems wird 
dann ausschliesslich durch die gemeinsamen transformierten Randbedingungen 
festgelegt. 
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F O R M U L A T I O N D E S P R O B L V M S 

Der al lgemeinste Kai! von eindimensionaler Wärmele i tung kann Jäkllieh 

als Wärnie le i tung in oinem Stabe oder in einer P la t te , in wolehon sich Wärme 

entvviekelt und die an der Oberfläche und an den Kndquorsehni t ten geküldt 

sind, dargestel l t werden. Wenn zwei solche S täbe (Abb. Ja) auf diese Art 

Wärine aus tauschen , dass sie mit zwei Endquerschn i t t en zusammengefügt 

sind, dann werden die beiden bezüglichen W'ärineleitungsgleichungen zwei 

gemeinsame Randbed ingungen haben. Wenn aber der Wärmeaus t ausch 

so vons ta t t en geht , dass die Stäbe , wie z. IT in Abi). Jb angezeigt , mit (dnem 

'Teil der Oberfläche ane inander liegen, dann t r i t t in jeder der beiden W arme-

leitungsgleiohungon ein Koppelungsglied mit der T e m p e r a t u r des anderen 

S tabes auf, sodass wir es dann mit zwei s imul tanen Differentialglehdiungen 

zu tun haben 

(ЄУ, 

П 

(|ÍT2 

ni(7,,-7'2) - / / - , . / / , 

11.AT, 7',) •••„-.,, ,r, 
Л' 

(T T e m p e r a t u r , z In tens i tä t der Wärmeentw ieklung. /. Wärmelei t fähigkei t . 

h Wärmeübergangszah l . 0 Umfang und P Querschnit t de^ du rch den Index / 

bezeichneten Stabes . Die Doppelindizes zeigen an, dass es sicli um Wärme­

übergang zwischen (km durch die Indizes bezeichneten S täbe handel t , 

oder die Länge des Urnfanges der Kontaktf läche usw.) 

Es zeigt sich schliesslich, dass die Wärmele i tung in (dnem ganzen System 

von //, S täben und Plat ten ganz allgemein dureh folgendes in der Matrizen-

Symbolik angeschriebenes DifferentiaJgdeic hungssystem })esehrieben w erden 

kann. (Nähere Einzelheiten sielie | 1 |) 

d-Пv] 

cl.ľ-
HT(.c) w, 

± 1 

т 
>ҺĄ 

Abb. 1. Zwei Stäbe, zwischen welchen 
es (<i) ü b e r d ie Fn<l< juersehni t t e, (b) ü b e r 
dei'en Oberfläche zu W ä r m e a u s t a u s c h 

kommt . 
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T(.r) 

V'i(.ľ) 

'/'•>(•»•) 

T,л.r) 

н 

2' tvi.- II12... - Я L » 

— !/21 V' //» . . . -//-г« 
/v 0 

-IIwl H//2 £' //:.* 

. / / « - 0 , W 

'П 

(///o charakter i s ier t die Wärmeübe rgabe an die Umgebung , IIa: den Wärme 

Übergang zwischen dem i-ten und dem k-ten Stab.) 

Die Randbedingungen können ganz allgemein aufgefasst werden. 

(-'») 
,17 

E -I- H*(.»: 
d.r Ì.Г ІU, 

к V2 ... 

Der Vektor K bes teht aus k o n s t a n t e n Elementen. 

Wir erhal ten aus (2a) alle mögliehen Fälle durch Einsetzen speeiüscher 

Werte für H * sowie K oder durch Einsetzen von 0 ev. auch a n s t a t t von 1 

in der Einhei t sd iagonalmatr ix usw. Die Allgemeingült igkei t von (2) und (2a) 

soll nur insofern e ingeschränkt werden, dass die Wärmele i tzahlen , Wärme­

übergangszahlen usw.. d. h. alle in den (Gleichungen vo rkommenden Koeffi­

zienten kons tan t (von der T e m p e r a t u r unabhängig) sind. 

TRANSFORMATION DES SIMULTANEN 
DIVV i :KFX'riAL(;LEICHUNasSYSTEMS IN VAN SYSTEM VON EINANDER 

UNABHÄNGIGEN DIVFEKEN rriALGLE LCHUNGEN 

Bestimmen wir zunächs t die Eigenwerte der Matrix des Differentialgleich-

ungssystems (2). z. B. in dem wir die charakter i s t i sche Gleichung des Deter­

minanten der Matr ix konstruieren und nach Neil setzen, die Wurzeln der 

(de ichung bes t immen 

CJ) H /;E (p pi)(p />>)... (p —ptt) 0 . 

Da gezeigt werden kann, dass die Matrix H symetr is ierbar ist, exis t ier t 

eine Ähnl ichkei ts t ransforma t ion 

(4) c^Hc - n 

durch die die Ma trix H in eine Normal form n transformiert wird. Die Elemen te 
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der Ma tr ix n, die wegen der Syme t r i s ierbarkei t von H eine Diagnalmatr ix 

istO), werden durch die Eigenwer te von H gebilde t . 

(•"•) 

p \ 0 . . 

0 P2 • 

0 {) 

0 

Pn 

Transformieren wir nun das gegebene (deiohungssys tem (2) an Hand der 

linearen Transformat ion T(x) -- cU, indem wir für T(x) einse tzen 

Ec 
d*U 

dx* 
ИcU —W 

und mul t iplizieren vvir von links mi t der reziproken c 

d 2 U 
(«) 

dx2 
nU УИ. M c lW. 

Ls is t eviden t , dass das t ransformierte ü ie iehungssys tem ((>) n u n m e h r aus 

voneinander unabhängigen Wärmelei tungsgleiehungen bes teht , (im Geuensatz 
C"1 CT O CT O v '^ 

zu den s imul tanen; hier denken wir keineswegs an die Randbed ingungen , 

die, wie wir sehen werden, die (deichungen verknüpfen.) I)a. wie in | l] gezeigt 

wurde, die Eigenwerte pi 1 . 2 . . . . / / Quadra t e der Wurzeln der chnrak-

terisehen Gleichung |H —/>2E| -----0 sind und aus physikalischen (Jründen 

/)/ - - 0 nich t in Betracht gezogen wird, gilt /;,• > 0. Wir können dnrum die 

Lösung von ((>) direk t anschreiben 

//// 
(7 ) l'i(x) =- (1 cosh \p,.v) i A; cosh | . > .»• 

BІ 

Pi 

sinh 1 p 

I - . 1 . 2 . . . / / , 

wo Ai und B\ v o r d e r h a n d nicht näher bes t immte K o n s t a n t e n sind. Hieraus 

( ') W i e le ich t n a c h g e w i e s e n w e r d e n k a n n , wtMin wi r <!!. (1) in d(M' F o r m 

tV7T, 
ҺГ hvlOx,(

rI\ 7'-,) 

anschreiben, ist die Matr ix H symetr is ierbar. Sit* kann als Produkt einer Diagonal-

matr ix untl einer symet risohen Ma tr ix darges te l l t wtM"tlen. Wie bekannt (sieht- /.. B. 

Sehme id ler j 2 | S. 79) be s teht die Normal fonn einer symet risierbaren Matrix «ins einer 

Diapona lmafrix dvv Kiüenwerte tltM' betreffenden Mati'ix. 
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ergibt sich dann durch einfaches Einsetzen in T(x) die gesuchte Losung 

als T(x) cU. 

Die Werte von A und ß sind nun so zu bes t immen, dass die Randbed in -

mmgcn (.2a) erfüllt werden . Grundsätz l ich sind hier zwei Fälle zu unterscheiden. 

Im allgemeinen Falle setzt man aus (7) in T(x) und in (2a) ein und ordnet 

das (dcichungssvstcm nach den u n b e k a n n t e n K o m p o n e n t e n A/, Bi und löst 

das so erhal tene algebraische (dc iehungssvs tem . N i m m t speziell (2a) die Form 

an . so nahen w i r 

bs) 

T(0) K}. T(l) -r к> 

U(x) - c J T И , .r - 0 , /. 

.Mullipüzieren wir die rechte Seite1 von (8), ergibt sich Wir jedes Paar \ on 

../-. /.//-Werten zunächst 

( S a ) 

u n d 

!';(<>) -L- -•i\Tl(0) •\-c!\Ti(t)) -4- . . . t- r , , ' ,7 '„(0) 

!/// ,, - ,/ H; 
1 ҷ/) (1 COSІÌ ' />/ / ) I A/ COSІÌ [//>// ; . / S 

Pi \Pi 

0 , ' F i ( 0 ; c.^TAÌ) І . . . -- r^TУO 

inh j /;// 

und in A n b e t r a c h t dessen, dass A durch (Sa) b e s t i m m t ist. schliesslich 

1 Pi 

<sb) 

PІ 

Hìi 

/>/ . <\.'7T,(0 -i ^,'VT
L(/) - . . . ; r. T„( / ) 

smh [ / j / / ( 

(1 cosh [/>//) A/cosh />//. 
PІ 

In diesem Falk1 können wir also A/, 7i/ d i rekt e rmi t te ln . 

Ein Beispiel 
т, 

U5 

Л b b . 2. V«M-1ІUIГ d(м- L o s i m д d c s B c i s p i о l s 



Vs sei das DifuTcntialgleichungssystem 

1.570 . 10 :>T, r 2,105 . lO-37To •- V3K) . 10 
d.r2 

d27T-> 
3.733 . 10 -i?7.» -i- V()00 . 10 lF, 12.133. 

(l,r2 

gegeben, m i t den Randbedingungen 

[ dFi 
(I.Г 

V5780 . 10 :? |77i(0) - 2 0 ! . 

í (177 

0.2 |77
2(0) 15]. 

(Lr 
o 

í ( l 7 7 l I 
-•-- - 2 , 0 3 1 5 . lo * T i (5) , 

I (ir j , r. 
í (1'A 1 
J- ----- - 0 . 5 IT->(5) - 5 | . 
I d.r \> . 

Die Auflösung der charakter is t ischen (de iehung ergibt 

! 1,5780 . 10"? p 2.1053 . 10 :] 

| .-=(p 3,7 123. 10 ])(p 0,7500. lo n , 

- VOOOO . l o - - 3,7333 . 10-- - - / j i 

woraus sich für H c cn die beiden (deichungssys teme 

3.7205 . l O - ^ n 2.1053 . 10 ¥ 2 i O. 

VOOOO . 10 U'n 9 .0500. 10 V2i 0 
und 

9 ,0390. 10 V12 2 .1053 . 10 : T 2 2 0 . 

V0000 . IO--012 —3.7200. LO 1('22 <V 

ergeben. Setzen wir in dem homogenen (deichungssys tem r u 1 und c.\-> V 

erhal ten wir 

/ l 1 \ / 2.4183 . 10~3 5.0370 . 10 V 
C \ 1,77. 10-- 4 , 2 9 . 10 - i ) U 1 K C l \ 9 , 9 7 7 0 . 10 ' 5.037O . lo :J I 

und somit 
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u 

1 / ^ 1 ' - -
1.S191 . 10 J -t- (.A! -!- 1.8191 . 10 -)cosh >.r -f -,, sinh >,.*• 

l> 
V ^ V 

2.9580 . 10- -f (jlo 2,9580 . I02) cosh />a.»" + -,, sinh L'>>.r. 
| ' />2 

| ' /;, .--(5.1175. 10 f \!-]h> - 2 , 5 9 9 0 . 10 2. 

Setzen wir nun die Wer te der Randbed ingungen sowie T(x) cU(x) in (2a) 
ein. ergibt sich nach Multiplizieren und Uniordnung schliesslich für > und />',; 
das (deichunossvstom 

1.9955 . 10 -» 4,7984 . 10 4 ] 0 

1.9797 . 10 J 2,0589 . 10 3 0 1 

I. ISI 7 . 1(0 1.2129 . 10 3 V9325 . K)1 —6,0328 . 10 3 

5,2929 7.2550. 10 3 8.6138 1,0276 

1,6835 . 10 2\ 

4.8410 . 10 --" 

2,0759 

1.8984 

0,05317 und fí2 -0 ,20130 

mit der Lösung 

J , 0.07(59; A> -- 113,8997; Bx 

Daraus ergibt sich dann als Lösung 

T(x) = cU(x) -

295.70 4- 0,105 cosh 6,1175. 10 fr 181,900 cosh 2,5990. 10 2x 

— 0,087 sinh 6,1175 . 10 Kr -f 7,750 sinh 2,5990 . 10 ~2x 

159,09 18,585 cosh 6,1176. 10 > - - 7 8 , 0 3 6 cosh 2,5990. 10 2x f 

4- 15,389 sinh 6,11 75 . 10 ^x 4 3,323 sinh 2,5990 . 10 fr 

VVrVKATVR 
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