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Matematicky €asopis 17 (1967), No. 3

ROZKLAD UPLNEHO GRAFU PODLE DANE GRUPY

BOHDAN ZELINKA, Liberec

Prace [2], [3], [4] a [5] pojednavaji o rozkladu Gplného grafu na dva, pii-
padné étyfi navzajem isomorfni hranové disjunktni podgrafy. Budeme tuto
otazku zkoumat obecnéji. Jde o rozklady uplného grafu na uréity (koneény
nebo nekoneény) podet navzajem isomorfnich podgrafa, ptri¢emz je splnéna
uréitd podminka:

Podminka P: Je-li (n) 4plnyg graf o n uzlech, ktery je rozlofen na urcity pocet
navzdjem isomorfnich podgrafi, z nichZ kafdy obsahuje vechny wzly grafu (nd>
a Zddné dva nemajt spoleCnou hranw, jsou-lv G1, Gz, Gt ztéchto grafi a je-li ¢
takovy automorfismus grafu (n)y, ktery previdi Gy v G2, pak obrazem grafu Gs ve
zobrazent ¢ je opét graf ndleZejici popsanému rozkladu.

Zkoumejme nyni vlastnosti takovéhoto rozkladu (oznaéme jej #£). Budtez
Go, G1, G2 podgrafy nalezejici rozkladu # a ¢i1, g2 automorfismy grafu (n),
které prevadéji graf Gy po fadé v grafy Gi, G:. Protozie ¢o(Go) = G2 a ¢y je
automorfismus grafu <{n), je ¢1(G2) = g1p2(Go). Graf G3 = ¢1(G2) musi podle
podminky P nalezet rozkladu Z. Jestlize tedy graf Gy rozkladu Z lze prevést
automorfismy @1, go grafu {n) v grafy rozkladu £, pak jej lze ptevést v graf
rozkladu Z i slozenym automorfismem g2 . Dale identickym automorfismem ¢
grafu (n) je kazdy graf rozkladu Z preveden saim v sebe. Kone¢né necht opét
Gy, Gh jsou grafy rozkladu #Z a G1 = ¢1(Go). Pak Go = ¢p~1(G1) a podle pod-
minky P také graf ¢—1(Go) nalezi rozkladu £. Dosli jsme tedy k tomuto vy-
sledku (dtikaz postadujici podminky je trivialni):

Rozklad # grafu {n) spliiuje podminku P pravé tehdy, jestliZe existuje pod-
grupa H grupy automorfismé grafu {(n) takovd, Ze je-li Gy libovolny graf roz-
kladu 2 a o libovolny prvek grupy H, pak «(Go) je grafem rozkladu X a kadyj
graf rozkladu R lze vyjddiit jako «(Go) pro néjaké « € H.

Rozklad # budeme nazyvat rozkladem grafu (n) podle grupy H. Je-li
piifazeni graft «(Go) zobrazenim «e H vzijemné jednoznaéné, mluvime
o jednoduchém rozkladu grafu (n) podle grupy H.

Dokazeme nyni vétu.
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Véta 1. Budii # jednoduchy rozklad grafw {n) podle Abeclovy grupy H,
budiz K podgrupa grupy H. Pak existuje jednoduchy rozklad ' grafu {n) podle
faktorgrupy H|K, ktery je zikrytem rozkladu .

Dukaz. Je-li Gy jeden z grafi rozkladu £, pak viechny ostatni grafy
rozkladu £ lze vyjadiit jako o(Go), kde « € H. Budiz Gy’ = | B(Go). Pro

BeK
kazdé a€ H je pak a(Go) = | af(Go) = | y(Go). Pro libovolné prvky o1, o2 z H
peK yeak
jsou tedy grafy (J y(Go), U 7(Go) navzijem isomorfni a bud totozné, nebo
veo, K vea, K

hranové disjunktni, nebot grafy y(Go) jsou pro riizna y disjunktni a jestlize
soudasné y € K, y € oK, pak y € uK N K, tedy anK N 2K + 0, z &ehoz
plyne a1 = oK, jak je zndmo z teorie grup. Grafy U y(Go) pro viechny

yeaK
navzajem ruzné t¥idy «K tedy tvoii hledany rozklad.

V dalsim budeme uzivat pro Go oznadeni G(¢), kde ¢ je jednotkovy prvek
grupy H a pro «(Go) oznadeni G/(«).

Vyslovime nyni dvé existenéni véty. Omezime se ve svych tvahich pouze
na Abelovy grupy, nebot tyto grupy lze rozlozit na direktnf sou¢in primarnich
cyklickych podgrup, coz obecné u grupy nelze.

Véta 2. Budiz {n) konelny uplnyg graf o n uzlech, budiz H Abelova grupa.
Nutnow a postaéujict podminkow existence jednoduchého rozkladw Z grafu {(n)
podle grupy H je, aby H byla koneénd a jeji fdd m byl délitelem &isla n mebo
Yn — 1) pit n lichém a délitelem Eisla n nebo n — 1 pii n sudém a byl lichy.

Dikaz. Graf (n) obsahuje }n(n — 1) hran, kazda z téchto hran musi byt
obsazena pravé v jednom grafu rozkladu # a vsechny grafy rozkladu # musi
byt navzijem izomorfni, musi mit tedy stejny pocet hran. Kazdy z téchto
grafl musi tedy obsahovat n(n — 1)/2m hran, coz musi byt celé &islo, a proto
In(n — 1) musi byt délitelné &éislem m.

Budiz nejprve n liché. Cisla nan — 1 selif o jednotku, jsou tedy nesoudéIna.
Tim spise jsou nesoudélna ¢isla n a }(n — 1). Je-li m délitelem é&isla in(n — 1),
znamena to, Ze m je soué¢inem dvou ¢isel m; a mg takovych, Ze m; je délitelem n
a my je délitelem 1(n — 1), &isla mq, me jsou zfejmé nesoudélna. Konetnou
Abelovu grupu lze vyjadrit jako direktni soudin eyklickych primarnich pod-
grup [1]. Rady prvka z H jsou déliteli m, tedy bud déliteli m1, nebo déliteli ms.
Budiz H; (resp. H:) direktni souéin primarnich podgrup grupy H odpovida-
jicich prvoéinitelim ¢&isla my (resp. me); ziejmé H je direktnim soudinem
grup Hy a Hs a grupa Hi (resp. Hz) mé ¥ad m; (resp. me). Dokazeme, Ze alespon
jedna z grup H; a H; je jednoprvkova, tedy bud m; = 1, nebo mg = 1.

Ixistuje-li rozklad # grafu (n) podle grupy H, existuje podle véty 1 roz-
klad £’ grafu (»n) podle grupy H; =~ H/H;. Necht m; >1 a budiz u uzel
grafu n), ktery neni samodruiny ve vsech zobrazenich z grupy H,. (Je-li
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n 2 2, mp > 1, musi takovyto uzel existovat, nebot uzel samodruzny ve vSech
zobrazenich z H muze byt nejvyse jeden; kdyby byly dva, byly by samodruzna
i hrana je spojujici, coz nelze.) Existuje tedy « e H; tak, ze a(u) = v + u.
Existuje-li souc¢asné néjaké zobrazeni f € H; takové, ze f(u) = u, pak p(v) =
= fo(u) = af(u) = a(u) = v. Tedy hrana wv je samodruind ve zobrazeni f
a nalezi-li néjakému grafu G'(y) rozkladu £, nalezi soudasné i grafu G'(By),
tedy G'(y) = G'(By), z &ehoz plyne 8 = ¢, kde ¢ je jednotkovy prvek grupy H.
Pro vSechna zobrazeni y € Hy, y + &, tedy p(u) + w. Rovnéz je y(u) + o(u)
pro ¥ * 4, nebot z rovnosti y(u) = d(u) plyne u = p~16(u), tedy y~16 = ¢,
z ¢ehoz plyne y = §. Ke kazdému uzlu grafu (n), ktery nenf samodruzny
ve vSech zobrazenich z grupy H, tedy existuje mnozina uzla, které jsou jeho
obrazy ve zobrazenich z H, jejiz mohutnost je m;. Pritom dvé takovéto
mnoziny bud splyvaji, nebo jsou disjunktni. Existuje tedy systém n/m; tako-
vychto mnozin, oznadme jej o7, a neexistuje samodruzny uzel ve vSech zobra-
zenich z H. Budiz we A € &/ a budiz &€ Hy. Necht uzel w = &(u) e Be /.
Je-li uzel v € 4, pak v = «(u), kde o« € Hy. Uzel &(v) = Eofu) = a&(u) = a(w)
a ponévadz w € B, je také tento uzel v B. Analogicky bychom dokazali, ze
obrazem kazdého uzlu z B ve zobrazeni &1 je uzel z A. Je tedy &(4) = B.
Predpoklddejme B = 4. Pak w = &(u) = f(u) pro néjaké fe H,. Je-li a
libovolny uzel z A, pak z = y(u) pro néjaké y € Hy, tedy &(x) = &y(u) =
= p&(u) = yp(u) = Py(u) = p(x). Na mnoziné 4 tedy zobrazeni f a & sply-
vaji. Je-li A hrana spojujici dva uzly z A4, pak h patii grafu G(J) pro néjaké
0 € H. Hrana f(3(h) = &(h) ndlezi soucasné grafim G(f9) a G(&0), coz znamena
po = &9, tedy B = &. Protoze viak ff € Hi, & € H, miiZe tato rovnost nastat
pouze pro & = ¢ a tedy &(4) = A pouze tehdy, je-li & = ¢. Pak ovsem také
&A) + n(d) pro € Hy,pe Ho, & + 1. Ke kazdému 4 € .o/ tedy existuje
podsystém systému .o takovy, jehoZz vSechny mnoziny jsou obrazy mnoziny 4
ve zobrazenich z Hz, tento systém obsahuje ms mnozin. Pro rizna 4 tyto
podsystémy ziejmé bud splyvaji, nebo jsou disjunktni. Takovéto systémy
tedy tvoli rozklad systému .o/ na n/mims podsystému. Pak oviem n mime
musi byt celé ¢islo, coz muze nastat pouze tehdy, je-li mes = 1, nebot ms. musi
byt soudasné délitelem ¢isel n a n — 1. Z piedpokladu m; > 1 ndm vyplynulo
me = 1, tedy musi byt bud m; = 1, nebo mg = 1.

Necht nyni »n je sudé. Analogicky dokazeme, Ze m je souinem dvou ¢isel
M1 a e, kde 1 je délitelem &isla » — 1 a 72 je délitelem éisla In. Tedy
grupu H lze vyjadtit jako direktni soudin grupy Hi ¥adu sy s grupou Ho
fadu sme. Existuje rozklad 2" grafu (n)> podle grupy H; oo H/Hs. Necht
1 > 1. Analogicky rozkladu ./ pti n lichém dokaZeme existenci rozkladu o7
mnoziny uzla grafu {(»)> na (n — 1)/ + 1 disjunktnich podmnozin, z nichz
(n — 1)//; mnozin méd mohutnost /1 a jedna ma mohutnost 1 (mnozZina vy-
tvofena uzlem samodruznym ve vSech zobrazenich z H;). Analogicky dokazeme,
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ze pro 4 € ,,Q~/, e Hs opét &(A) € 7. Déle uzel v samodruzny ve vSech zobra-
zenich z H; je samodruZny také ve viech zobrazenich z Hs. Je-li totiz « € 1,
e, pak af(v) = &x(v) = &(v) a tedy uzel &(v) je rovnéz samodruzny
v libovolném zobrazeni z Hy. Je-li 7y > 1, existuje ae€ Hi, « & ¢ a hrana
spojujici uzly v, £(v) by byla samodruzna ve zobrazeni «, coz nelze. Pii 7, > 1
tedy v je samodruzny ve vSech zobrazenich z H.

Analogicky jako pro &/ pak dokazeme, zZe existuje rozklad systému o —
— {{v}} na disjunktni podsystémy, z nichz kazdy ma mohutnost ms; téchto
podsystému je tedy (n — 1)/iuiie, tudiz e = 1. Je tedy opét bud <1 = 1,
nebo 7z = 1. .

Je-li m sudé, musi H obsahovat alespoil jeden prvek § tadu 2. Je-li u uzel
grafu {n) a v = d(u), pak také v = d(v). Hrana h spojujici uzly u a v je samo-
druznd v zobrazeni § a patii-li do G(«) pro néjaké « € H, patti také do G(dx),
pridemz o + do, nebot 4 je fadu 2, tudiZ § # e. Neexistuje tedy hledany jedno-
duchy rozklad £. Tim je dokdzand podminka nutna.

Necht nyni » je liché a m je délitelem n. Rozlozime mnozinu uzla grafu (n)
na n/m disjunktnich mnozin 41, As, ..., Anm, z nichz kazda ma m uzla. Pro
kazdé prirozené j < nmjm prifadme kazdému prvku «e H uzel wu;(x) e A4;.
Pro kazdé zobrazeni g € H potom definujme f(uj(x)) = wu;(fx). Zvolime libo-
volnou hranu #; a zafadime ji do G(&). Pak «(h;) zatadime do G(«) pro kazdé
o« € H a dostavame tak po jedné hrané z kazdého grafu rozkladu . Zvolime
pak hranu Az, kterd neni dosud nikam zatazena, zafadime ji do G(¢) a hranu
a(hs) pro libovolné « € H zafadime do G(«). Toto provedeme celkem n/m-krat,
az vycerpame vSechny hrany grafu (n). Sestrojeny rozklad je zfejmé hleda-
nym rozkladem Z£. Necht »n je sudé a m je délitelem n — 1. Mnozinu uzlh
grafu <{mn)> nyni rozlozime na (» — 1)/m 4+ 1 disjunktnich podmnozin
Ao, A1, ooy A-ym, kde Ag se skladd z jediného uzlu v a kazdd z mnozin
A1, Ae, ..., Aw-1y/m 2 m uzla. Zavedeme oznadeni uj(ax) pro 1 < j < (n — 1)/m,
o € H analogicky prvnimu piipadu. Pro kazdé zobrazeni g€ H definujeme
Bluj(a)) = uy(fa), f(v) = v. Pak postupujeme opét analogicky prvnimu p¥i-
padu. V piipadé, ze n je sudé a m je délitelem 3n, postupujeme analogicky
prvnimu piipadu (n liché a m déli »), v piipadé, Ze » je liché a m je délitelem
1(n — 1), postupujeme analogicky druhému pilpadu (n sudé a m déli n — 1).
Ve vsech piipadech ovSem uvazujeme m liché, jak to piedpisuje podminka
véty.

Nyni vyslovime vétu pro nekoneéné grafy.

Véta 3. BudiZ {n) dplny graf o n uzlech, kden = No. Budiz H Abelova grupa.
Nutnouw a postacujici podminkow existence jednoduchého rozkladw Z grafu {i)
podle grupy H je, aby Fdd m grupy H byl mensi nebo roven n a aby grupa H
neobsahovala proky fadu 2.
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Dikaz. Graf (n) pfi n = No obsahuje 1 hran; tedy rozklad # nemuze
obsahovat vice nez n graft. Je-li m < n a H neobsahuje prvky fddu 2, muze-
me rozlozit mnozinu uzla grafu {n) na n disjunktnich podmnozin mohutnosti
m a postupovat stejné jako v dikaze véty 2 pii » lichém a m délicim n. Nebo
muzeme rozlozit mmnozinu uzld grafu (n> na n disjunktnich podmnozin.
z nichz jedna je jednoprvkova a ostatni maji mohutnost m, a postupovat jako
pti n sudém a m délicim n — 1. Nutnost podminky, Ze grupa H nesmi obsa-
hovat prvky fadu 2, lze dokazat analogicky dukazu véty 2.

Nyni vyslov¥me jesté vétu, kterd se tyka obecné vSech grup, nikoli pouze
Abelovych.

-~

Véta 4. BudiZ ddn jednoduchy rozklad # koneéného grafu {n) podle grupy H.
Nutnou podminkou existence uzlu w v grafu {n) samodrufného ve vsech zobraze-
nich z grupy H je, aby ¥dd m grupy H byl lichy a byl délitelem Eisla n — 1.

Dtkaz. Budiz ¢ jednotkovy prvek grupy H a « libovolny prvek grupy H.
Necht graf G(e) obsahuje pravé r hran incidentnich s uzlem u spliujicim
tvrzeni véty. Zobrazenim o piejde kazda hrana incidentni s u opét v hranu
incidentni s u, tedy graf G(«) obsahuje nejméné r hran incidentnich s u. Co
bylo fedeno o zobrazeni «, plati i pro zobrazeni o1, tedy G(e) nemiize obsa-
hovat méné hran incidentnich s w nez G(«). Graf G(«) tedy obsahuje rovnéz
r hran incidentnich s w. Protoze « bylo libovolné zvoleno, znameni to, zZe
kazdy graf G(a), o € H, obsahuje r hran incidentnich s u. Celkovy pocet tako-
vych hran je n — 1, kazda z nich nalezi pravé jednomu G(«), je tedy m =
= (n— 1. .

Kdyby m bylo sudé, existoval by v H prvek ¢ fadu 2, tedy takovy, ze
01 =6, 0 + ¢. Budiz b hrana z G(¢), budiz (k) jeji obraz ve zobrazeni o;
hrana d(k) zfejmé patii do G(d) a jejim obrazem ve zobrazeni d je opét hrana h.
Budiz x koncovy uzel hrany A razny od u, pak d(z) je ziejmé koncovy uzel
hrany (k) rizny od w. Budiz k hrana spojujici uzly z, é(x). Ponévadz obrazem a
ve zobrazeni  je d(x) a obrazem 4(x) je x, je d(k) = k. Necht k€ Gla), x € H.
Pak je také ke G(da), tedy G(o) a G(dx) maji spoleénou hranu a musi byt
G(a) = G(0a), tedy o = d«, z toho 6 = ¢, coz je spor s piedpokladem, ze 9 je
radu 2.

Problém. Je podminka = véty 4 rovnéZ podminkow postalujici?
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DECOMPOSITION OF THE COMPLETE GRAPH ACCORDING
TO A GIVEN GROUP

Bohdan Zelinka
Summary

Let the complete graph (n) with n vertices and a subgroup H of its group of auto-
morphisms be given. A decomposition # of the graph {n) into subgraphs which are
isomorphic and edge-disjoint with one another and each of which contains all vertices
of (n) is called a simple decomposition of the graph {(n> according to the group H,
if and only if there exists a one-to-one mapping of elements o of H on the graphs G(«)
of £ such that for each « € H, f € H the graph G(«) is mapped by the automorphism f

onto G(f«).
The following theorems are proved.

Theorem 1. Let # be a simple decomposition of the graph {n) according to the Abelian
group H, let K be a subgroup of the group H. Then there exists a simple decomposition
R’ of the graph {n) according to the factor-group H|K, whose refinement is X.

Theorem 2. Let {n) be a finite complete graph with n vertices, let H be an Abelian group.
The necessary and sufficient condition for the existence of a simple decompostion X of {n)>
according to H is that H be finite and its order m be odd and a divisor of the number n
or 3(n — 1) in the case when n is odd and a divisor of n or n — 1 in the case when n is even.

Theorem 3. Let {n> be a complete graph with w vertices, where n = No. Let H be an
Abelian group. The necessary and sufficient condition for the existence of a simple decompo-
sition R of {n> according to H s that the order m of the group H be less or equal to n and the
group H do not contain any elements of order 2.

Theorem 4. Let a simple decomposition X of a finite graph {n) according to the group H
be given. A necessary condition for the existence of a vertex w in the graph {(n> fixed in all
mappings from H is that the order m of the group H be odd and a divisor of n — 1.

239



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T16:23:56+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




