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ABGESCHLOSSENE VOLLSTANDIGE I-UNTERGRUPPEN
DER VERBANDSGRUPPEN

MARIA JAKUBIKOVA, Kogice

Es sei ¢ eine Verbandsgruppe. Jedes System S von Teilmengen der Menge
G ist durch die Inklusion teilweise geordnet. Spezielle halbgeordnete Systeme S
dieser Art und die Beziehungen zwischen den Eigenschaften von S und denen
von @ wurden in mehreren Arbeiten studiert. Zum Beispiel sind die folgenden
Ergebnisse bekannt: Es sei G; eine Verbandsgruppe und V(Gi) (K(G:)) sei
das System aller Unterhalbgruppen (aller konvexen [-Untergruppen) von
G; (¢ = 1,2). Wenn die halbeordneten Mengen V(Gh) und V(G2) isomorph
sind, so sind auch die I-Gruppen G1 und G» isomorph [7]. Die halbgeordneten
Mengen K(G;) sind distributive Verbéinde, die im allgemeinen nicht unendlich
distributiv sind ([5], [6], [9]). Wenn die Verbinde K(G1) und K(G2) isomorph
sind und wenn G vollstindig distributiv ist, so ist auch G» vollstindig distri-
butiv [2].

Es sei Ko(G) das System aller abgeschlossenen konvexen I-Untergruppen
von G und Ki(G) sei die Menge derjenigen 4 € Ko((F) die vollstandig sind.
In dieser Arbeit wollen wir zeigen, dass Ki((¥) kein Verband zu sein braucht.
Jede gerichtete konvexe Teilmenge 4 von K;i(G) mit {0} € 4 ist eine verall-
gemeinerte Boolesche Algebra. Ferner sei @ eine vollstdndige Verbands-
gruppe (¢ = 1, 2). Offensichtlich ist dann Ko(G;) = Ki(G;). Es sei « eine
unendliche Kardinalzahl. Es wird bewiesen, dass Ko(G;) genau dann «-distri-
butiv ist, wenn G; a-distributiv ist. Also wenn G a-distributiv und Ko(Gh)
zu Ko(G2) isomorph ist, dann ist auch Gy «-distributiv.

§ 1. Grundbegriffe und Bezeichnungen

Fur Verbinde und Verbandsgruppen benutzen wir die Bezeichnungen
nach Birkhoff [1] und Fuchs [3]. Die Gruppenoperation in einer Verbands-
gruppe G wird additiv geschrieben, die Komutativitit ist aber nicht voraus-
gesetzt. Eine Verbandsgruppe G heisst vollstindig, wenn der Verband (G
A, V) relativ vollstindig ist, d. h. wenn jede beschrinkte Teilmenge M £
von G das Supremum und das Infimum in G besitzt. Es sei H eine I-Unter-
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gruppe von G. H ist konvex in @, wenn aus 0 < g < he H, g€ @ immer
g € H folgt. H heisst abgeschlossen in G, wenn fiir jede Teilmenge M < H,
fur die sup M = g in G existiert, das Element g zu H gehort.

Es sei V ein Verband. V heisst unendlich distributiv, wenn in G die Bedin-
gungen (dj) und (dp) erfullt sind:

(d1) Ist z eV, {&;} < V und existiert in V das Element \/z;, dann gilt
z A (Vi) = V(X A x).

(d2) Ist z eV, {2} = V und existiert in V das Element Ax;, so ist x V
V (Ax) = A(x v xp).

Es seien S und 7' nichtleere Mengen. Mit ST bezeichnen wir das System
aller Abbildungen der Menge 7" in die Menge S. Ferner seien « und 8 Kardinal-
zahlen. Ein Verband V heisst («, §)-distributiv, wenn in ¥V

(1) Ater Vses Tts = Voesr NteT Tt,00) 5
(2) VieT Nses @t,s = Ngesr VieT t,00)

unter der Voraussetzung indentisch gilt, dass (a) card7 < «, card § = 6,
und (b) alle in (1) und (2) auftretenden Vereinigungen und Durchschnitte in V
existieren. Der Verband V heisst «-distributiv, wenn er («, «)-distributiv
ist.

Essei G = (G5 A, V, +) eine Verbandsgruppe. Fur jede Teilmenge X < @
bezeichnen wir

X ={gelG:|g] A lx] =0 firjedes xeX}.

Fir jedes X = G ist X9 e Ko(G). Ein Element y € G heisst disjunkt zu X,
wenn y € X0, Wir bezeichnen mit ¢X den Durchschnitt aller konvexen ab-
geschlossenen I-Untergruppen 4 von G mit X < 4. Offensichtlich gilt cX e
€ Ko(@). Es seien B, C konvexe I-Untergruppen von @, so dass (1) die Gruppe
(G +) eine direkte Summe ihrer Untergruppen B, C ist, und (2) ist b € B,
ce(C, so gilt b 4+ ¢ = 0 genau dann, wenn b = 0 und ¢ = 0 ist. Dann nennen
wir G eine direkte Summe ihrer [-Untergruppen A, B und wir schreiben
G =B ® C. Aus G = B @ C folgt, dass B ein Komplement von C im Verband
K(@) ist; und umgekehrt, wenn B, C € K(G) und C ein Komplement von B
ist, so gilt G = B @ C. Die I-Gruppen B und C heissen direkte Summanden
von (. Es sei S(G) die Menge aller direkten Summanden von ¢. Wenn B € S(G)
und G = B ® C, dann ist C = B9, C ist also eindeutig bestimmt durch B;
wir schreiben auch C = B*. Es seig € ¢, B € 8(G). Es gibt eindeutig bestimmte
Elemente b€ B, b* € B* mit ¢ = b + b*; b heisst die Komponente von ¢
in B und wir setzen b = g(B). Das Element g gehort genau dann zu B, wenn
eine der folgenden #quivalenten Bedingungen erfullt ist: (a) g(B) =g, (b)
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g(B*) = 0. Fiur jedes g € G* ist g(B) das grosste Element der Menge {b € B:

:0 = g}
Wir brauchen den folgenden.

Satz 1. (Riesz —Birkhoff; [1], Kap. XIII, Thm. 27.) Es set G eine voll-
standige Verbandsgruppe und B set eine konvexe l-Untergruppe von G. Dann
sind die folgenden Bedingungen dquivalent: (a) B ist ein direkter Summand von G,
(b) B = (B%)?, (c) B ist abgeschlossen.

Aus der Existenz gemeinsamer Verfeinerungen von je zwei direkten Zer-
legungen (vgl. [10] und [1], S. 315) folgt, dass fir B, D e S(G) immer auch
BN D zu S(G) gehort.

§ 2. Die teilweise geordnete Menge K;(G)

Es sei ¢ eine Verbandsgruppe.

Lemma 2.1. Wenn A, B e K;i(G), so ist A -+ B eine vollstindige Verbands-
gruppe und eine konvexe l-Untergruppe von G.

Beweis. Essei0 £ aeAd, 0 £ beB. Bezeichnen wirarb=u,a —u =,
= a1, b — u = b1. Jede vollstindige Verbandsgruppe ist kommutativ ([1]
[3]). Wir haben a1 A by = 0 und also a1 + by = a1 v by = b1 + a1. Daraus
folgt a +b=u+ a1 +u+ b =u+ b, + %+ a1 =b + a. Da jedes Ele-
ment einer I-Gruppe als Differenz von zwei positiven Elementen darstellbar
ist, sind beliebige zwei Elemente x € 4 und y € B vertauschbar, daher ist
A + B eine Untergruppe von (G; +). Ist 0 < 2 < a 4 b, dann gibt es a1 €
€ [0, a], b1 € [0, b] mit z = a; + a2 ([3,] s. 103). Also ist 4 + B konvex in G;
wegen @ < @ + b, b £ a + b ist ¢ cine gerichtete Teilmenge in G und daher
ist A + B eine I-Untergruppe von @. Um zu zeigen, dass 4 -+ B vollstindig
1st, geniligt es zu verifizieren, dass fir jede Teilmenge {x;} < (4 + B)t,
die in 4 4+ B von oben beschrinkt ist, dass Supremum \/z; in 4 -+ B existiert.
Setzen wir also voraus, dass X = {x} < [0,c], ce A 4+ B. Dann gibt es
Elemente a,a;€ A+ und b,b,€e Bt mit c=a 4+ b, ; = a; + b;, a; £ a,
b; = b. Offensichtlich ist C = 4 N B e K,(G). Nach Satz 1 gibt es direkte
Zerlegungen

A=4,®C, B=B®C.

Aus 4, Be Ki(Q) folgt A;, By e Ki(G). Ferner ist ag A bp = 0 fiir jedes

ap € AT und jedes bo € Bf. Also ist

ai=a] +ci=alvel, bi=0b)+cZ=0vc,
wobei af = ai(41), ¢ = a;(0), b = by(Bi1), ¢ = bi(C). Setzen wir ¢; = ¢! +
4+ ¢?. Dann haben wir
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@ = a + b +ci = a) A b} v .

Offenbar ist {al} < [0,a], {8} < [0,b], ¢} = c}(C)€[0,a(C)], ¢; =c}(C)¢€
€ [0, b(0)], also {ci} < [0, a(C) + b(C)]. Daher existieren die Elemente ap =
= Va)e Ay, bp= Vb}€B;, ¢o = \VeieC und

Vag = V(a3 v b ve) = (Val) V (V) V (Ve) =
=agVvbyvey=ag+by+coed -+ B.

Man kann die Frage stellen, ob unter den Voraussetzungen wie in Lemma 2.1
dic [-Untergruppe 4 + B abgeschlossen ist. Die Antwort ist negativ (vgl. 2.7).
Es sei M eine teilweise geordnete Menge. Eine Teilmenge X < M heisst
konvex in M, wenn aus x1, xo € X, m € M, 1 £ m = x, folgt, dass m zu X ge-

hort. In 2.2—2.6 setzen wir voraus, dass Ki(@) eine konvexe gerichtete Teil-
menge von K1(@) ist, {0} € Ki(G).

Lemma 2.2. Die Menge K1(G) ist ein relativ vollstindiger Verband.

Beweis. Es sei {4;} < I?l(G). Offensichtlich ist NA4; € Ki(G), also ist
NA4; das Infinum der Menge {4;} in K1(G). Zugleich gehért NA4; zu K1(@),
daher ist NA; auch das Infimum der Menge {4;} in K1(G). Es sei A, Be
e K\(G). Da Ki(G) gerichtet ist, gibt es C e K1(G) mit 4 < C, B < C. Es
sei € die Menge aller C; eKl(G) mit 4 < C; < C, B < C; < C. Dann ist
NC; das Supremum der Menge {4, B} in K;(G). Daher ist K;(G) ein Verband.
Es sei {B;} < Ki(G), B; = B. Ferner sei {4;} die Menge aller 4; € K1(G).
mit By = A; fiir jedes B;. Es gilt N4, € Ki(G) und NAy ist das Supremum
der Menge {B;} in K; (G).

Lemma 23. Es sei A€ K(G), 0 < x € cA. Dann gibt es eine Teilmenge
{ai} = A+ mit x = Vay.

Beweis. Bezeichnen wir mit B die Menge aller « € G die sich in der Form
z = \uo; mit 0 £ x; € A darstellen lassen. Ist z, y€ B, 0 < z £ «, so haben
wir

z= V(2 Aa;),
xvyz ViV vy), xay= Vi Vixiny),
x+y= Vi Vi@ 4+ ).

Daraus folgt, dass B eine konvexe Teilmenge von G ist und 2 vy, z Ay,
z+yeB. Es sei C die mengentheoretische Vereinigung aller Intervalle
[—b, b] mit b € B. Aus dem schon bewiesenen folgt leicht, dass C eine kon-
vexe I-Untergruppe von G ist und C+ = B. Es sei {z;} < C+, V2 =z in G.
Dann haben wir zx = Vi, 2 mit 2z € 4, also 2 = Vi Vi 2zix € B. Daher

58



ist C abgeschlossen. Wenn D € Ki((), A < D, dann ist C < D; also ¢4 = C.
Damit ist der Beweis erbracht.

Ein System von konvexen I-Untergruppen {4;} (¢ €I) nennen wir dis-
junkt, wenn A; N A; = {0} fiir je zwei i1, 92 €1, i1 7 t2.

Lemma 2.4. K (G) ist distributiv.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes Element von Ki(G) in jedem
Intervall von Ki(G) hochsten ein relatives Komplement existiert. Es sei
A, B, C e K1(G),

AANB=A4 NC,
AV B=A4VC.

Bezeichnen wir A A B = D. Dann haben wir D e Ki(4) N Ki(B) N K;(C)
und 4, B, C sind vollstindige Verbandsgruppen. Nach Satz 1 ist also

(3) A=A4,0D, B=B®D, C—=0C®D.

Aus (3) und aus der Definition von D folgt, dass‘ das System {41, B1, D}
disjunkt ist. Ebenso ist das System {4, C1, D} disjunkt. Ferner setzen wir
BiNnC; =E. Dann ist

(4) Bi=B®E, C.=C®E

und das System {41, Bs, C3, D, E} ist disjunkt. Es sei 0 £ ¢ € Cz. Das Ele-
ment ¢ ist disjunkt mit A;, Bz, D und E. Nach (4) ist also ¢ disjunkt mit By
und aus (3) folgt dann, dass ¢ mit 4 und mit B disjunkt ist. Aus der unendli-
chen Distributivitit von G und aus Lemma 2.3 bekommen wir jetzt, dass ¢
disjunkt mit 4 \/ B ist. Also ist ¢ disjunkt mit 4 \V C und ce 4 \ C; dies
bedeutet, dass ¢ = 0. Daher ist C; = {0}. In analoger Weise zeigt man, dass
Bs = {0}. Daraus folgt B; = (1 und also B = C. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Satz 2.5. Die halbgeordnete Menge Ki(Q) ist eine verallgemeinerte Boolesche
Algebra.

Beweis. Nach Lemma 2.4 ist Ky(G@) ein distributiver Verband. {0} ist
das kleinste Element in K;(G). Wenn A4 € K1(G) ist und Be Ki(@), B < A4,
dann ist Be Ki(4), und umgekehrt. Also ist [{0}, 4] = Ki(4) = Ko(4).
Nach Satz 1 und Lemma 2.4 ist Ko(4) eine Boolesche Algebra.

Satz 2.6. Der Verband I?l(G) ist unendlich distributiv.
Beweis. Setzen wir z. B. voraus, dass in Ky(G) die Bedingung (d1) nicht
erfiillt ist. Dann gibt es I-Untergruppen X, X;e K1(G) so, dass

4=X A (V Xi) #V (X AXi) =B.
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Offensichtlich ist 4 > B. Bezeichnen wir 4 \/ (V Xi) = D. Das Intervall
[{0}, D] = I des Verbandes K;(G) ist nach 2.5 eine Boolesche Algebra, also
ist I unendlich distributiv. Wegen X, X; € I gelangen wir zu einen Wider-
spruch.

Bemerkung 2.7. Die teilweise geordnete Menge K:(G) braucht kein Ver-
band zu sein. Beispiel: Es sei G die Menge aller auf dem Intervall [0, 1]

1
definierten reellen Funktionen, die im Punkte zy = ; stetig sind. Beziiglich

der natiirlichen Halbordnung ist G eine additive Verbandsgruppe. Es sei
A(B) die Menge aller fe @, die auf dem Intervall [0, xo] (auf dem Intervall
[%o, 1] gleich Null sind. 4 ist eine konvexe abgeschlossene I-Untergruppe von G.
Es sei {fi};os = 4, fe A, fi £ f fur jedes s €l. Fir jedes z € [0, 1] setzen
wir g(x) = sup {fi(x)};;. Dann gehort g(x) zu 4 und g ist das Supremum der
Menge {f:} in A. Also ist A vollstindig und daher A4 € K1(¢). In analoger
Weise haben wir B e Ki(G). Es sei fie G mit fi(x) = 1 fir jedes x € [0, 1].

1
Fir jedes ¢ > 0, ¢ < S gibt es fe€ A und g, € B derart, dass f. identisch

gleich 1 auf [0, xg — €] ist,, g, ist identisch gleich 1 auf [x + ¢, 1] und fe, gc € [ fo,
fi], wobei fy identisch glerch 0 auf [0,1] ist. Das Supremum der Menge F =
={fe+93(0<e<l) in @ ist gleich fi. Wir haben F <4+ B und
finone 4 + Bj;alsoist A ++ B nicht abgeschlossen. Damitist dienach Lemma 2.1
gestellte Frage beantwortet. Setzen wir voraus, dass Ce Ki((), 4 < C,

1
B < C ist. Bezeichnen wir F1 = {fe} |0 <& < ;) Aus 4 + B <= C folgt

F< C und da C abgeschlossen ist, bekommen wir f; € C. Daher ist die Menge
F; beschrinkt in € und also besitzt F; das Supremum sup F, = kb in C. Aus
der Konvexitit von C in G ergibt sich, dass - auch das Supremum von 7

1
in @ ist. Offenbar ist b € [fo, fi] und fiir jedes ¢, 0 < ¢ < —2—, gilt fe(ro — ) = 1.

1
Da & stetig in o ist, haben wir h(zo) = 1 und es gibt 0 < < ’ so, dass A

im Intervall [xo, xo + J] positiv ist. Es gibt k€ B so, dass fo << k1, hi(x) =
< h(z) fir jedes  mit zy < < 29 + 6 und k1(x) = 0 fiir jedes x € [0 49, 1].

1
Dann ist A >h —h1eC und b — by = f, fur jedes ¢, 0 < ¢ <;. Damit

sind wir zu einen Widerspruch gelangt. Also existiert keine obere Schranke
der Menge {4, B} in Ki(G).

Aus Lemma 2.1 und 2.2 bekommen wir unmittelbar
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Satz 2.8. Fir die teilweise geordnete Menge Ki(G) sind die folgenden Bedin-

gungen dquivalent:
(a) K1(G) ist von oben gerichtet.
(b) K1(Q) st ein Verband.
(c) K1(G) st ein vollstindiger Verband.
Wenn A + B e Ki(Q) fir je zwei l-Untergruppen A, B e K1(G), so ist Ki(G)

ein vollstindiger Verband.

3. Der Verband Ky(G) fiir vollstindige Verbandsgruppen G

Untersuchen wir nun den Fall, wenn G vollstindig ist. Dann haben wir
K1(G) = Ko(G) und K;1(G) ist eine Boolesche Algebra nach Satz 2.8.

Lemma 3.1. ([4], 1.3.) Es seien «, § Kardinalzahlen und es sei vorausgesetzt,
dass G nicht (x, B)-distributiv ist. Dann gibt es ein System {ys;} < G+(s € S,
teT) mit cardS < B, card T < «, so dass

Nses¥t,s = 0 fiir jedes teT,
Vier¥t,oe =y > 0 fir jedes ¢ e ST.

Lemma 3.2. Es sei {B;} < Ki(G), VB = C, 0 <ceC. Dann gibt es Ele-

mente b; e By mit \/b; = c.
Beweis. Fir jedes B; gibt es ¢(B;) und ¢(B;) < ¢. Wegen der Vollstindig-

keit von @ existiert also das Element \/¢(B;) = b. Aus ¢(B;) < ¢ folgt b = c,
alo b(B;) < c(B:i). Wegen c¢(B;) = b ergibt sich ¢(B;) = (¢(B:))(B:) = b(B:)
und daher ist b(B;) = ¢(B;). Setzen wir ¢ — b = a. Dann haben wir a(B;) =

= ¢(B;) — b(B;) = 0, daher a € B} fir jedes B;. Daraus folgt a € A\ B} =
= NB;. Da K;(G) eine Boolesche Algebra ist, bekommen wir

C = VB = (AB)* C*= AB.
Offensichtlich ist @ € C und daher a € C N C* = {0}. Daraus ergibt sich
¢ = V¢(B;) und ¢(B;) € B;.
Lemma 3.3. Es sei z, ye G, x ny = 0. X bzw. Y ser die kleinste c-Unter-
gruppe von G mit x € X bzw. y€ Y. Dann gilt X N Y = {0}.
Beweis. Wir haben
ye{x}?, xe {x}9?,
die Mengen {z}% und {z}? sind c¢-Untergruppen von G nach Satz 1, und
{e}° N {o}0 = {0}.
Offensichtlich ist ¥ < {z}?, X <.{x}9, also X N Y = {0}.
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Satz 3.4. Es set o« = No. Eine vollstindige Verbandsgruppe G ist genauw dann
a-distributiv, wenn der Verband Ki(G) x-distributiv ist.

Beweis. (a) Setzen wir voraus, dass G nicht a-distributiv ist. Nach 3.9
in [4] ist dann G nicht («,2) - distributiv. Nach Lemma 3.1 gibt es Systeme
{x}} und {27} (tel, card I < a), so dass
(5) x! A xf = 0 fiir jedes ¢ €,

(6) Vaf® = x > 0 fiir jedes ¢ € {1, 2}1.

Fiir jedes af sei X¥ die kleinste c-Untergruppe von G, die das Element a¥

2

enthilt (£ =1, 2). Aus [6] und Lemma 3.3 folgt

(7) X} N X? = {0} fiir jedes 7 € 1.

Es sei ¢ € {1, 2}1. Nach (6) haben wir z € \/ X?? (i € I), also

(8) %€ Ngeqrop V ier X79.

Ferner ist nach (7)

(9) \/ieI(X} A Xf) = {0}.

Aus (8) und (9) ergibt sich, dass der Verband K;(G) nicht («,2)-distributiv
ist, also ist K1(G') nicht «-distributiv.

(b) Es sei K1(G) nicht a-distributiv. Da K;(G) eine Boolesche Algebra ist,
ist Ki(G) nicht («,2)-distributiv (vgl. [8], S. 101). Nach [8], Satz 19.2 gibt
es ein System {X!} e Ki(@) (i€, ke{l,2}, card ] < «), so dass (7) erfiillt
ist und

(10) VXZD — X = {0} fiir jedes ¢ € {1, 2}1.

Es gibt 0 << x € X und es sei ¢ ein fest gewihltes Element von {1, 2}1. Nach
Lemma 3.2 und (10) gibt es Elemente 0 < z(p, ¢) € X¥? so dass

(11) V z(p, t) = z fir jedes ¢ € {1, 2}1.

el
Fiir jedes ¢ € I und jedes k € {1, 2} bezeichnen wir
Yy = {a(p, i) : 9(d) = k}.

Nach (11) gilt ¥ < z fiir jedes y € Y¥. Da G vollstindig ist, existiert in @
das Element sup Y? = 2¥ < z und nach (11)

(12) x = Va?® fiir jedes ¢ € {1, 2}.

Wir haben Y* < X* und da X% abgeschlossen ist, gilt 2} € X¥. Mit Hilfe

?
von (7) erhalten wir dann
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@} A2} = 0 fiir jedes ¢ € 1.

Daher ist G nicht («,2)-distributiv und also nicht «-distributiv.
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