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Matematický časopis 23 (1973), No. 1 

ABGESCHLOSSENE VOLLSTÄNDIGE 1-UNTERGRUPPEN 
D E R VERBANDSGRUPPEN 

MARIA JAKUBIKOVÄ, Kosice 

Es sei G eine Verbandsgruppe. Jedes System 8 von Teilmengen der Menge 
G ist durch die Inklusion teilweise geordnet. Spezielle halbgeordnete Systeme 8 
dieser Art und die Beziehungen zwischen den Eigenschaften von 8 und denen 
von G wurden in mehreren Arbeiten studiert. Zum Beispiel sind die folgenden 
Ergebnisse bekannt: Es sei G% eine Verbandsgruppe und V(Gi) (K(Gi)) sei 
das System aller Unterhalbgruppen (aller konvexen Z-Untergruppen) von 
Gi (i = 1, 2). Wenn die halbeordneten Mengen V(G\) und V(G2) isomorph 
sind, so sind auch die Z-Gruppen G\ und G2 isomorph [7]. Die halbgeordneten 
Mengen K(Gi) sind distributive Verbände, die im allgemeinen nicht unendlich 
distributiv sind ([5], [6], [9]). Wenn die Verbände K(G±) und K(G2) isomorph 
sind und wenn Gi vollständig distributiv ist, so ist auch G2 vollständig distri­
butiv [2]. 

Es sei Ko(G) das System aller abgeschlossenen konvexen Z-Untergruppen 
von G und K\(G) sei die Menge derjenigen A e Ko(G) die vollständig sind. 
I n dieser Arbeit wollen wir zeigen, dass K\(G) kein Verband zu sein braucht. 
Jede gerichtete konvexe Teilmenge A von K±(G) mit {0} e A ist eine verall­
gemeinerte Boolesche Algebra. Ferner sei G: eine vollständige Verbands­
gruppe (i = 1, 2). Offensichtlich ist dann Ko(G%) = K±(Gi). Es sei a eine 
unendliche Kardinalzahl. Es wird bewiesen, dass Ko(Gi) genau dann a-distri-
butiv ist, wenn Gi a-distributiv ist. Also wenn G± a-distributiv und Ko(G±) 
zu K0(G2) isomorph ist, dann ist auch G2 a-distributiv. 

§ 1. Grundbegriffe und Bezeichnungen 

Für Verbände und Verbandsgruppen benutzen wir die Bezeichnungen 
nach B i r k h o f f [1] und F u c h s [3]. Die Gruppenoperation in einer Verbands­
gruppe G wird additiv geschrieben, die Komutativi tät ist aber nicht voraus­
gesetzt. Eine Verbandsgruppe G heisst vollständig, wenn der Verband (G; 
A, V) relativ vollständig ist, d. h. wenn jede beschränkte Teilmenge M -^ 0 

von G das Supremum und das Infimum in G besitzt. Es sei H eine Z-Unter-
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gruppe von G. H ist konvex in G, wenn aus O^g^heH, geG immer 
g e H folgt. H heisst abgeschlossen in G, wenn für jede Teilmenge M <= H, 
für die sup M = g in G existiert, das Element g zu H gehört. 

Es sei V ein Verband. V heisst unendlich distributiv, wenn in G die Bedin­
gungen (di) und (d2) erfüllt sind: 

(di) Ist xeV, {xi} <= V und existiert in V das Element \Jxi, dann gilt 
X A (\/Xi) = \J(X A Xi). 

(&%) Ist xe V, {xi} <-= V und existiert in V das Element /\xt, so ist x V 
V (Axt) = A(xv xt). 

Es seien 8 und T nichtleere Mengen. Mit ST bezeichnen wir das System 
aller Abbildungen der Menge T in die Menge 8. Ferner seien oc und ß Kardinal­
zahlen. Ein Verband V heisst (oc, ß)-distributiv, wenn in V 

(1) AteT \/seS%t,s= VveST AteT %tMt) > 

(2) VteT AseS%t,s = AveST VteT %tMt) 

unter der Voraussetzung indentisch gilt, dass (a) card T ^ oc, card S ^ ß, 
und (b) alle in (1) und (2) auftretenden Vereinigungen und Durchschnitte in V 
existieren. Der Verband V heisst a-distributiv, wenn er (oc, a)-distributiv 
ist. 

Es sei G = (G; A> V> + ) eine Verbandsgruppe. Für jede Teilmenge X <=• G 
bezeichnen wir 

X* = {g e G : \g\ A \x\ = 0 für jedes xeX}. 

Für jedes X c G ist XöeKo(G). Ein Element yeG heisst disjunkt zu X, 
wenn y e Xö. Wir bezeichnen mit cX den Durchschnitt aller konvexen ab­
geschlossenen Z-Untergruppen A von G mit X cz A. Offensichtlich gilt cX e 
G Ko(G). Es seien B, C konvexe Z-Untergruppen von G, so dass (1) die Gruppe 
(G; + ) eine direkte Summe ihrer Untergruppen B, C ist, und (2) ist b eB, 
c G C, so gilt 6 - f c ^ 0 genau dann, wenn b ^ 0 und c ^ 0 ist. Dann nennen 
wir G eine direkte Summe ihrer ^Untergruppen A, B und wir schreiben 
G = B ® C. Aus G = B © C folgt, dass B ein Komplement von C im Verband 
K(C7) ist; und umgekehrt, wenn B, C e K(G) und C ein Komplement von B 
ist, so gilt G = B ® C. Die ^-Gruppen i? und C heissen direkte Summanden 
von G. Es sei S(G) die Menge aller direkten Summanden von G. Wenn B e S(G) 
und G = B ® C, dann ist C = Bö, C ist also eindeutig bestimmt durch B; 
wir schreiben auch C = B*. Es sei g e G, B e S(G). Es gibt eindeutig bestimmte 
Elemente b e B, 6 * G 5 * mit g = b + &*; & heisst die Komponente von g 
in B und wir setzen b = g(B). Das Element g gehört genau dann zu B, wenn 
eine der folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist: (a) g(B) = g, (b) 
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g(B*) = 0. Für jedes g e G+ ist g{B) das grösste Element der Menge {b e B : 
:b^g}. 

Wir brauchen den folgenden. A ö v 

Satz 1. ( R i e s z - B i r k h o f f ; [1], Kap. X I I I , Thm. 27.) Es sei G eine voll­
ständige Verbandsgruppe und B sei eine konvexe l-Untergruppe von G. Dann 
sind die folgenden Bedingungen äquivalent: (a) B ist ein direkter Summand von G, 
(b) B = (Bö)d, (c) B ist abgeschlossen. 

Aus der Existenz gemeinsamer Verfeinerungen von je zwei direkten Zer­
legungen (vgl. [10] und [1], S. 315) folgt, dass für B,D eS(G) immer auch 
BnD zu S(G) gehört. 

§ 2. Die teilweise geordnete Menge K\(G) 

Es sei G eine Verbandsgruppe. 

Lemma 2.1. Wenn A, B e K\(G), so ist A + B eine vollständige Verbands­
gruppe und eine konvexe l-Untergruppe von G. 

B e w e i s . Es sei 0 ^ a e A, 0 ^ b eB. Bezeichnen wir a Ab = u, a — u =, 
= a\, b — u = b\. Jede vollständige Verbandsgruppe ist kommuta t iv ([1] 
[3]). Wir haben a\ Ab\ = 0 und also a\ + bx = a\ v b\ = b\ + a\. Daraus 
folgt a + b = u-\-a\-\-u-{-b\ = u-\-b\-{-u-\-a\ = b-\-a. Da jedes Ele­
ment einer Z-Gruppe als Differenz von zwei positiven Elementen darstellbar 
ist, sind beliebige zwei Elemente x e A und y e B vertauschbar, daher ist 
A + B eine Untergruppe von (G; + ) . Ist 0 ^ z ^ a + b, dann gibt es a\ e 
e [0, a], b\ e [0, b] mit z = ax + a2 ([3,] s. 103). Also ist A + B konvex in G; 
wegen a < ; a + b,b<;a + bistCr sine gerichtete Teilmenge in G und daher 
ist A + B eine Z-Untergruppe von G. Um zu zeigen, dass A + B vollständig 
ist, genügt es zu verifizieren, dass für jede Teilmenge {xt} <-= (A + B)+, 
die in A + B von oben beschränkt ist, dass Supremum \/Xi in A + B existiert. 
Setzen wir also voraus, dass X = {xt} <= [0, c], c e A + B. Dann gibt es 
Elemente a, ai e A+ und b, b\ e B+ mit c = a -\- b, x% = ai + b-t, a% ^ a, 
bt ^ b. Offensichtlich ist C = A n B EK\(G). Nach Satz 1 gibt es direkte 
Zerlegungen 

A=A\®C, B = B\®C. 

Aus A,BEK\(G) folgt A\, B\EK\(G). Ferner ist a0 A b0 = 0 für jedes 
a0 e A\ und jedes b0 e B+. Also ist 

a{ = o? + c\ = ai v c\, h = b°i+ c? = 6t° v c\, 

wobei a\ = a%(A{), c\ = at{C), 6? = bi{B{), c? = bt(C). Setzen wir c. = c\ + 
+ c?. Dann haben wir 
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xi = a°i + 69 + a = a°t A 6? v ct. 

Offenbar ist {a?} c [0, a], {6?} c [0, 6], c] = c}(C) e [0, a(C)], c? = c?(0) e 
e [0, &(C)], also {CJ} c [0, a(C) + &(C)]. Daher existieren die Elemente a0 = 
= \JaQ

ieA1, b0= ytfeBi, c0 = \JcteC und 

\jXi = V ( f l ! v 6? v c,) = (Va?) V (V&?) V (V^) = 

= a0 v &o v co = a0 + b0 + c0 e A + B. 

Man kann die Frage stellen, ob unter den Voraussetzungen wie in Lemma 2,1 
die Z-Untergruppe A + B abgeschlossen ist. Die Antwort ist negativ (vgl. 2.7). 

Es sei M eine teilweise geordnete Menge. Eine Teilmenge X c M heisst 
konvex in M, wenn aus x\, X2 e X, m e M, x\ ^ m g X2, folgt, dass m zu X ge­
hört. In 2.2—2.6 setzen wir voraus, dass K±(G) eine konvexe gerichtete Teil­
menge von Ki(G) ist, {0} e Ki(£). 

Lemma 2.2. Die Menge K±(G) ist ein relativ vollständiger Verband. 
B e w e i s . Es sei {Ai} c: K\(G). Offensichtlich ist C\Ai e Ki(G), also ist 

nAi das Infinum der Menge {Ai} in K±(G). Zugleich gehört nAt zu K\(G), 
daher ist nAi auch das Infimum der Menge {Ai} in K\(G). Es sei A, B e 
eKx(G). Da KX(G) gerichtet ist, gibt es C e K±(G) mit A c C, B c C Es 
sei ^ die Menge aller C« e Ki(ß) mit A <=• Ct <= C, B ^ Ct ^ C. Dann ist 
n f t das Supremum der Menge {̂ 4, JB} in K\(G). Daher ist Ki(C7) ein Verband. 
Es sei {Bj} <z Ki(G), #? c £ . Ferner sei {Ak} die Menge aller Ak e KX(G). 
mit Bj c: ^ für jedes Bj. Es gilt n ^ e K\(G) und n . . ^ ist das Supremum 
der Menge {Bj} in Kx (G). 

Lemma 2.3. Es sei A eK(G), 0 < x e cA. Dann gibt es eine Teilmenge 
{at} c: A+ mit x = \Jat. 

B e w e i s . Bezeichnen wir mit B die Menge aller x eG die sich in der Form 
x = \Jxi mit 0 ?g Xi e A darstellen lassen. Ist x, y e B, 0 ^ z ^ x, so haben 
wir 

Z = \J(Z AXi), 

x v y = \Ji\Jj(Xi v yj), x MJ = \J\ \J j(xt A y}), 

x + V = Vi Wj(xt + yi). 

Daraus folgt, dass B eine konvexe Teilmenge von G ist und x v y, x N y, 
x + y eB. Es sei C die mengentheoretische Vereinigung aller Intervalle 
[—b, b] mit b eB. Aus dem schon bewiesenen folgt leicht, dass C eine kon­
vexe Z-Untergruppe von G ist und C+ = B. Es sei {zk} c: C+, \Jzk = z in G. 
Dann haben wir zk = \JieikZik mit Zik e A, also z = \/k \JiZikeB. Daher 
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ist C abgeschlossen. Wenn D e Ki(G), A c D, dann ist C <-= D; also cA = C. 
Damit ist der Beweis erbracht. 

Ein System von konvexen Z-Untergruppen {Ai} (i e I) nennen wir dis-
junkt, wenn Aii n Ait = {0} für je zwei i\, i2 e I, i\ =£ i2. 

Lemma 2.4. K±(G) ist distributiv. 
B e w e i s . Es genügt zu zeigen, dass für jedes Element von Ki(G) in jedem 

Intervall von K\(G) höchsten ein relatives Komplement existiert. Es sei 
A,B, CEK^G), 

A AB = A AC, 

A V B = A V C. 

Bezeichnen wir A A B = D. Dann haben wir D e Ki(A) n K±(B) n Ä"i(O) 
und A, B, C sind vollständige Verbandsgruppen. Nach Satz 1 ist also 

(3) A = Ax ® D, B = B1®D, C = d ® D. 

Aus (3) und aus der Definition von D folgt, dass das System {A±, Bi, D} 
disjunkt ist. Ebenso ist das System {A±, Oi, D} disjunkt. Ferner setzen wir 
Bi n Oi = E. Dann ist 

(4) B1 = B2@E, C1 = C2®E 

und das System {A\, B2,C2, D, E} ist disjunkt. Es sei 0 ^ c e C2. Das Ele­
ment c ist disjunkt mit Ai, B2, D und E. Nach (4) ist also c disjunkt mit Bi 
und aus (3) folgt dann, dass c mit A und mit B disjunkt ist. Aus der unendli­
chen Distributivität von G und aus Lemma 2.3 bekommen wir jetzt, dass c 
disjunkt mit A \J B ist. Also ist c disjunkt mit A \f C und ceA VC; dies 
bedeutet, dass c = 0. Daher ist C2 = {0}. In analoger Weise zeigt man, dass 
B2 = {0}. Daraus folgt B± = Oi und also B = C. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 

Satz 2.5. Die halbgeordnete Menge K±(G) ist eine verallgemeinerte Boolesche 
Algebra. 

B e w e i s . Nach Lemma 2.4 ist K±(G) ein distributiver Verband. {0} ist 
das kleinste Element in Ki(O). Wenn A e K±(G) ist und BeKx(G), B c A, 
dann ist B e Ki(A), und umgekehrt. Also ist [{0}, A] = Ki(A) = K0(A). 
Nach Satz 1 und Lemma 2.4 ist Ko(A) eine Boolesche Algebra. 

Satz 2.6. Der Verband K\(G) ist unendlich distributiv. 
B e w e i s . Setzen wir z. B. voraus, dass in K±(G) die Bedingung (^i) nicht 

erfüllt ist. Dann gibt es Z-Untergruppen X, X% e K±(G) so, dass 

A = X A(V Xi)^\J (X AXi)=B. 
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Offensichtlich ist A ZD B. Bezeichnen wir A \J (V X%) = D. Das Intervall 
[{0}, D] = I des Verbandes Kx(G) ist nach 2.5 eine Boolesche Algebra, also 
ist / unendlich distributiv. Wegen X,X% ei gelangen wir zu einen Wider­
spruch. 

B e m e r k u n g 2.7. Die teilweise geordnete Menge Ki(G) braucht kein Ver­
band zu sein. B e i s p i e l : Es sei G die Menge aller auf dem Intervall [0, 1] 

1 
definierten reellen Funktionen, die im Punkte xo -= — stetig sind. Bezüglich 

_W 

der natürlichen Halbordnung ist G eine additive Verbandsgruppe. Es sei 
A(B) die Menge aller fe G, die auf dem Intervall [0, xo] (auf dem Intervall 
[xo, 1] gleich Null sind. A ist eine konvexe abgeschlossene ^-Untergruppe von G. 
Es sei {f}ieI a A, fe A, fi ^ f für jedes iel. Für jedes x e [0, 1] setzen 
wir g(x) = sup {fi(x)}ieI. Dann gehört g(x) zu A und g ist das Supremum der 
Menge {fi} in A. Also ist A vollständig und daher A e Kx(G). In analoger 
Weise haben wir B e Kx(G). Es sei / i e Cr mit f\(x) = 1 für jedes x e [0, 1]. 

1 
Für jedes e > 0, s < — gibt es fe e A und ge e B derart, dass fe identisch 

L 

gleich 1 auf [0, xo — e] ist,, ge ist identisch gleich 1 auf [x + e, 1] und f£, ge e [/0, 
/ i ] , wobei /o identisch gleich Oauf [0,1] ist. Das Supremum der Menge F = 
= {fe + Ue}(0<£<l) in G ist gleich fx. Wir haben F cz A + B und 
fx non e A + B: also ist A + B nicht abgeschlossen. Damit ist dienach Lemma 2.1 
gestellte Frage beantwortet. Setzen wir voraus, dass CeKx(G), A c= C, 

B cz C ist. Bezeichnen wir F± = {fe} JO < e < —J. Aus A + B <= C folgt 

Fez C und da C abgeschlossen ist, bekommen w i r / i e C. Daher ist die Menge 
Fx beschränkt in C und also besitzt Fi das Supremum sup Fx = h in C. Aus 
der Konvexität von C in G ergibt sich, dass h auch das Supremum von Fx 

1 
in G ist. Offenbar ist h e [fo,fi] und für jedes e, 0 < e < —, gilt/e(^o — e) = 1. 

1 
Da h stetig in xo ist, haben wir h(xo) = 1 und es gibt 0 < ö < — so, dass h 

-w 

im Intervall [xo, #0 + 5] positiv ist. Es gibt Ai e B so, dass / 0 < hx, hx(x) ^ 
^ Ä(#) für jedes x mit #o < x < xo + ö und hx(x) = 0 für jedes x e [#0 +ö, 1]. 

1 
Dann ist h > h — h\eC und h — hx^ fe für jedes e, 0 < e < —. Damit 

2 
sind wir zu einen Widerspruch gelangt. Also existiert keine obere Schranke 
der Menge {A, B} in KX(G). 

Aus Lemma 2.1 und 2.2 bekommen wir unmittelbar 
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Satz 2.8. Für die teilweise geordnete Menge Ki(G) sind die folgenden Bedin­
gungen äquivalent: 

(a) K±(G) ist von oben gerichtet. 
(b) Ki(G) ist ein Verband. 
(c) K±(G) ist ein vollständiger Verband. 

Wenn A -f B e K±(G) für je zwei l-Untergruppen A, B e K±(G), so ist Ki(G) 
ein vollständiger Verband. 

3. Der Verband Ko(G) für vollständige Verbandsgruppen G 

Untersuchen wir nun den Fall, wenn G vollständig ist. Dann haben wir 
KX(G) = K0(G) und Ki(G) ist eine Boolesche Algebra nach Satz 2.8. 

Lemma 3.1. ([4], 1.3.) Es seien a, ß Kardinalzahlen und es sei vorausgesetzt, 
dass G nicht (cc, ß)-distributiv ist. Dann gibt es ein System {ys,t}

 c G+(s e S, 
t GT) mit card S ^ ß, card T ^ a, so dass 

ASeSyt,s = 0 für jedes teT, 

VteTVtMt) =y>° för jedes q> e ST. 

Lemma 3.2. Es sei {Bt} c Ki(G), \jBt = C, 0 < c e C. Dann gibt es Ele­
mente bi e Bi mit \/bi = c. 

B e w e i s . Für jedes Bt gibt es c(Bt) und c(Bt) ^ c. Wegen der Vollständig­
keit von G existiert also das Element \/c(Bi) = b. Aus c(Bt) ^ c folgt b ^ c, 
alo b(Bi) ^ c(Bi). Wegen c{Bt) ^ b ergibt sich c(Bt) = (c(Bi))(Bt) ^ b(Bt) 
und daher ist b(Bi) = c(Bi). Setzen wir c — b = a. Dann haben wir a(Bi) = 
= c(Bi) — b(Bi) = 0, daher aeB\ für jedes Bi. Daraus folgt a e A B* = 
= C\Bl. Da Ki(G) eine Boolesche Algebra ist, bekommen wir 

C= VBi = (ABj)*9 C*= ABl. 

Offensichtlich ist aeC und daher a e C n C* = {0}. Daraus ergibt sich 
c = Vc(Bi) und c(Bi)eBi. 

Lemma 3.3. Es sei x, y e G, x A y = 0. X bzw. Y sei die kleinste c-Unter-
gruppe von G mit x e X bzw. y e Y. Dann gilt X n Y = {0}. 

B e w e i s . Wir haben 

y e {x}6, x e {x}öd, 

die Mengen {x}d und {x}dö sind c-Untergruppen von G nach Satz 1, und 

{x}*n {x}™ = {0}. 

Offensichtlich ist Y <= {x}0, X C.{X}M, also X n Y = {0}. 
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Satz 3.4. Es sei a ^ Xo • Eine vollständige Verbandsgruppe G ist genau dann 
a-distributiv, wenn der Verband K±(G) a-distributiv ist. 

B e w e i s , (a) Setzen wir voraus, dass G nicht a-distributiv ist. Nach 3.9 
in [4] ist dann G nicht (a,2) - distributiv. Nach Lemma 3.1 gibt es Systeme 
{x\} und {#?} (iel, c a r d / ^ a), so dass 

(5) x] A x\ = 0 für jedes i e I, 

(6) \Zxf{) = x > 0 für jedes cp e {1, 2}1. 

Für jedes x\ sei X\ die kleinste c-Untergruppe von G, die das Element x\ 
enthält (k = 1, 2). Aus [5] und Lemma 3.3 folgt 

(7) X\ n X\ = {0} für jedes i e / . 

Es sei <p e {1, 2}7. Nach (6) haben wir x e yXf{) (i e I), also 

(8) xe A , e { W V;e/Xf>. 

Ferner ist nach (7) 

(9) V « t ö A X!) = {0}. 

Aus (8) und (9) ergibt sich, dass der Verband K\(G) nicht (a,2)-distributiv 
ist, also ist K\(G) nicht a-distributiv. 

(b) Es sei Ki(G) nicht a-distributiv. Da Ki(G) eine Boolesche Algebra ist, 
ist K±(G) nicht (a,2)-distributiv (vgl. [8], S. 101). Nach [8], Satz 19.2 gibt 
es ein System {X\} e K±(G) (iel, k e {1, 2}, c a r d / ^ a), so dass (7) erfüllt 
ist und 

(10) VXf) = X # {0} für jedes <p e {1, 2} ' . 

Es gibt 0 < x e X und es sei cp ein fest gewähltes Element von {1, 2}7. Nach 
Lemma 3.2 und (10) gibt es Elemente 0 < x((p, i) e Xfl) so dass 

(11) V X(<P9 i) — x für jedes cp e {1, 2}7. 
fei 

Für jedes iel und jedes i e {1, 2} bezeichnen wir 

7* ={.r(p , tY -?(*) = * } . 

Nach (11) gilt y ^ x für jedes ?/E Y*. Da G vollständig ist, existiert in G 
das Element sup Y\ = x\ ^ x und nach (11) 

(12) x = \fxfV für jedes <p e {1, 2}I. 

Wir haben Y\ <= X* und da X* abgeschlossen ist, gilt x\ e X\. Mit Hilfe 
von (7) erhalten wir dann 
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x] A x\ = 0 für jedes i e I. 

Daher ist G nicht (a,2)-distributiv und also nicht a-distributiv. 
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