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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VII, 1 

O P R I A M E J DLOHE T E O R I E T E L U R I C K É H O 
POEA P R E KRUHOVÝ VÁLEC 

T I B O R K O L B E N H E Y E R 

Katedra baníckelio meracstva a geofyziky na VST v Košiciacli 

V Ě N O V A N É K 50. N A R O D E N I N Á M A K A D E M I K A 
D I O N Ý Z A I L K O V I O A 

Jednou z najdóležitejších pomócok pri interpretách geoelektrických meraní 
v aplikovanej geofyrzike je porovnávanie hodnot zmeraných v teréne s údaj mi 
vyplývajúcimi z teorie prúdových polí pre struktury definované rozličnými, 
pokial možno jednoduchými plochami. Jednotlivé útvary ohraničené týmito 
plochami považujeme přitom obyčajne za homogenně (čo do elektrické j vodi
vosti) a izotropné. Výpočet týchto teoretických údajov předpokládá vždy 
riešenie okraj ověj úlohy pre příslušní! konfigurační s prihliadnutím na spósob 
sýtenia. Pri odporové j metodě prichádza napr. do úvahy bodové alebo dipólové 
sýtenie či už rovnosmerným alebo striedavým prúdom, zatial čo pri telurickej 
metóde považujeme pole vo veTkej vzdialenosti od útvarov. účinky ktorých 
chceme zisťovat, za homogenně a rovnoběžné s rovinou zemského povrchu. 

Okrajová úloha teorie telurického póla je vynesená striktně len pre niektoré 
geometricky jednoduché případy, přehradně zostavené napr. v [1] a uvedené 
zváčša aj v [2]. Ide přitom najma o zlomové (poklesové) struktury, monokli-
náJne súvrstvia, synklinály a pod. V tomto příspěvku vyriešime okrajovú 
úlohu teorie telurického po Fa pre homogénny a izotropný nekonečný kruhový 
válec uložený taktiež v homogénnom a izotropnom polopriestore ohraničenom 
rovinou zemského povrchu. Budeme přitom předpokládat, že os valca je 
vodorovná. 

Na riešenie naznačené j úlohy použijeme valcovú resp. rovinnu bi polámu 
súradnicovú sústavu so súradnicami u a v. ktoré súvisia s kartézskými súrad-
nicami x a y podlá vzťahov 

x sh u x sin v 
x = . , v = • . . 1) 

cli u -f cos v ' cti u + cos v 
pričom sa u mění v intervale (— oo, -foo), v v intervale (—TZ, TZ) a \ je vhodné 
zvolená konstanta. Rovina x = 0 (u = 0) nech je rovinou zemského })ovrchu 
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a rovinu (.r, y) vo lme kolmo na os valca. Ak poloměr t o h t o je R a vzdialenosť 
jeho osi od zemského povrchu H (obr. 1), k ladieme 

= I tf2 - в* (-') 

predpoklada júc v k a ž d o m případe, že je H > R. K ř i v k y u = konš t . sii p o t o m 
kružnice 

, A' 
(.<• cth u) !Ѓ sh 2 u 

fJednou z nich je rez valca s rovinou (x, //), 

pre k to rý platí 

i H h | / / 2 - " - B " 2 , .„ 
//..-._ t(.{) z_z are li ~ arsh (3) 

II Ix 
Krivkv r -— konš t . sú obh ikv kružnic 

•^ + (<У + * utg r) 2 

s koncovými bodmi 4̂ a A' ležiacimi na osi x s ú m e r n e podía osi y vo vzdiale-
nosti \ od nej . H o d n o t á m v ^ 0 o d p o v e d á ob lúk ležiaci vpravo od osi a;, 
h o d n o t á m v <^_ 0 obliik ležiaci vfavo od nej (A'QA, resp. A'PA na kružnici 
zakreslenej v obr. 1) t a k , že o b h i k y odpoveda júce h o d n o t á m v a - (~ - v) 
sa doplňujú n a kružnicu (A'PAQ), rovnicu ktore j sme už napísal i . 

Stvorec dížky obi t ikového e l e m e n t u sa dá v r o v i n n ý c h b i p o l á r n y c h súrad-
niciach vyjadriť rovnicou 

cis2 - ]- - (d^2 + dv 2) , 
(ch u + cos v)2 

k to ni odvodíme l a n k o zo vzťahov (1). Z t o h o vyplývá, že Laplaceov výraz 
pi*e Fubo volnu funkciu V(x, y) sa dá v t ý c h t o súradnic iach napísať v t v a r e [3] 

(c\lU + GOSV?Id*V ()*V\ 
v 2 \du2 (r?.'2/ 

(•ł) 

La|) laceova rovnica m á t e d a j e d n o d u c h ý t v a r 

t/2V d2V 
mi1 o v-

a ťunkcie t v a r u 
(A ch /H + /> sh AH)(C cos Xv + D sin Xv). 

kde A. H, C, / ) a l sú [ l ibovolné k o n s t a n t y , sú jej p a r t i k u l á r n y m i integrá lmi . 
Položíme / — 0, J. 2. . . . a b u d e m e p ř e d p o k l á d a t , že sa p r í d a t n ý potenciá l 
dá napísať v t v a r e 

00 

W = y (A , ch nu + Bu sh nu)(Cu cos nv + D t sin nv) 
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a že tento rad splňuje všetky konvergencné podmienky. ktoré budeme speci
fikovat neskór. Konstanty Au. Bu. Cu

(d Du majii odhšnii hodnotu pre vonkajšie 
pole a pre pole vo vnútri valca. 

Primárné ])o!e je podía předpokladu homogenně a považujme ho najsamprv 
za rovnoběžné s osou //. Jeho potenciál je teda 

1 o =- k!J =••- -i - — , (•>) 

cli u + cos v 
kde k je konstanta, ktorii považujeme za známu. 

Pretože v rovině zemského povrchu (t. j . ])ri u •— 0) je normálová zložka 
hustoty prudil všade nulová, musí byť Bu = 0 a potenciál vonkajšieho póla 
má preto tvar 

X 

F1 — V0 + y (Cu cos nv + Du sin nv) ch nu. (t>a) 
li - o 

Bod A (obi*. 1) má súradnicu u ^ oo a pretože je regulárnym bodom póla. 
potenciál vo vnútri valca musíme předpokládat v tvare 

V> ^ V() + ]> (cu cos nv + da sin Hv)e-'m . (tib) 

Konstanty (Jn. Du. ru a du sa dajú určiť z okrajových podmienok platných na 
ploché valca. ktoré možno formulovat takto: 

< r - , ) . - < . . . -'-{%] -U^\ . 
pričom Oj je specifický odpor vo vonkajšej oblasti ohraničené] plochou valca 
a zemským povrchom, o2 specifický odpor vo vnútri valca a pre u{) platí 
vzorec (3). Z prvej podmienky (7) vyplývá ihned 

ru r--- e/4"« ch nu{)Cu. d; = e;íM«» ch nu{)Du. (S) 

Aby sme však mohli použit aj d r u h ů okrajovú ])odmienku. musíme ťunkciu V,, 
rozložit vo Fourierov rad podlá premennej v. 

Funkcia V{) definovaná vzťahom (5) je spojitou funkciou premennej / 
A' každom bode. pre ktorý u > 0 a vyhovuje z n á m ý m Dir ichletovým pod-
mienkam v intervale — iz fg v ;-i ~. Dá sa pre to rozložit vo Four ierov rad. 
k torý v t o m t o u z a v r e t o m intervale konverguje pri k o n š t a n t n o m u rovno
měrné. Pretože ďalej V0 je ne])árnou funkciou premennej v. možeme písat 

F„ = V b ř sin nv. (•>) 
,, i 

kde koeficient bt je funkciou súradnice u a platí přen 

k\ f sin v sin nv 
b t = I - - dv. 

k\ C sin v sin nv 
7Z J ch H + cos v 
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Integrál na právej s t r a n ě tejťo rovnice přeměníme na integrá l po jednotkové] 
kružnici v rovině k o m p l e x n ý c h čísiel a v y p o č í t á m e ho pomocou v e t y o re
ziduu. Máme na j samprv 

(>.t -

a po substitiicii z e / r 

2TZJ e"' -f 2 ch u + cv , c 

JT 

•>-r «! c'-J _l_ V7 oU 11 _I~ I 2:c <7 z'- -f- _z cli u -|~ I 

kde integrujeme v k l a d n o m směre po kružnici \z\ — 1. Podintegrá lna ťunkcia 

(2- - l ) ( f - J) 
:••'IJ (z2 -f 2z ch u -f- 1) 

ЃЧz) (10) 

má tri póly, a to z --- 0, z - zx — — e" M a z — z2 — —e M , z k t o r ý c h v o vnutí i 
kružnice ležia prvé dva, lebo p ř e d p o k l á d á m e u > 0. L a u r e n t o v rad funkcie 
F(z) v okolí bodu z -=-- 0 má t v a r 

ft i " . "-. V 
l » - ,;,;;. + •,-; + • • • + --' + 2."«2'' ( N ) 

Přitom v dósledku rovnice (10) 

t / . . ^ ! lim z ; t i J F(z) - : 1 . 
?-->o 

a ak označíme 

(c — z j ( ^ — z2) 

lahko dokážeme, že v o všeobecnosti 

- / ;" ; ' 

y dósledku (11) má tot iž výraz 

a_ , , O ., 

(Л т =-= (». I. ( l á ) 

' / ( • - ) - Flг) 
-ji 1 •.*---2-l V 

>-f-2- N " 

n u t n é l imitu, h o d n o t a kťorej je a. u , . v . Z druhe j s t r a n y je však 

/(-) - 2 « - „ , . 
< / ( " 

kde d r u h y člen v čitateli předs tavu je polynom v z s t u p ň a N 1. S p r á v n o s t 
vzorca ( I - ) vyplývá použit ím THospi ta lovho pravidla ])re výpočet l imity 
funkcie y, : ) l>ri z > 0. H o d n o t a rezidua v bode z —- 0 je t e d a a , ----- fl^jnl 

57 



V oblasti z ! . : zA | je však 

00 

a koehcient při z'* vo výraze na právej sti'ane tejto rovnice má hodnotu 

a ^ = (— 1)" . 2 cli H/T . 

o čom sa přesvědčíme trocha zdlhavým elementárním výpočtom. 
Reziduum funkcie F(z) v bode z == z} je 

( * - ! - ) ( < • > - i ) 
a , = Jim (z - ^)F (^) = v -1-' ~' - -2( J)* sli nl, . 

*->-*, Z l — 2 2 

takže konečné podlá vety o reziduu 
•x 

!>n = ( ~ J ) n t 1 - - ^ e- ; i M . V() - l i/ťv^ ( - l) ; i ' - 1 e '"* sin /*/• . (1 3) 
n- 1 

Že rad (13) konverguje absolutné a rovnoměrné v každéj oblasti u ;;!!,. 
ak len ?řx > 0. vyplývá z elementárnej úvahy: 

| ( —1)"+ 1 e HU sin nv j < e~ "Mi 
X 

a rad V e-M<i je konvergentný. Podobné možno dokázať aj absolutnu a rovno-

mernú konvergenciu radu 
X 

-;-- ° = 2kA > ( - 1 Y n e" ; t M sin ur (14) 
/ » - i 

v tejže oblasti. Ak teda volíme uY < H0, pričom //0 definujeme vzoicom (3). 
]>locha valca a celé jeho vnútro leží vo vnútri oblasti u ^ ux a za předpokladu, 
že rady výstupujúce na právej straně rovnic (6a. b) a ich derivácie podlá u 
sú vo svojich oblastiach — včítane plochy valca — taktiež konvergentně 
o čom sa přesvědčíme neskór — vedie druhá okrajová podmienka (7) ku vzťahu 

cx1 

>̂ n\(xC\t sh nu{) --f- cn e_'r<<») cos nv -f- (xDlt sh nu{) -f- dn e~ ;í"°) sin »r ] -----
>.• - i 

X 

= 2 k \ ( * - L ) 2 ( — - ) ' ť + 1 e ^ s i n H E . 
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v k t o r o m x z n a m e n á poměr specifických odporov O2/O1 a k t o r ý musí p la t i t 
ident icky pre všetky h o d n o t y v v intervale (—TC. TZ). 2 t o h o však vyplývá, 
že musia p l a t i t rovnice 

xDu sli nu0 + d:t e ""<• = (— 1)"+ 1 2k\\(* - 1) e ftM«. 

XCUH\\ nu{) + c, e~"'lM° = 0 . (15) 

Rovn ice (S) a (15) t v o r i a dve l ineárně s ú s t a v y o dvoch n e z n á m ý c h ( ( + Dn 

a ct.(lu) a ich riešenie je 

2kx(* - l ) ( _ j ) - - e ^ 2 k a ( * - 1)(~1)'< k m > m 0 /< "- . . (1.. . -r . (16) 
x sh H?/0 + ch HH0 ' ;* sh nu{) + ch ?m0 

pricom t ř e b a p o d o t k n u t , že m e n o v a t e l oboch z lomkov ( d e t e r m i n a n t přísluš
ných l ineárnych sústav) je k a ž d o p á d n ě odlišný od n u l y a k ladný, lebo x je 
svojou fyzikálnou p o v a h o u k l a d n á veličina a u{) > 0 v dósledku vo lby súrad-
nicovej sús tavy . 

Rovnice (5), (6a. b) a (16) p ř e d s t a v u j ú riešenie nasej okrajovej úlohy, 
ak rady 

X 

V Du cli nu sin nv (0 ^ u < uv). 
n = l 

2 rf,< e~'m sin nv (u < M 0 ) . 

>̂ ni),, sh H/L sin HE (0 ^ u ;< H0) , 

(17) 

>̂ ndu e~uu sin nv (u ^ H0) 
//-•- i 

konverguj i ! . Avšak n a p r . pr i p r v o m z t ý c h t o r a d o v m á m e 

! D:i ch nu sin nv | < | i ) / t ch HH0 ; — 

. e " ' t t t « c l i M ( ) 

= JAW Í * 1 i • • •• -_ 
>ť sh nu0 + ch ?i%0 

a pretože x sh uu0 > 0, 

j D t ch HH sin nr \ < 2k\ | x 1 | e"' i ,<" . 

Prvý z rado v (17) konverguje t e d a abso lu tné a r o v n o m ě r n é v oblasti 0 < u < u0, 

- < v S' ~r lebo r a d V e 'íU° je zrejme k o n v e r g e n t n ý . 

V d r u h o m př ípade m á m e podobné 

I du e-"M sin m> | < j J, e 'lM« \ < 2k\ : x - 1 i e -,tM« 

a a b s o l u t n a a r o v n o m ě r n á konvergencia je preto tiež zřejmá. 
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V treťom př ípade je opáť 

1 nD t sh nu sin nv \ ^J \ ní)c sh nu0 \ lk\ x I n e •'"» 

a v š t v r t o m 

\ nd, e~",tM sin /ťE : sj l tt<+ e ;í"« :2k\ x 1 >/ e~'•"•'" 

a konvergencia oboch rado v vyplývá z konvergencie radu 

i- e м« 

[1 — e ; "«) 

bez akýchkofvek ťažkostí. 
Vr ])rípade. že p r i m á r n é pole m á směr osi y. m á m e t e d a riešenie uvažované j 

okraj ověj ú lohy v t v a r e 

\\ =r k У + -îл (У. - 1 I ] ) " 
e ,lП{) ch tш sin nr 

x sh тш0 + ch ?*//0 

ľä = k y + 2 л ( X - l ) У ( - l , . - ы .ŁГ"-pЬ_»«p»i.i» ł-
І L J * Sh HH() + CІl IШ0 

N a p r o t i t o m u . ak směr pr imárného pofa je rovnoběžný s osou x. platí 

X o — v \ — /t' X. (I») 

Pretože v prax i mer iame n a p á t i e obyčajne n a zemskom povrchu, z h ladiska 
interpretác ie nás zauj ímá p r e d o v š e t k ý m vonkajšie pole n a povrchu země. 
P r v á rovnica (18) d á v á pre t e n t o p ř í p a d 

У/ + 2 л ( x - I) > ( - 1 ) ' " I e "u° sin 7ir 

x sh nu, + ch ???/„ 

lebo k ladieme u -— 0. kvm rovnica (19) platí bez akejkofvek změny. Yzťah 
medzi s ú r a d n i c a m i y a r má pri ?/ --= 0 t v a r 

// -- \tg~ . r -= r ia rc tg U . (i><>) 

k torý možno lahko odvodi t z druhej rovnice (1). Zo vzorca pre dížku oblúko-
vého e lementu vyplývá, že H-ová zložka g rad ientu [iibovolnej funkcie l sa 
v bodoch roviny a --- 0 dá vyjádři t vo formě 

ióU \ 1 + cos r i()U\ 1 , r lóU \ 

UL~~ v U+,r v^-M^),,; 
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Ak je teda primárné pole rovnoběžné s osou //, ]>latí pre gradient potenciálu 
v rubovoFnom bode roviny zemského povrchu vztah 

1 + Цx - 1 ) COR'; * T _ 
n e';ш° cos nv 

x sh nщ + ch nщ 

O konvergencii trigonometrického radu vystupujúceho na právej straně rov 
nice (21) sa Fahko přesvědčíme. Platí totiž 

n e ;ш° cos nv ^ n e лu<) 

X SҺ 7Ш„ + CҺ ПU(, " cҺ ПЩ 
'Уy) p. 2'í-Wo 

a konvergencia radu 7 « e' "2;'M" je zřejmá. 
n 1 

Protože v případe primárného póla rovnoběžného s osou x má gradient 
potenciálu taktiež směr tejto osi a jeho absolutna hodnota je podlá rov
nice (19) k\ telurický parám éter T v fubovoTnom bode zemského povrchu 
možno vyjádřit vzťahom 

T -- I 4- Цx - 1 ) coн- ~- ^ ( - ! ) • ' ' 
n e " ш° cos nv 

sҺ ПUíЛ -f- cҺ ПUn 

ktorý spolu so vzorcom ('20) představuje súcasne rovnicu teoretickej telu-
rickej profilovej křivky. Telurická anomália dosahuje, ako sa dalo ocakávať. 
extrémnu hodnotu pri v — 0, t. j . v pociatku súradnicovej sústavy (x. y). 
o com sa lanko přesvědčíme derivováním rovnice (22). Hodnota anomálie 
je tu 

M П ! £ t r - 4 ( * - 1 i . _ ] ) « + i n e~,lU(> 

x sh nun -h ch nu.. 
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ПРЯМАЯ ЗАДАЧА Т Е О Р И И Т Е Л Л У Р И Ч Е С К О Г О 
П О Л Я Д Л Я К Р У Г Л О Г О Ц И Л И Н Д Р А 

I II В О Р К|ОЛ ПК и г л И К Р 

В ы в о д ы 

В статье решится краевая задача теллурического поля для бесконечного круглого 

цилиндра с горизонтальной осью, причем применяется удобно выбранная сгстсма би

полярных координат (и,у), в которых поверхность цилиндра и плоскость земской по 

верхноети являются координатными поверхностями. Потенция.! однородного первич

ного ноля является периодической функцией переменной г) и можно ее разложить в ряд 

Фурье. Т а к ж е можно представить в форме бесконечного ряда тоже добавочный потен 

циял. Коеффициенты, выступующие в этом ряде, можно вычислить из известных краевых 

\оловий. Наконец доказывается сходимость рядов, представляющих решение задачи 

и выводятся теоретические значения теллурического параметра вдоль поперечного 

профиля. 

Ü B E R DTE RANDWERTAUFGABE DER TELLUR TK 
FVR DEN K R E I S Z Y L I N D E R 

TT B O R K O L B E N H E Y E R 

Z n s a r a m e n f a s s'u'n g 

Die Randwe r t au fgabe der angewandten Tellurik wird für einen unendlichen Kreis
zyl inder mi t waagerech t liegender Achse gelöst. Zu diesem Zweck wird ein B ipo
larkoordinatensystem (u, v) e ingeführt, in dem die Zyl inderfläche und die Ebene der 
Tagesoberfläche Koordinatenflächen sind. Sodann wird das Potent ia l des homogenen 
Primärfeldes als periodische Funk t ion der Veränder l ichen v in e ineFou r ie r re ihe entwickelt 
und eine entsprechende Entwick lung für das Zusa tzpotent ia l aufgestellt . Die in der letzte
ren En twick l ung au f t re tenden Koeffizienten können an H a n d der Randbedingungen leicht 
e rmi t te l t werden. Z u m Schluß wird die Konve rgenz der Lösung bewiesen und der Verlauf 
des tellurichen Pa rame te r s längs eines Querprofils berechnet . 
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