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M a t e m a t i c k ý časopis 22 (1972), N o . 4 

LINEÁRNĚ HOMOGENNĚ DIFERENCIÁLNĚ ROVNICE 
DRUHÉHO RÁDU 

RÝDZO DISKONJUGOVANE VZHEADOM NA DERIVÁCIE 

RUDOLF BLAŠKO, MILOŠ HÁČIK, 
Žilina 

Majme homogénnu lineárnu diferenciálnu rovnicu druhého rádu definovánu 
na nejakom intervale i i . Funkciu y(t) eC2(I), kde interval I c= Jlf ktorá 
vyhovuje diferenciálně] rovnici pre všetky tel, nazýváme riešením tejto 
diferenciálně] rovnice. 

Nech y(t) je netriviálně riešsnie homogenněj lineárněj diferenciálněj rovnice 
druhého rádu. Ak pre h, faeI platí : y(h) = y(fa) = 0 a pre všetky t e (h, t2) 
je y(t) 4= 0, nazýváme body h, fa konjugovanými bodmi prvého druhu rie-
šenia y(t); ak pre fa, fae I platí : y'(fa) = y'(h) = 0 a pre všetky t e (ts, fa) 
je y'(t) 4= 0, nazýváme body fa, fa konjugovanými bodmi druhého druhu 
riešenia y(t). 

Diferenciálna rovnica, ktorej netriviálně riešenia nemajú na intervale 1 
konjugované body prvého druhu, sa nazývá diskonjugovanou rovnicou prvého 
druhu na intervale I a diferenciálna rovnica, ktorej netriviálně riešania nemajú 
na intervale / konjugované body druhého druhu, sa nazývá diskonjugo vanou 
rovnicou druhého druhu na intervale I. 

í)alej sa budeme zaoberať prípadom, ked interval I je ctvorený, t. j . I = 
= (a, b), a, b eE*, a <b, E* = E\ U (— oo) U (oo) a keď diferenciálna rov
nica je Jacobiho typu 

(?) y" =--q(%-

Predpokladajme, že q(t) e C2(I±), q(t) =# 0 pre všetky tsli. 
V práci [4] J . K r b i l a odvodil nevyhnutné a postačujúce podmienky pre 

rýdzu diskonjugovanosť diferenciálněj rovnice (q) prvého druhu na intervale I 
a ukázal niektoré aplikácie. V tomto článku odvodíme nevyhnutné a posta
čujúce podmienky pre rýdzo diskonjugovanosť diferenciálnej rovnice (q) 
druhého druhu na intervale I a uvedieme dve aplikácie. 

O tom, že pojmy diskonjugovanosť diferenciálnej rovnice (q) prvého a dru
hého druhu na intervale 1 nie sú totožné, a preto je potřebné zvlášť sa touto 
otázkou zaoberať, svědčí nasledujúci příklad: 
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P ř í k l a d : Majme diferenciálnu rovnicu 

y" = (cos2 t — sin t)y, 

ktorej jedno riešenie je y = exp (sin t) a ktorá je diskonjugovaná prvého 
druhu na intervale I = ( — oo, oo). J e zřejmé, že táto diferenciálna rovnica 
nie je diskonjugovaná druhého druhu na intervale /, 

Spolu s diferenciálnou rovnicou (q) budeme uvažovat jej prvú sprievodnú 
rovnicu 

(?i) У" 
i Џ ) + V m ( m У-

J e známe, (pozři [2] str. 7], že pre každý integrál y(t) diferenciálnej rovnice (q) 
je funkcia 

y'(t) (1) »l"-w 
integrálom diferenciálnej rovnice (<1i) a obrátene pre každý integrál yi(ť) 
diferenciálnej rovnice (qi) je funkcia 2/i(č)|/1(7(01 deriváciou právě jedného in
tegrálu ?/(0 rovnice (q), t. ]. 

(i') !^(0 = yiWVl?Wl". 
Vzhladom na tuto vlastnost budeme pojem diskonjugovanosti druhého 

druhu diferenciálnej rovnice (q) na intervale / definovat t a k t o : 

Definícia 1: Diferenciálnu rovnicu (q) nazveme diskonjugovanou druhého 
druhu na intervale I právě vtedy, ak jej prvá sprievodná rovnica (qi) je diskonju
govaná prvého druhu na intervale I. 

Poznámka: Ak nosič diferenciálnej rovnice (q) je tvaru 

±1 
q(t) (Ct + Df ' 

kde C, D sú lubovolné reálné konstanty s vlastnosťou Cz + D? 4= 0, vtedy 
rovnica (q) je diskonjugovaná prvého druhu na intervale (—00, —DJC), 
resp. (—DjC, 00). Kedze v tomto případe rovnica (q) je totožná so svojou 
prvou sprievodnou rovnicou (q\) (pozři [3]), je rovnica (q) tiež podlá definície 
diskonjugovaná druhého druhu na intervale (—00, —D/C), resp. (—DjC, oo). 

V súhlase s prácou [4] nazveme diferenciálnu rovnicu (q) rýdzo diskonju
govanou prvého druhu na intervale I, ak má riešenie y(t) také, že platí 

t 
(2) y(t) 4= 0, í y~2(x) dx < 00 pre všetky t e I 

a 
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a jej riešenie y(t) nazveme hlavným riešením prvého druhu na intervale /, 
ak má vlastnost (2) a ak platí 

b 

(3) j y~2(x) dx = co pre všetky t e l . 
t 

Definícia 2: Diferenciálnu rovnicu (q) nazveme rýdzo diskonjugovanou druhého 
druhu na intervale I právě vtedy, ked jej prvá sprievodná rovnica (q\) je rýdzo 
diskonjugovaná prvého druhu na intervale I. 

Definícia 3: Riešenie y(t) diferenciálnej rovnice (q) nazveme hlavným riešením 
druhého druhu na intervale I, ak y\ = y'j [/ \q\ je hlavným riešením prvého druhu 
diferenciálnej rovnice (q\) na intervale I. 

Veta 1: Nevyhnutná a postacujúca podmienka pre to, aby diferenciálna rov
nica (q) bola rýdzo diskonjugovaná druhého druhu na intervale I, je aby malá 
hlavné riešenie druhého druhu na intervale I. 

Tvrdenie vety je priamym dósledkom vety 1 práce [4], ak uvážime defi-
níciu 1. 

V knihe [2] str. 31 — 101 je vybudovaná teória kruhových fáz diferenciálnych 
rovnic (q). Pod prvou kruhovou fázou bázy (u, v) riešení rovnice (q) rozumieme 
funkciu cx(t) e G^(I) definovánu na intervale I s výnimkou nulových bodov 
riešenia v(t) vzorcom: 

u(t) 
tg ««) = - — . 

vit) 

Pomocou fázy oc(t) móžeme vyjadriť nosič rovnice (q) následovně: 

q(t)= -{tg oc(t),t} tel, 
kde symbol {X, t} = (X"/2X')' - (X"l2X')2 je tzv. schwarzovská derivácia 
funkcie X(t) v čísle t. 

Tamtiež na str. 63 je zavedený pojem oscilácie prvej kruhovej fázy oc(t) 

0(oc) = \c-d\, 

kde 
c = lim oc(t), d = lim oc(t) 

ť-»a+ ť->6-

a pomocou něho sú rozdělené neoscilatorické rovnice (q) na všeobecné a Spe
ciálně. Podlá odseku 16 str. 79 neoscilatorická rcvnica (q) typu 1 je všeobecná, 
resp. špeciálna podlá toho, či pre kruhovú fážu oc(t) platí 0 < 0(oc) < n, resp. 
0(oc) = 71. 

Druhou kruhovou fázou bázy (u, v) riešení rovnice (q) rozumieme funkciu 
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fi(t) £ Gx(I) definovánu na intervale I, s výnimkou nulových bodov funkcie 
v'(t) vzorcom 

u'(t) 
(4) t g / í ( 0 _ * 

v(t) 

Pomocou fázy p(t) móžeme vyjadriť nosič prvej sprievodnej rovnice (q±) 
t a k t o : 

(5) íi(*) = -{tgP(t)>t} * e J . 

Analogicky pod osciláciou druhej kruhovej fázy fl(t) na intervale I rozumieme 
číslo 

0(P)=\c' -ď\, 

kde 

c' — lim p(t), ď — lim p(t) 
t->a+ t->b-

a neoscilatorickú diferenciálnu rovnicu typu 1 budeme nazývať všeobecnou 
resp. špeciálnou druhého druhu podlá toho, či pre fázu fi(t) platí 0 < 0(fi) < n 
resp. 0(fí) = n. 

í)alej budeme potrebovať výsledok uvedený v knihe [2] str. 38, ktorý zhrnie-
me do lemy: 

Lema 1. Kazda druhá kruhová fáza diferenciálnej rovnice (q) je prvou kru
hovou fázou rovnice (qi) a obrátene. 

Veta 2. Rýdzo diskonjugovaná diferenciálna rovnica (q) druhého druhu na 
intervale I je neoscilatorickou diferenciálnou rovnicou typu 1 všeobecnou druhého 
druhu a obrátene. 

Táto veta je priamym dósledkom vety 2 práce [4], ak uvážime definíciu 1 
a lemu 1. 

V práci [5] je zavedený pre neoscilatoricke diferenciálně rovnice (q) pojem 
prvej hyperbolickej fázy oc(t) bázy (u(t), v(t)) vzťahom 

u(t) 
t g h a ( * ) = — -

v(t) 

na otvorenom intervale i c I1, na ktorom platí \u(t)\ < \v(t)\. Nosič dife-
renciálnej rovnice (q) móžeme na intervale i vyjadriť vzťahom 

q(t)= _ { t g h a ( í ) ; t}. 

Prvú hyperbolickú fázu oc(t), ktorá má na intervale i=(at9bi) vlastnost 
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lim oc(t) — —sgn LX . oo, lim oc(t) = sgn a' . oo, 
t-»ai+ ř->6t— 

nazýváme prvou hlavnou hyperbolickou fázou na intervale i. 
V práci [5] je zavedený aj pojem druhej hyperbolické] fázy p(t) bázy (u(t), 

v(t)) vzťahom 

u'(t) 
(6) t g h / 5 ( ř ) = — -

v(0 
na otvorenom intervale j cz J 1 ? na ktorom platí |w'(č)| < |fl'(£)l • N° s ic di-
ferenciálnej rovnice (qi) móžeme vyjadriť pomocou fázy (3(t) na intervale j 
následovně: 

(7) ffi(0 = - { t g h/?(*);*}• 

Druhu hyperbolickú fázu /?(£), ktorá má na intervale j = (ai, h) vlastnosť 

lim (3(t) = —sgn (3' . oo, lim />(£) = sgn /3' . oo, 
ř-»a/+ t-*bj-

nazývame druhou hlavnou hyperbolickou fázou na intervale j . Z výsledkov 
práce [5] bezprostředné vyplývá: 

Lema 2. Kazda druhá hyperbolichá fáza diferenciálně^ rovnice (q) je prvou 
hyperbolichou fázou diferenciálně^ rovnice (q±) a obrátene. 

Veta 3. Nevyhnutná a postacujúca podmienha pre to, aby diferenciálna rov-
nica (q) bola rýdzo dishonjugovaná druhého druhu na intervale I, je, aby malá 
druhu hlavnú hyperbolickú fázu na intervale I. 

D ó k a z urobíme tým istým spósobom ako pri vete 3 v práci [4], ak zo-
berieme do úvahy definíciu 1 a lemu 2. 

O vzájomnom vzťahu druhých hlavných hyperbolických fáz rýdzo diskon-
jugovanej diferenciálněj rovnice (q) druhého druhu na intervale I hovoří 
nasledujúca veta: 

Veta 4. Ah fí(t), d(t) sú druhé hlavné hyperboliché fázy rýdzo dishonjugovanej 
diferenciálnej rovnice (q) druhého druhu na intervale I, tah potom platí: 

j8(0 = ed(t) + h, 

hde e = 1, resp. e = —1 ah sgn /T = 1, resp. sgn /3' = — 1 a h je reálné číslo. 
Tvrdenie vety je priamym dósledkom vety 4 práče [4], ak uvážime defi

níciu 1 a lemu 2. 
V ďalšej časti uvedieme dve aplikácie druhých hlavných hyperbolických 

fáz. 
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Teória kruhových fáz tvořila v knihe [2] základ pre vybudovanie teorie 
transformácií. V tomto článku použijeme druhé hlavně hyperbolické fázy 
na transformáciu rýdzo diskonjugovaných diferenciálnych rovnic (q) druhého 
druhu. 

Majme diferenciálnu rovnicu 

(Q) Ý = Q(T)Y [Ý = l ^ ) > 

kde Q(T) e <72(Ji), Ji = (A^BJ, Au B1 sE{, A!<BL 
Nech J = (A, B) <= J i . Připomínáme, že transformáciu riešení rovnice (Q) 
do riešení rovnice (q) realizujú riešenia X(t) Kummerovej nelineárně] diferen
ciálně] rovnice 3. rádu: 

(Qq) -{X,t}+Q(X)X'* = q(t). 

Vzťah medzi riešeniami rovnic (Q), (q) je taký, že ak X(t) je riešením rovnice 
(Qq) a Y(T) je lubovolným riešením rovnice (Q), potom funkcia 

Y[X(t)] 
(8) y(t) = . , 

je v definičnom intervale funkcie X(t) riešením rovnice (q). Ak diferenciálnu 
rovnicu (q) resp. (Q) vyšetřujeme na intervale /, resp. J, t a k transformáciu 
nazýváme úplnou, ak platí: X(I) = J. 

Veta 5: Nech (3(t) resp. B(T)je druhá hlavná hyperbolická fáza rýdzo diskonju-
govanej rovnice (q) druhého druhu, resp. rýdzo diskonjugovanej rovnice (Q) 
druhého druhu na intervale I, resp. J. Potom existuje riesenie X(t) ábelovskej 
funkcionálnej rovnice B[X(t)] = /?(£), ktoré realizuje úplnú transformáciu riešení 
rovnic (qi), (Q±) v zmysle vzorca (8). 

D ó k a z : Z definície druhých hlavných hyperbolických fáz je vidieť, že 
platí : /?(/) = B(J) = (— oo, oo), odkial je zřejmá aj platnost ábelovskej 
funkcionálnej rovnice B[X(t)] = (}(t) pre každé tel, ako aj rovnost X(I) = J. 
Z uvedenej funkcionálnej rovnice máme na intervale / identitu 

tghB[X(t)]=tghp(t) 

a po převedení schwarzovskej derivácie vzťah: 

~{X, t} - {tg h B, X} X'* = - { t g h 0, t}, 

ktorý je podlá (9) totožný s rovnicou (Qiqi). Tým je dókaz ukončený. 
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Funkciu X(t), o ktorej hovoří veta 5, móžeme vyjadriť explicitně vo tvare 

X(t) = B-i[p(t)], 

kde B-\[T) je inverznou funkciou k druhej hlavnej hyperbolickej fáze B(T). 
V špeciálnom případe, keď rovnica (qi) je totožná s rovnicou (Qi), dosta

neme explicitně vyjadrenie úplného, t . j . na intervale I definovaného riešenia 
Kummerovej rovnice (qiqi), ak použijeme vetu 4, vo tvare 

(9) X(t) = P-fcM) + Q, 
kde ($(t) je druhá hlavná hyperbolická fáza rovnice (q) na intervale I a /5-i(£) 
je k nej inverzná funkcia, e = ± 1 a k je lubovolná konstanta. Vzorom (9) 
sú vyjádřené centrálně disperzie druhého druhu (tieto sú pre prvý druh al
gebraicky definované v práci [1]) rýdzo diskonjugovanej diferenciálněj rovnice 
(q) druhého druhu pomocou druhých hlavných hyperbolických fáz. 

Skór než uvedieme druhů aplikáciu, zdórazníme, že ak je diferenciálna 
rovnica (q) rýdzo diskonjugovaná druhého druhu na intervale Il9 tak je táto 
vlastnosť dědičná pre každý interval I c: Ilm Existuji! teda aj druhé hlavnó 
hyperbolické fázy /?(£) rovnice (q) na intervale I a v případe, keď interval I 
má konečnú dížku, nech majú nasledujúcu vlastnosť: 

(10) lim p'(t) = lim p'(t) = oo sgn 0'. 
t -» a+ t->b-

Funkcie 
sinht3(ř) cosh/5(ř) 

ui(t) = —-., : vUt) = —,, 

]/w\ V I / J ' I 
sú bázou riešení rovnice (qi) s nosičom (7), na intervale I splňujú nerovnosť 
N ( 0 l < I V I(0IJ a P r ^to móžeme pomocou nich definovať reálnu funkciu 

"1 5 (11) nř) = M v\-ui 

ktorá vyhovuje diferenciálnej rovnici hyperbolických amplitud 

(n) r\ = qi(t)n — n 3 , 

kde q\(t) je nosič rovnice (qi). 
Z vlastnosti (10) dostáváme tvrdenie nasledujúcej vety: 

Veta 6: Nech q(t) e C2CO a nec^ diferenciálna rovnica (q) je rýdzo diskonju
govaná druhého druhu na intervale I. Ak a, b eEi, a <.b, a, bel, potom exis
tuje riešenie n(t) nelineárnej diferenciálnej rovnice (n)> ktoré spina okrajové 
podmienky 

lim n(t) = lim n(t) = 0, 
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a je nim riešenie n(t) = e]/5"(í)|~1/2, kde e = ± l a /S(ť) je druhá hlavná hyper
bolická fáza rovnice (q) na intervale [a, b) splňujúca vztah (10). 

VzhTadom na vzťah (1) móžeme (11) písať v tvare 

(12) n ( í ) = ' 
V¥f l/iíři 

kde s(č) je druhá hyperbolická aplitúda diferenciálnej rovnice (q), ktorá vy
hovuje nelineárnej diferenciálnej rovnici (pozři [5]) 

(5) 5 = qs — — + — s . 
s a 

Za předpokladu, že platí vzťah (10), vzhladom na (12) a vetu 6 dostáváme 
nasledujúcu vetu: 

Veta 7: NccA g(č) G C%(I) a nech diferenciálna rovnica (q) je rýdzo diskonju-
govaná druhého druhu na intervale I. Ak a, b eEi, a <b, a, b e I, potom exis
tuje riešenie s(t) nelineárnej diferenciálnej rovnice (s), ktorá vyhovuje okrajo
vým podmienkam 

lim s(t) = lim s(t) = 0 
ť-»a+ ř-»6-

a je ním riešenie s(t) = e]f\q\ \j3'(t)\-1/2,kde £ = ± l a />(0Íe druhá hlavná hyper

bolická fáza rovnice (q) na intervale (a, b), ktorá má vlastnost' (10). 

Záverom tohto článku ďakujeme RNDr. J . K r b i l o v i , CSc, za jeho cenné 
rady a pripomienky. 
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LINEAR HOMOGENEOUS SECOND ORDER DIFFERENTIAL 
EQUATIONS 

PURE DISCONJUGATE WITH REGARD TO THE DERIVATE 

Rudolf B l a s k o , Milos H a c i k 

S u m m a r y 

In the present paper the differential equation (q) y" = q(t)y, q(t) e C2(Ji), q(t) ={= 0 
for every t e Ji, is investigated. There is introduced a notion of the pure disconjugate 
differential equation (q) of the second kind in the interval I = (a, b) <-- Ji. 

In Theorems 1, 2, 3 there are proved the necessary and sufficient conditions for pure 
disconjugacy of (q) of the second kind in the interval J. B y means of the second main 
hyperbolic phases defined in the interval I (the structure of these phases is introduced 
in Theorem 4) the transformation of solutions of differential equation Y = Q(T)Y9 

Q(T) e C2(Ji), Q(T) =N 0 for every T eJi, is investigated which is pure disconjugate in 
the interval (A, B) = J <-- Ji, into solutions of (q) (Theorem 5) and a boundary problem 
is solved of the non-linear differential equation r\ = qi(t)ri — 1/Vf, where qi(t) is a bearer 
of the first accompanying equation towards (q) (Theorem 6) and a boundary problem 
of the non-linear differential equation s" = qs — q2/sz -f- q's'/q as well (Theorem 7). 
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