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BEDINGUNGEN FUR DIE EXISTENZ
OSZILLATORISCHER LOSUNGEN DER GLEICHUNG

a” + a(t)x” + b(t)x' + c(t)e =0, ct) =0

MILAN GERA

In der Arbeit [1] wurden notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Existenz oszillatorischer Losungen der Differentialgleichung

Lx = 2" + a(t)z” + b(@t)x’ + ct)r = 0

abgeleitet mit Riicksicht auf das Verhalten ihrer nichtoszillatorischen Losun-
gen, unter der Voraussetzung, dass die Differentialgleichung zweiter Ordnung

lw=v"+alt) +b@v=0

im Intervall I = (&, ), « = — oo diskonjugiert ist und unter der Voraus-
setzung, dass c(t) = 0 fur ¢tel ist.

Im vorliegenden Artikel leiten wir, auf Grund der Ergebnisse von [1],
konkrete hinreichende Bedingungen fiir die Existenz oszillatorischer Losun-
gen der Differentialgleichung L& = 0 im Intervall I ab. Diese Bedingungen
sind eine Verallgemeinerung und Brgdnzung der konkreten Bedingungen
fir die Oszillation aus dem ersten und dritten Teil der Arbeit [2] und auch
einiger Torgebnisse aus dem Artikel [3], wo die Differentialgleichungen dritter
Ordnung der Form

(0) Yy + o)y +qt)y =0

untersucht werden. Diese Verallgemeinerung ist nicht nur in dem Sinne,
dass a(t) == 0 in [ ist und dies aus folgenden Griinden:

1. Im allgemeinen kann die Differentialgleichung Lz = 0 nicht auf die
Gleichung (0) berfithrt werden (z. B. wenn a(f) in keiner Zahl te I diffe-
renzierbar ist).

2. Im Falle, dass die Differentialgleichung Lz = 0 in die Differentialglei-
chung der Form (0) transformiert werden kann [4], miissen die Koeffizienten
p(t), q(t) die geforderten [igenschaften nicht besitzen (z. B. miissen sie nicht
ein konstantes Zeichen haben). Wir werden dies weiter unten an Beispielen
demonstrieren.



Uber die Koeffizienten a(t), b(t), c(t) setzen wir weiterhin voraus, dass
diese stetige Funktionen im Intervall I sind.

Eine lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung nennen wir
diskonjugiert im Intervall J, wenn jede ihre nichttriviale Losung in J hoch-
stens » — 1 Nullstellen, die Vielfachheit inbegriffen, hat.

Line Losung der gegebenen Differentialgleichung nennen wir oszillatorisch
in J, wenn in irgendeinem Intervall J N (8, o), wo B aus dem Inneren des
Intervall J ist, diese Losung unendlich viele Nullstellen, welche einfach sind,
hat. ITm entgegengesetzten Falle sagen wir, die Losung ist in J mnichtoszilla-
torisch.

T'ne Differentialgleichung nennen wir oszillatorisch im Intervall J, wenn
sie wenigstens eine oszillatorische Losung hat. WWenn die Differentialgleichung
keine oszillatorische Losung hat, sagen wir, dass sie in J nichtoszillatorisch
ist.

Wir verwenden dieselbe Bezeichnungen wie in [1].

FLHJ) (L-(J)) bedeutet eine Menge nichtnegativer (nichtpositiver) und
stetiger Funktionen im Intervall J;

FET) (FLo(J)) bedeutet die Menge der Funktionen aus L+(J) (£-(J)),

welche in keinem Teilintervall des Intervalls J identisch gleich Null sind.
\Weiter bezeichnen wir:

h h h(t) — |k

t

E(t, 1) = exp f a(n) dny, E*(t, 1) = exp f ai(n)dn,

E-(t,7) = exp J. a_(n)dy

fur (¢, 7)el x I.

Es sei
Io= {tel; 3b(t) £ a?(t) < 4b(t)},
I = {tel; a2(t) = 4b(t)};
o(t; a,b,c)=c(t) fur telp
und
¢(t; a,b,¢c) =c(t) + —22—7 a’(t) — ]3 a(t)b(t) — ;27— [a2(t) — 3b(t)]32 fiur tel,.

(Wenn b(t) e #~(I) ist, dann ist I; = I und Io = 0.)
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Satz 1. Es sei a(t) e S~(I), (a2(t) — 3b(t)) € L*(I) und die Differential-
gleichung zweiter Ordnung

o =0 + a(t + bi(t)p =0

set im Intervall 1 diskonjugiert. Ferner sei c(t) € () und

(1) [ o(t5a,b,¢) E(t,t0) dt = o0 (to€ I).
to
Dann ist die Differentialgleichung Lx = 0 im Intervall I oszillatorisch.
Beweis. u(t) sei eine Losung der Differentialgleichung Lz = 0 ohne Null-
stellen im Intervall 7. Geméss Hilfssatz 5 bzw. G [1] existiert dann eine solche
Zahl rel, dass

. w'(t)

(i) R(t) = >0 fir =27
u(?)

oder
u'(f)

(ii) R(t) = <0 fur tzr=
u(t)

ist. Wir zeigen, dass unter den gegebenen Voraussetzungen (i) nicht gilt.
Indirekt. Bs sei R(f) > 0 fiir ¢ = 7. Die Funktion R(t) ist die Losung der
Riccatischen Differentialgleichung

(R) R" + a(t)R’ + 3RR' = — (R® + a(t)R? + b()R + c(t)),

t=T.

min {¥Y3 + a(t) Y2 + b)Y + c(t)} = ¢(¢; a, b, ¢)

Yz0
ist, ist

R"(t) + a(t)R'(t) + BR(E)R'(t) < — ¢(t;@,b,¢) fir t = 7.
Aus dieser Ungleichung folgt

3
(R'(t) E(t, 7)) 4 E(Rz(t))'E(t, 7) = —¢(t;a, b, c) Bt 7),
daraus erhalten wir durch Integration von 7 bis ¢

R()E¢, ) < R'(v) + %Rz(r) — % R (t) E(t, ©) +
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t t
—l——:— J a(s)R3(s) E(s, ) ds — J @(s; a,b,c)E(s,v)ds, ¢

T

v
«

Weil a(t) € #~(I) ist und (1) gilt, ist
lim R'(t) E(t, t) = — o0.

{->00
Aus dieser Tatsache und daraus, dass a(t) € &—(I) ist, folgt, dass die Funk-
tion R(t) fiir ein geniigend grosses ¢ negativ ist. Dies ist ein Widerspruch zu
der Voraussetzung, dass R(f) > 0 fiir ¢ = 7 ist. Das bedeutet, dass nur (ii)
gilt. Gemass Hilfssatz 5 bzw. 6 [1] ist dann w(f)u'(¢) < O fiir alle t e I. Da
u(t) als beliebige L.osung von Lz = 0 ohne Nullstellen im Intervall I genommen
worden war, ist aufgrund des Satzes 4 [1] die Differentialgleichung Lz = 0
im Intervall I oszillatorisch.
Bemerkung 1. Aus dem Satz 1 folgt im Falle, dass a(¢) = 0 in I ist, der
Satz 1.3 aus dem Artikel [2].
Beispiel 1. Brwigen wir die Differentialgleichung

(2) " 4+ (— 1+ sine)x” —sin2a’ +ex =0, tel
d. h. es ist:

a(t) = —1+sine, b(t)= —sin2¢, c(lt)=c¢e fur tel.
Dann ist

2 1
o(t;a,b,c) =et —l—;(—- 1 4 sin et)3 —I—gsinzt(— 1+ sinet) —
{

— —22—7 [3sin2t -+ (1 — sin ef)2]3 2
und
fqa(t; a,b,¢)E(t, to) dt = 0 (foe ).
to
Aufgrund des Satzes 1 ist deshalb die Differentialgleichung (2) im Intervall I

oszillatorisch.
Die Differentialgleichung (2) geht durch Transformation

to
1
x = yexp(gja(s) ds), tel
t
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in die oszillatorische Differentialgleichung

(2 Y +pl)y +qt)y=0 (tel
uber, wo

p(t) = — sin2¢ — 3 (— 1 + sin et)2 — gt cog e
und

1 2 . 1 1
q(t) = et + E (—1-sinet)sin? t+2—(—1+smet)3 —— ¢t cos ef + — e2t sin et
7 3 3

ist. Wir sehen, dass die Koeffizienten p(t), ¢(f) und auch die Funktionen
q(t) — p'(t), 2q(t) — p'(¢) in keiner Umgebung des Punktes oo ein konstan-
tes Zeichen haben. Aus diesen Tatsachen folgt, dass es nicht moglich ist
mit Hilfe der Ergebnisse von A. C. Lazer [2], M. Hanan [3] und auch der
Ergebnisse von M. Gregus [5, 6], M. Rab [7], M. Zldmal [8] festzustellen,
ob die Differentialgleichung (2’) in I oszillatorisch ist.

Mit Riicksicht darauf, dass die Differentialgleichung (2) in I oszillatorisch
ist und auch eine Lsung ohne Nullstellen in I hat (Satz 1’ [1]), ist laut Satz 1
[9] auch die zu (2) adjungierte Differentialgleichung

2” + (1 — sin et)x” — (sin2 ¢ + 2et cos et)r’ +-
-+ (% sin e? — et cos e — sin 2t — et)x = 0,

in welcher die Koeffizienten bei x und 2’ in keiner Umgebung von o0 ein
konstantes Zeichen haben, in I oszillatorisch.

Aufgrund des Satzes 1 kann gezeigt werden, dass auch die Differential-
gleichungen

) 3
. sin*¢{ — -—

" sin2 ¢ - 4 " 1 e—0
xr — X X = =V,
2t 4 Jem e
. V3sing | sint 1 .
X —— X x — Xr =

2t + 442 + 1-V3/2 1 ¢

in (1, c0) oszillatorisch sind.

Bemerkung 2. Wenn im Satz 1 die Voraussetzung (1) nicht erfullt ist,
dann kann die Differentialgleichung Lx = 0 in I diskonjugiert oder oszilla-
torisch sein. Zum Beispiel die Gleichung
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2" — 32" +4x =0
ist diskonjugiert in 7 und die Gleichung
" —3x" + 4+ e =0, e£e(0, o)
ist oszillatorisch in 1.
Satz 1. EHs sei a(t)e CY(I) N L), (b(E) — a'(t) e L*U), c(t)e L)
und

(c) J' ct)dt =00 (rpel).
Weiter sei die Differentialgleichung ltv = 0 diskonjugiert im Intervall I und

(E) fE(ro, t)dt = oo,

wenn b(t) € S ~(I) gilt. Dann ist die Differentialgleichung Lx = 0 tm Intervall 1
oszillatorisch.

Beweis. Dieser wird indirekt durchgefithrt. Die Differentialgleichung
Lx = 0 sei nichtoszillatorisch im Intervall /. Dann existiert laut Satz 2 [1]
eine solche Losung y(t) von Lz = 0 und eine solche Zahl 7 € I, dass y(t)y'(¢) >
>0 fur £ > 7; ist. Bs sei

y'(t)
y(t)

Die Funktion R(t) entspricht der Gleichung (R). \Veil R(t) > 0 in [z, )
ist, folgt fiir die Funktion R(¢) aus (R)

R'(t) + a@®)R'(t) + 3R(E)R'(t) = — b(O)R(t) — c(f)
(tzr1),

R(t) = fir tzt>m1n.

woraus wir durch Integration von 7 bis ¢

t

’ 3
R'(t) + a)R(t) + J [b(s) — @' @1R(s) ds -+ B0

T

IIA

t

3
<K — jc(s) ds (K = R'(z) + a(z)R(z) + ’ R2(7))
fur ¢ = 7 erhalten.
Da (b(t) — a'(t)) € L+(I), a(t) e FL+(I) gilt, erhalten wir aus der letzten
Ungleichheit
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t
Rty K — [e(s)ds fir t27.

T

Mit Riicksicht auf (c), folgt daraus, dass
lim R'(t) = — oo

t—>00

ist. Aus dieser Tatsache geht hervor, dass R(f) < 0 in einer bestimmten
Umgebung von oo ist. Das widerspricht R(f) > 0 in [z, 0). Damit wurde

gezeigt, dass die Differentialgleichung Lz = 0 in I oszillatorisch ist.

Hilfssatz 1. Es seten v9, v Zahlen aus dem Intervall 1. Die Funktion g(t) €
€ (2([r, o0)) set derart, dass g(t)'> 0, g'(¢) > 0 fir ¢t = v gilt und g"(t) E(t, 7o)

habe eine stetige und nichtpositive Ableitung in [z, o0). Dann gilt

f (t — s) E(to, s) ds
(3) TIUEE G-

g f E(vo, 5) ds

fur t > 7.
Beweis. Erwigen wir die Funktion

G(t) = g(¢) fE(ro, s)ds — ¢g'(t) f (t —s)H(to,s)ds, t=rT.

T

Dann ist G(r) = 0 und

t

@) Blt, 7o) — g(t) — g"(0) B(t, 70) [ (t — 5) B(xo, s) ds = H(t).

T

t
H(zr) =g(x) >0, H'()=g'(t) —g"(t) Bt to) [ B(zo, 5) ds —

t
— (9"(t) E(¢, 10)) f (t — s) B(zo,s)ds =

I

¢
g(t) — 9" () E(t, 70) [ E (r0, 8) ds = F(t).
Also haben wir F(z) = ¢'(r) > 0 und

2
F'(t)y — — (9"(®) E(t, 0)) [ B(ro,s)ds 2 0 fir ¢ 2 7.

Aus diesen Tatsachen folgt, dass F'(t) = F(r) > 0, H'(t) = F(t), H(t) = H(z) >
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> 0 und G(t) > O fir ¢ = 7. Das heisst, dass G(¢) > G(r) = 0 fiur ¢ > 7 ist,
d. h. es gilt (3).

Folgerung 1. Die Funktion ¢(t) erfille die im Hilfssatz 1 angefihrten Voraus-
setzungen. Dann gilt

t
lim inf ) E~(10,t) =

t>0 tg,(t) (TO € I) ’

N>|)—-

Beweis. Fur te (7', ), wo 7" = max {r, v} ist, gilt

f (t — s) E(zo, s) ds f (t — s) B+(zo, s) E~(70, s) ds

77

1\

¢ t
f E(ro, s)ds f E+(vo0, s) E~(v0, s) ds

b

j (¢ — s) E+(to, s) ds

> B-(t, )"

¢

f E+(t, s) ds

Auf Grund des Cauchyschen Satzes iiber das Zunehmen der Funktionen
haben wir weiter

ft (¢t — s) E*(to0, s) ds fTIE"r(ro, s) ds
4 1
t— 1) J. E+(zo, s)ds f E+(to,8)ds + (r1 — ') Et(v0, 71)

T

E+(t1, 10) flEJf(‘ro, s)ds

(11 — ') + E+(z1, 70) anJr(to, s) ds

T3

1+ a(t2) B*(r2, 70) | B*(70, 5) ds

T

Il
v

1
T2 2
14+ 14 ai(r) E*(t2, 70) f E+(t, s) ds
fur t >, wo 7" <12 < T <t ist.
Aus diesen Tatsachen und aus dem Hilfssatz 1 fiir die Funktion ¢(f) in
(', ©) erhalten wir
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g(t) t— 1
>
g'(t) 2

daraus geht die Behauptung der Folgerung hervor.

E-(t, 70),

Folgerung 2. Die Funktion g(t) entspreche den Voraussetzungen des Hilfs-
satzes 1 und
1. die Funktion a(t) sei derart, dass fir t > T

0<m < Blvo,t) < M

gilt, wo m, M Zahlen sind. Dann ist

t m
lim infﬂ = —.
to  tg'(£) 2M
2. es set
lima() =— 4, Ae€(0, ).
t—>0
Dann gilt

14 1
lim inf—g—()— —.
t->o0 ’(t) A
Bemerkung 3. Aus dem Hilfssatz 1 folgt
t ' 4
f (t —s)E(wo,8)ds [ (¢ — s) E(r0, 5) ds

T T

; > ; fir t>7>tv>a, 1€l
f E(zo, 8) ds f E(to, s)ds

I

Bemerkung 4. Bs gilt

j(t—s)E(ro,s)ds
t— 7> = ; > 5 E-(t, 7o)
| E(zo, 5) ds

T

fir t>7 271> 7 =17 >a und also ist

1
[ ¢ —9) E(x, 5) ds
lim inf =

t—>o0

IA

t
¢ J E(z0, s) ds

T
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t

J’ (t — 8) E(7o, s) ds
lim inf -=

t
o tE-(t, o) J. E(7o, s) ds

v

o)

Satz 2. Es sei c(t) € LE(I), b(t) e S+(I),

[ B(ry,8)ds = @ (r0€ 1)

7o

(L)

und eine Funktion u(t) € C(I), u(t) > 0 in irgendeinem Intervall (L, o) < I
existiere derart, dass

!
[ (t — 8) E(to, s) ds
(4) lim inf * =1

P () f E(7o, 5) ds

fur ein beliebiges vel gilt. Ausserdem sei die Differentialgleichung zweiter
Ordnung lv = 0 diskonjugiert im Intervall I und die Differentialgleichung
%) o+ alty’ + [b(t) + Oulbe(t)lo = 0

sei oszillatorisch in I fir irgendeine Zahl © € (0, 1). Dann ist die Differential-
gleichung Lx = 0 1m Intervall I oszillatorisch.

Beweis. Tis sei u(f) eine Losung der Differentialgleichung Lx — 0 ohne
Nullstellen im Intervall I. Ohne Verlust an der Allgemeinheit kénnen wir
voraussetzen, dass u(¢f) > 0 in I ist. Mit Riicksicht darauf, dass (E) gilt und
die Differentialgleichung lv = 0 in I diskonjugiert ist, existiert auf Grund
des Hilfssatzes 6 bzw. 5 [1] eine solche Zahl 7 € I, dass entweder

@ u(t) >0, w'(t)<0 fir t27
oder

11)) ut) >0, w'(t)>0 fir t= v
ist.

Wir zeigen, dass der Fall (jj) unter den gegebenen Voraussetzungen nicht
eintreten kann. Tatséchlich, es sei u(tf) > 0, w'(t) > 0 fir ¢ = 7. Dann ist

(u"(t) E(t, to))" = — [bOW(t) + c(tyu(t)] E(t, to) € L ([7, 0)).
Laut Hilfssatz 1 und (4) fiir die Lésung u(t) haben wir dann, dass
¢
lim inf u) -1

o p(tyw' ()



ist. Das heisst, dass zu der Zahl O € (0, 1) eine solche Zahl 7' > v (T > to)
existiert, dass

u(t)
p(t)w'(¢)
fur ¢t > T ist, d. h. es gilt
u(t) oult
>
() p(t)
fir ¢t € (T, o0). Setzen wir
w'(t) =y.
Dann konnen wir die Cleichheit Lu = 0 auf folgende Art schreiben:
’ ut)
y' +alt)y +|b@) + ——ct)|y=0, t>T.
w'(t)
Weil
u(t)
+———clt) 2 b(t) + Oult)e(t)
w'(t)

fur ¢ > T ist und die Differentialgleichung (5) in I oszillatorisch ist, folgt
aus dem Sturmschen Vergleichungssatz, dass auch die Differentialgleichung

(6) 0" 4 a(ty + {b(t) +

u(t) ]
ct)lv=20
u'(t)
in [z, ) oszillatorisch ist. Dies ist aber im \Viderspruch zu der Tatsache,
dass die Differentialgleichung (6) in [z, c0) die nichtoszillatorische Losung
v = u'(£) hat. Also kann der Fall (jj) nicht eintreten, sondern nur der Fall (j).
Auf Grund des Hilfssatzes 6 bzw. 5 [1] ist dann «(¢) > 0, «/(t) < 0 fir alle
tel. Da u(t) eine beliebige Losung von Lx = 0 ohne Nullstellen in I war,
ist laut Satz 4 [1] die Differentialgleichung Lx = 0 im Intervall I oszilla-
torisch.

Bemerkung 5. Wenn b(f) = 0 in [ ist, dann ist es moglich im Satz 2
die Voraussetzung () wegzulassen. (Im Beweis des Satzes 2 wird nur der

Hilfssatz 5 [1], in welchem die Voraussetzung (I8) nicht verlangt wird, ange-
wandt.)

Bemerkung 6. 1. Im Satz 2 konnen wir im allgemeinen

t
‘U.(t):;E—(t,t()), t>t0>0(, tO_—>_- 0

setzen.
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2. Wenn solche positive Zahlen m und A existieren, dass fiir ¢t > ) > «,
to=0

m < E(rg,t) £ M (r9€l)
bzw.

lima(t) = — 4, A4e€(0,0)

t>0
gilt, dann ist es moglich im Satz 2 u(t) = mt/2 bzw. u(t) = 1/A zu nehmen.
3. Wenn das Integral

foa(s) ds (el

to
existiert, dann kann man im Satz 2

[2 o]

1
u(t) = o J exp (Jf a(n) dn) ds, t>1t

to 8

setzen. (In beiden Fillen 2 und 3 ist die Bedingung (E) erfillt.)

Bemerkung 7. Im Falle, dass a(t) = 0 in [ ist, ist der Satz 2 eine Trgéin-
zung des Satzes 3.1 [2] in dem Sinne, dass anstatt der Voraussetzung (2¢(¢) —
—b'(t)) e LE(I) im Satz 2 die Voraussetzung, dass die Differentialgleichune
zweiter Ordnung

v+ bty = 0
im Intervall I diskonjugiert ist, besteht.
Beispiel 2.
sin2 ¢ cos?t n 0 0. te
-~ xm xr x =0, e , o),
() + 412 + A 3 1In2¢ )

wo 6(6 > 1) eine Zahl ist.
Wir zeigen aufgrund des Satzes 2, dass die Differentialgleichung (7) 1n
(1, o) oszillatorisch ist.
Mit Riicksicht darauf, dass sin? t/462 < 1/42 fiir ¢t > 1 gilt und die Diffe-
rentialgleichung
" 1 O
v — v =
+ 42

in (1, c0o) diskonjugiert ist, ist auch die Differentialgleichung
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sin2 ¢

42

?)” + v —_— 0

in (1, o) diskonjugiert [10]. Ferner ist ersichtlich, dass die Bedingung (E)
crfilllt ist und als w(t) konnen wir die Funktion #/2 nehmen. Setzen wir 6 —
— 1/2. Dann hat die entsprechende Differentialgleichung (5) die Form

1 )
v [4t2 +4t21n2t] v=0¢>D.

Diese Differentialgleichung ist oszillatorisch in (1, 00) fur 6 > 1 ([10], Seite

384).

Die Voraussetzungen des Satzes 2 sind fiir die Differentialgleichung (7)
erfillt, also ist die Differentialgleichung (7) in (1, c0) oszillatorisch. Da die
(ileichung (7) auch eine Losung ohne Nullstellen in (1, o0) hat (Satz 1 [1]),
ist gemiss Satz 1 [9] auch die adjungierte Differentialgleichung

e sin?¢ | n [sin.?t_sinzt_coszt_ ) } o
412 442 23 13 3 In2¢
in (1, o0) oszillatorisch.
Die Funktion

2c(t) — b'(t) = l l2 cos?t -+ sin® t- gl —i sin Zt]
3 2 In2¢t 4

(c(t) —b't) = 1— [coszt + sin’ ¢ + i ——i sin Qt])
t3 2 In? ¢ 4

hat in der beliebigen Umgebung des Punktes oo kein konstantes Zeichen.
Aus diesem (irund ist es nicht moglich mit Hilfe des Satzes 3.1 [2] (des Satzes
512 [3]) und ebenso der Tirgebnisse [5, G, 7, 8] festzustellen, ob die Differen-
tialgleichung (7) in (1, 00) oszillatorisch ist.

Beispiel 3.

4
(8) x’”+sin2tx”+—tx=0, te (0, c0).

Diese Different algleichung geht durch die Substitution

1
. 1
x:yexp(-?:Jsinzsds), t>0

t

in die Differentialgleichung
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(8) ¥+ o)y +qlt)y =0 (t>0)

(t)——isin4t—sin2t (t):i—}—?—sinﬁt——zcos 2t
PE=77 > 1 t 27 3

ist. Man sieht leicht, dass p(t), q(¢) und 2¢(t) — p'(¢), q(t) — p'(t) in keinem
Intervall (7, o), T > 0 ein konstantes Zeichen haben. Es ist also nicht moglich
mit Hilfe der bekannten Ergebnisse [2, 3,5, 6, 7, 8] festzustellen, ob die
Differentialgleichung (8) in (0, c0) oszillatorisch ist.

Jetzt zeigen wir aufgrund des Satzes 2, dass die Differentialgleichung (8)
in (0, 00) oszillatorisch ist. Bs ist offenbar, dass dann auch die Differential-
gleichung (8’) in (0, o0) oszillatorisch ist. Namlich, die Differentialgleichung
zweiter Ordnung

v’ +sin2t v’ =0

ist diskonjugiert in (0, co). \WVeil der Koeffizient bei =’ in (8) gleich Null ist,
ist die Voraussetzung (E) im Satze 2 nicht nétig (Bemerkung 5). Weiter
konnen wir aufgrund der Bemerkung 6 u(f) = /2 nehmen. Setzen wir @ —
= 1/2. Dann hat die Differentialgleichung (5) die Form

(9 v" 4 sin2t v’ + v =0,
welche durch die Transformation

1
v = wexp (% J sin2 s ds)
t
in die Differentialgleichung
@) w' + Q(t)w = 0
itbergeht, wo

sin2¢ 1
—Z sint (¢ > 0)

Q) = 1—
ist. Weil @(f) = 1/4 fur £ > 0 und die Differentialgleichung
1
w 4+ w=20
4

in (0, o) oszillatorisch ist, ist aufgrund des Vergleichungssatzes von Sturm
auch die Differentialgleichung (Q) in (0, o0) oszillatorisch und also auch die
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Differentialgleichung (9). Die Voraussetzungen des Satzes 2 sind fur die
Differentialgleichung (8) erfullt (siehe auch die Bemerkung 5) und deshalb
ist die Differentialgleichung (8) in (0, c0) oszillatorisch.

Satz 3. Es set b(t) € S +(1),
(B) [ E(ro,s)ds =0 (ro€l)

und die Differentialgleichung zweiter Ordnung lv = 0 set im Intervall I dis-
konjugiert. Ferner sei c(t) € F¢(I) und die Differentialgleichung Lx = 0 seq
im Intervall I nichtoszillatorisch. Dann ist

[wb(t)E(t, to) dt < o, fotc(t)E’(t, t)dt < oo (toel).

to 2]
Wenn dabei b(t) € CYI) und (c(t) — b'(t) — a(t)b(t)) € L+(I) ust, dann gilt
[ tle(t) — b)) — a(t)b(t)] B, to) dt < co.
Beweis. Mit Riicksicht auf die Voraussetzungen des Satzes existiert laut
Satz 2 [1] eine solche Zahl 7 €I und eine solche Losung y(¢) von Lz = 0,
dass y(t) > 0, y'(t) > 0 fiir t € (z, o) ist. Daher gilt

(10) (¥"() E(t, o))" = — [b(t)y' () + c(t)y(D)] E(t, bo) = Y (¢) € (7, ).

Wir zeigen, dass y”(f) > 0 in [r, ) ist. Indirekt. Es sei "(71) = 0 in irgend-
deinem 7; = 7. Dann ist

[4
y'(t) = y"(r1) B(z1, 8) + Eto, t) | ¥(s)ds <O

fir ¢t > 71. Bs sel 72 > 71. Well (y"(¢) B(t, to))’ € F5((z, 0)) gilt, ist
y'(t) = y'(v2) (e, t) fur ¢t = 7s.

Aus dieser Ungleichung folgt, dass

Y' () = y'(z2) + y'(v2) | Bz, ) ds
fur ¢ = 7o ist. Daraus, mit Riicksicht darauf, dass die Bedingung (E) erfiillt
ist, erhalten wir
lim y'(t) = — 0.
Das ist aber im Widerspruch zu der Tatsache, dass %'(¢) > 0 in (7, o0) ist.
Also haben wir y”(¢) > 0 fiir ¢ = 7. Aus diesen Tatsachen geht hervor, dass
ein Limes
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lim " (t) E(t, to)
t > 0
existiert und ist endlich. Dieser Limes sei gleich k& (k = 0). Mittels Inteara-
tion der Cleichheit (10) von 7 bis ¢ erhalten wir

y' () B¢, to) = y"(z) E(r, to) — j‘ b(s) E(s, to) y'(s) ds — f c(s) E(s, to)y(s) ds,
woraus ‘
(1 F = "(2) E(r, to) — Tim { | b(s) E(s, to) y/'(s) ds -+

+ | els) Bls, t0) y(s) s}

folgt. Weil b(t) e (1), c(t)e L), yt) > 0, y'(t) >0 fur t > 7 ist, folet
aus (11), dass die Integrale

o o0

( b(s) E(s, to) y'(s) ds, [ c(s) E(s, to) y(s) ds
konvergent sind. Mit Riicksicht darauf, dass y"(t) > 0 in [z, c0) und y(t) > 0,
y'(t) >0 fur t > 7 gilt, ist

y'() >y, yl) >yl Fy@e—¢ fir t>5>7
Aus diesem Cirunde sind die Integrale

(12) O[Ob(s) E(s, to) ds, jto(s — &) c(s) E(s, to) ds
N é

konvergent. Ist dabei b(t) € C(I), dann folgt aus der Konve.genz der Integrale
(12) und daraus, dass

t
[ [b(s) + (s — &) e(s)] Es, to) ds

s

¢

— (t— &) b(O) Bt to) + | (s — E)es) — b(s) — als) b)] B, o) ds.

b(t) y+(1),5 (c(t) — b'(t) — a(t) b(t)) € ()

ist, auch die Konvergenz des Integrals

fs[c(s) — b'(s) — a(s) b(s)] E(s, to) ds.

Damit ist der Satz bewiesen.
Bemerkung 8. Wenn b(t) € #+(I) und

D

|‘wE(t0, s)ds = J b(s) E(s, to) ds = o (to € 1)

fo lo
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gilt, dann ist die Differentialgleichung lv = 0 im Intervall I oszillatorisch
(siche [11]).

Mit Hinblick auf die Bemerkung 8 erhalten wir aus Satz 3 die

Folgerung 1.Es sei b(t) € L+(I) (b(t) e CY(I) N F*(I)) und die Bedingung
() sei erfallt. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung lv = 0 sei im Intervall
I diskonjugiert. Ausserdem sei c(t) € L) (c(t) e L), (c(t) — b'(t) —
—a(t) bt)) € F+I)) und

(e o]

[ to(t) B(t, to) dt = oo ( fo te(t) — b'(t) — alt) b(t)] E(t, to) dt = o),

wo to € I ist. Dann st die Differentialgleichung Lx = 0 im Intervall I oszilla-
torisch.

Folgerung 2. Die Voraussetzungen des Satzes 3 seien erfillt. Fiir jede Losung
y(t) der Differentialgleichung Lx = 0 mit der Eigenschaft y(t)y'(t) > 0 in
(t, 0)D, wo el ist, gilt dann

lim |y(t)] = co, limy"(t) E(t, to) = ke (— 0, 0) (o€ l),
t->0 t>0
yBO y'(t) >0 in (v, ), y'(r) +0
und
Y (&) E(t, to) =k + [ b(s) E(s, to) 7'(s) ds + f c(s) E(s, to) y(s) ds
t t
fur tel.
Wenn daber b(t) € CH(I) und ((c(t) — b'(t) — a(t) b)) € L+(I) ist, dann gilt
lim y(t) b(t) E(t, to) = ko € (— o0, o0)

>0

und

[y"(t) 4 b(t) (O] EC, to) =

<

=k + ko +

~—3

[e(s) — b'(s) — als) b(s)) E(s, o) y(s) ds
fur tel.

Bemerkung 2. Aus der Folgerung 1 des Satzes 3 fur a(¢) = 0, b(¢) € C1(I)
geht der Satz 5.12 [3] hervor.

Beispiel 4.
A
(13) 2" —costa” +-——a=0 (t>1),
2Int

wo 4 eine positive Zahl ist. Aufgrund der Folgerung 1 des Satzes 3 ist diese
Differentialgleichung in (1, o) oszillatorisch.

M Die Existenz wenigstens einer solchen Losung verburgt der Satz 2 [1].

39



Die Differentialgleichung (13) geht durch die Substitution
1
T =y exp 3—sint

in die oszillatorische Differentialgleichung

t2Int 27

«

] i 2 1
y’”——(;cos”—{—sint)y'—{—( ____Cos3t—?COSt)y=0 (t>1)

iber. Zu der Feststellung, ob diese Differentialgleichung in (1, o) oszilato-
risch ist, kann man die bisher bekannten Ergebnisse [2, 3, 5, 6, 7, 8] nicht
verwenden.
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