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Matematický časopis 20 (1970), No. 3 

ZOVŠEOBECNENIA BIHARIHO LEMY A ICH APLIKÁCIE 

M I L A N M E D V E Ď , Bra t i s lava 

V tomto článku dokážeme dve zovšeobecnenia následujúcej lemy. 

Bihariho lema. Nech Y(x), F(x) sú nezáporné, spojité funkcie v intervale 
<a, by a k ^ 0, M ^ 0 sú konstanty. Nech co(u) je nezáporná, neklesajúca, 
spojitá funkcia pre u ^ 0. Potom z nerovnosti 

X 

(1) Y(x) ^ k + M j F(t)o)(Y(t)) dř (a š x é b) 
a 

vyplývá nerovnost 
X 

(2) Y(x) ^ 12-i (0(4) + M j F(t) át) (a ^ x < b' ^ 6) 
a 

ib' je také číslo, ze funkcia na právej straně nerovnosti (2) je definovaná pre 
a ^ x < b'), kde 

(3) Ü(u) = 
co(t) 

(u>0,u^0) 

a Q~!(u) je inverzná funkcia k funkcii Q(u). 
Pomocou zovšeobecnení predchádzajúcej lemy najdeme určité ohraničenie 

rozdielu riešení diferenciálnych rovnic y' = f(x, y) -f- gi(x) a y' = f(x, y) -f-
+ g2(x) resp. z" = g(x, z, z') + hi(x) a z" = g(x, z, z') + h2(x) (V [1] sa vy
šetřuje případ gi(x) = ei, g2(x) = e2, kde si, s2 sú konstanty) s danými po-
čiatočnými podmienkami, za předpokladu, že funkcia f(x, y) splňa ,,Osgoodovu 
podmienku" 

\f(x, V*) —f(~> yi)\ -š o)(\y2 — yi\) 

v oblasti G(x, y) resp. funkcia g(x, u, v) spíňa podmienku 

\g(x, ui, ví) — g(x, u2, v2)\ ^ o)(\ui — u2\) + K>i — v2\ 

v oblasti H(x, u, v). 
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Lema 1. (a) Nech Y(x), F(x) sú kladné, spojité funkcie v intervale (a, b> 
a cp(x), cp'(x) sú nezáporné, spojité funkcie v <a, 6>. Nech M ^ O je konstanta 
a co(u), Q(u), Q~x(u) majú ten istý význam a vlastnosti ako v predchádzajúcej 
leme. 

(b) Nech je splněná nerovnost 
X 

Í4) Y(x) á <p(x) + M j F(t)co(Y(t)) dř 
a 

Ak předpoklady (a), (b) sú splněné, potom platí nerovnost 

X 

(5) Y(x) ^ Q-\Q((p(x)) + M j F(t) dř) (a ^ x < b' ^ b) 
a 

(b' je také číslo, ze funkcia na právej straně nerovnosti (5) je definovaná pre 
a <, x <b'. 

X 

D ó k a z . Nech V(x) = cp(x) + M J F(t)co(Y(t)) df. Pretožo co(u) je neklesa-
a 

co(Y) 
júca funkcia, platí: <, 1. Vynásobením tejto nerovnosti funkciou 

co(V) 
cp' 

M . F a připočítáním funkcie dostáváme nerovnost 
a>(V) 

<p' + M . F . (Ú(Y) <v' 
< M .F • 

P r e t o ž e q> ú V, <p' ̂  0 je 

co(V) c»(V) 

cp' cp' 

co(cp) co(V) 

d V'(x) cp'(x) 
Z toho plynie nerovnosť — [Q(V(x))] = ž M . F(x) + 

&x to(V(x)) ™(cp(x)) 
d 

= M.F{x)+ — [Q{<p{x)]\ 
áx 

— [Q(V(x)) - Q{tp(x))\ ú M . F(x) 
ax 

Integrováním poslednej nerovnosti dostáváme nerovnosť 
X 

Q(V(x)) - Q(<p(x)) ů M j F(t) dí, 
a 

odkial vyplývá nerovnosť (5). 
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Dósledok 1. Ah cp(x) = h je konstanta, dostáváme Bihariho lemu. 
2. Ah co(t) = Kt (K i> 0), potom 

X 

Y(x) < <p(x) exp {K.M j F(t) dí} 
a 

3. Ah colt) = Kt* (K ^ 0, 0 < a < 1), potom 
X 1_ 

Y(x) ^ [(^(x))1-* + M . K(l - a) J F(t) dt]1'" 
a 

4. Nech je splněný predpohlad (a) lemy 1. (nemusí byť y'(x) ^ 0). NecA Wlx) 
je hladná, spojitá funh^ia v (a, b>. Ntchje splněná nerovnost' 

X 

(6) Y(x) < <p(x) + Mxp(x) j F(t)w(Y(t)) dř. 
a 

Potom ah ip(x) ^ 1, W(rp(x), cp(x)) ^ 0 (W(ip, q>) = yxp' — q>y>') platí nerovnost 

(7) Y(x) < y>(x) Q-1 \Q \^—\ + M 

\ \v(-0/ 
F(t) ãt 

Nerovnosť (6) možno za daných predpokladov upraviť na tvar 

Y(x) cp(x) 

— ^ s -^- + M 
yj(x) ip(x) 

(Y(t)\ 
F(t)m V—^ dť, 

\ V(«) / 

odkiaT podlá lemy 1. vyplývá nerovnosť (7). 
Teraz pomocou lemy 1. dokážeme nasledujúcu vetu. 

Veta 1. (A) Nech <p(x) a ip(x) sú riešenia diferenciálnych rovnic y' = f(x, y) + 
+ gi(x), resp. y' = f(x, y) + gz(x) vyhovujúce počiatocným podmienham <p(Ši) = 
— Ví, w(Šz) — r)2, htoré existujú v intervale (a, by, hde gi(x), gz(x) sú spojité 

funhcie v (a, b>. 
(B) Nech f(x, y) je funhcia definovaná a spojitá v oblasti G(x, y) a pre lubo-

volné (x, yi), (x, y%) e G platí: 

l/fo V*) ~f(x> Vi)\ -ž co(\y2 — yi\) 

(C) Nech \f(x, y)\ < A v G, hde A je honštanta, \gi[x)\ ^ B pre a <, x S b, 
B je honštanta. 

Ah předpoklady (A), (B), (C) sú splněné, potom platí nerovnost' 

(8) \v(x) - V(x)\ < Q-i(Q(B(x)) + x - &). 
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kde R(x) = foi - 7721 + (A+ B)\h _ f2| + J Iflri(í) - flr2(í)| dí, a; = f2 

Dókaz. 
# a; 

?>(*) = m + j M <p(0) * + / ?-(*) d í 

f i 

Y>(*) = 172 + //(* , y>(í)) dí + J 0 $ ) dí 
f. *. 

19.(0;) - y(*)| á líi - 172) + | J |/(í, yW)| dr + 
fi 

+ J |/(*, ?(*)) -/(*> V>W)I ̂  + J |<7i(í)| dí + J \gi(t) - g2(t)\ dt \ í 
«. ft f. 

-S \rji - 772] + i.4 + B) |f! - f2| + J |flfi(0 - flfeWI dt + J co(|y(0 - V(í)|) dí = 
f. *. 

x 

= iř(z) + J co(\cp(t) - v(*)|) dí (a: £ f2). 
f. 

Funkcia .#(#) má tie iste vlastnosti ako funkcia cp(x) v leme 1., preto podlá 
lemy 1. je splněná nerovnosť (8). 

P o z n á m k a . 1. Ak (fi, rji) = (f2, rj2) = (f, 17), potom 

x u 
Г Г 

potom 

ůt 
Ií7i(0 — 172(01 dř. Ak naviac lim = oo pre w > 0, 

lim [íЗ-ҶÛ(ад) + * - ñ] = 0. 

2. Ak o>(í) = Kí (K ^ 0), potom 

\<p(x) - !F(a?)| á Q~\Q(R(x)) + K(x - f2)) = R(x) exp K(a; - f) 
pre x ž f 2. 

Ako dósledok vety 1. dostáváme následujúcu vetu. 

Veta 2. Nech pre funkciu f(x,y) je splněná podmienka (B) vety 1. Nech 
\f(x,y)\ ^ A v oblasti G(x,y), funkcia y(x) je riešenim diferenciálnej rovnice 
y' = f(x> y) spíňajúca počiatočnú podmienku y(£) = Y\ a nech existuje postupnost 
funkcii {(pn(x)}Zi taká, & <Pn(š) = V> <Pn[x) sú spojité pre a g x á b, n = 1, 2, 3 , . . . 
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f dř > 
Nech lim = co pre u>0. Potom ak funkcie gn{%) = <pn{%) — f{%, fn{x)) =£ 0 

~o»J co{t) 
e 

na <£, 6), funkcie <pn(x) zt y\x) na <£, b') . (£ < b' ú b). 
Do kaz . Z vety 1. vyplývá nerovnosť 

X 

\<Pn{x) - ž/(z)| <_ fi-i(fl( J |gr„'ř)| dí) + * - ř) pre £ £ * < 6' Ú b. 
? 

Ak \gn{x)\ =£ 0, potom J \gn(t)\ dř z$ 0. 

]\gn(t)\át 

И Û ( | |ø»(t)l đř | -= | -> - co, ak ]g»(x)\ r$ 0 na<f, 6'). 

I «0 

Z vlastností funkcie Q-Hu) priamo vyplývá tvrdenie vety. 
P ř í k l a d . y'(x) = y(x), y(0) = 1. V tomto případe co(ř) = t. Nech <p(x) = 

x2 xn 

= 1 + 0 : + — + . . . + — . 
2! n\ 

X 

xn f xn~^ 
\<p'n(x) - <pn(x)\ = — R(x) = \<p'n(t) - <pn(t)\ dř = (x ^ 0) 

n\ ] (n+ l)\ 
o 

^w+i bn+1 

\<Pn*x) - y(x)\ ž - — — — e* ^ - — — — e* -* 0. 
(n + l)\ (n + 1)! 

Preto <pn(x) z$ ?/(a;) na <0, b>, kde b < co. 

I I 

V tejto časti dokážeme druhé zobecnenie Bihariho lemy a najdeme určité 
ohraničenie rozdielu riešení dvoch nelineárnych diferenciálnych rovnic s da
nými počiatočnými podmienkami. 

Lema 2. (Ai) Nech Y(x) je nezáporná spojitá funkcia v (a, 6>, F(x), <p(x) 
sú kladné, spojité funkcie v intervale (a, b>, <p"(x) je nezáporná, spojitá funkcia 
v (a, &> a M ^ 0 je konstanta. Nech o)(u), Q(u), Q-!(u) majú ten istý význam 
a vlastnosti ako v časti I. 
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(A2) Nech je splněná nerovnost' 

(9) Y(x) ѓ <p{x) + M J (J F(r)ю(Y(r)) dт) dř a й x ѓ Ь. 

Ah predpohlady (Ai), (A2) sú splněné, potom platí 

X t X t 

Y(x) ú Q-1 \Q(<p(x)) + M 

pre a fí x < 6' ^ b. 

F(т) dт dč + 
doĄ<p) 

dт 

dQ(<p(r)) 

dт 
dт dŕ 

(10) 

(b' je také číslo, ze funhcia na právej straně nerovnosti (10) je definovaná pre 
a ^ x < b'). 

X t 

D ó k a z . Nech V(x) = cp(x) + M \(\ F(T)O)(Y(T)) dT) dt 
a a 

Podobným postupom ako v dókaze lemy 1. možno dokázat nerovnost 

V" (p" 
<> MF + 

ÁV) 

dгÜ(V) 

dx% 

V 

æ[(p) 

dш(V) 

dV 
(V) 

a>(V)t co(V) o)ҢV) 

<P <P dcjû(cp) Ч> 

o)(cp) (ti(cp) \(o((p)J ďp 

Z týchto nerovností vyplývá nerovnost 

d2Q(V(x)) d?Q(<p(x)) 

2 d?Q(q>) dco(<p) 

V" 

^ĄV) 

dQ(<p) 

dx* dcp dx 

dx2 dx2 MF(x) + 
dco(<p) 

dcp 

dQ(cp) 

dx 

Dvojnásobným integrováním a jednoduchou úpravou dostáváme nerov
nost (10). 

Dósledok 1. Ah cp(x) = h je honštanta, potom platí 

X t 

Y(x) ^ Q~i(Q(h) + M | ( J > ( T ) dT) dt) 
a a 

Táto nerovnost' má podobný tvar aho Bihariho nerovnosť. 
2. Ah o)(t) = Kt a potom platí 
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X t 

rr 
Y(x) S <p(x) exp \MK I ( F(r) <Xr + 

Ak naviac <p(x) = k je konstanta, potom 

a a 

f'{t) 

<P(r)\ 
drát] 

Y{x) ú k exp {MK j {j F{r) dr) dí} 
a a 

Teraz dokážeme následujúcu vetu. 

Veta 3. Nechfunkcia g(x, u, v) je definovaná a spojitá v oblasti H(x, u,v):a rg 
^ x ^ b, oc ^ u ^ p, y ^ v ^ d. Nech pre lubovolné (x, U\, v\), (x, u2, v2) e H 

platí 

\g(x, ui, ví) — g(x, u2, v2)\ ^ (o(\u! — u2\) + K\vx — v2\, 

kde w(u) je definovaná, spojitá a neklesajúca funkcia v intervale <a, /i). Nech 
existujú riešenia <p(x) a ip(x) diferenciálnych rovnic y" = g(x, y,y') + h±(x) 
resp. y" = g(x, y,y') + h2(x), kde h\(x), h2(x) sú definované a spojité funkcie 
v intervale <a, b>. Nech <p(xo) — <po, y(%o) = V̂ o, ^'(^o) — <p'o> v'(^o) = VV 
Potom platí nerovnost 

(11) \9{x) - y>(x)\ ž Q-i 

X t 

r 
Ü(0(x)) + — eЩЪ'-*o) (x - xo)2 + 

åm{G) 

d ö 

dß(6ř(т)) 

dт 
dTdí, 

kde G{x) = 1̂ 0 - Vol + —\ň - Vol (e*<*-*°> - 1) + 
K. 

+ eK(t-x0) \hi(r) — h2(r)\ ár dt 

pre a ^ x < b' ^ b. (b' je také číslo, ze pravá strana nerovnosti (11) je defino
vaná pre a ^ x < b'). 

X X 

D ó k a z . \<p'{x) - y,'{x)\ g Ivó - Vol + { l*i(0 - *-(*)! d í + { «>(lv(«) -
#o #o 

X 

- y(t)|)d/ + jrJV(í)-v'(0|cU-
* o 

PodTa dósledku 2. lemy 1. platí nerovnosť 
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\<p'(x) - xp'(x)\ ú {\n — Vol + J l*i(0 - W*)\ &}eW*-'»l + e*»'-*-» J o>(|9> - Y»|) dt 
*» x , 

1 , 
\q>(x) — v(.c)| ^ \n — Vo! + (eA<*-*<>> — 1) — \<p0 — y>0\ + 

a; ř rr t 

+ J e*<t-*»> J |AI(T) - »*2(T)|dTdí + cK»'-«.) J ( J ©(I?? - vl) dr) dt 

Po použití lemy 2. na poslednú nerovnosť dostáváme nerovnosť (11). 

P o z n á m k a 1. Na základe predchádzajúcej vety sa dá dokázať analogická veta 
k vete 2. z časti I. pře diferenciálně rovnice druhého rádu. 

P o z n á m k a 2. Metoda dókazu lemy 1. z časti I . je analogická Bihariho metóde dó-
kazu póvodnej lemy. 
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GENERALIZATIONS OF THE B I H A R I LEMMA AND T H E I R APPLICATIONS 

Milan M e d v e d 

S u m m a r y 

In this paper the Bihari inequality is generalized and some applications are given to 
an upper estimate of the difference of solutions of the differential equations y' = f(x, y) -f-
-f- gi(x), and y' = f(x, y) + g2(x), or z" = g(x, z, z') -f- hi(x) resp., and z" = g(x, z, z') -f 
+ h2(x). 
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