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ANTON K O T Z I G 

O ISTOM KOMBINATORICKOM PROBLÉME 

1. Formulácia problému 
Nech n je dané číslo celé, kladné. Označme znakom P„ množinu všetkých 

čísel celých kladných, menších alebo rovnajúcich sa číslu n. 
Uvažujme o konečnej postupnosti čísel A (ax, a2 . . . an) takej, že platí: 
(a) av 4= ař-+i pře všetky i GPn1 pričom kladieme an+1 = a1; 
(/?) v postupnosti A sa vyskytujú najviac tri rózne elementy. 
Označme znakem M množinu všetkých tých indexov i €Pni o ktorých 

platí: 
(y) ai-^1 = a i+1 (pričom kladieme a0 = an, an+1 = ax). 
Ukážfme na jednoduchom příklade, že množina indexov M nemože 

byť 1'ubovol'ná čiastočná množina množiny Pn. 
Nech rz = 5. Ukážeme napr., že množina indexov (2, 4} nemože tvoriť 

množinu indexov M uvažovaných vlastností. PodFa definície množiny 
indexov [[pozri(y)] muselo by byť nevyhnutné: ax= a3, a3 = a5l čiže 
ax = a5, čo je spor, lebo podl'a (a) muselo by byť a6 = ax =£ a5. 

Nech je daná pevná postupnost .A (at1 a2 . . . an), splňujúca podmienky 
(a), (/?). Vyšetříme, aké vlastnosti má příslušná množina indexov M defino
vaná podlá (y). 

O tom platia vety: 
Veta I. Množina M je prázdna vtedy a len vledy, kedpostupnost A má tvar: 

A = (a1? a2l a3, ax, a2, a3 . . . a±1 a2, a3). 

Veta 2. Nech A je pevná postupnost splňujúca podmienky (a), (/?). Nech 
množina M definovaná podťa (y) je neprázdná a jej prvky nech sú: 

x1 <C x2 <c . . . <C xm. 

Polom elementy množiny M splňujú vztahy: 

m = 0 (mod2) (m =2 /u), (1) 

L n + L xгi — E x2i^г= 0 (mod 3).. (2) 



Obrátene dokážeme vetu: 

Veta 3. Nech n je pevné. Nech M je neprázdná množina indexov 
x1 < x2 < . . . < xm, ktorá splňuje podmienky (1), (2). Polom k lejlo mno
žině M existuje postupnost A (a1 } a2 . . . an), ktorá splňuje podmienky (a), (/3) 
a u ktorej platí: (d) a^ = a i + 1 právě vtedy, ak i G M (přitom kladieme a0 = an, 
an+i"=z ai)- Táto postupnost je až na permutácie daných troch pevných prv-
kov a-t jednoznačné určená. 

Poznámka: Případ vynechaný vo vete 2 a 3 (t. j . ak M je prázdna mno
žina) doplňuje veta 1. 

2. Dókaz vety 1. 

I. Dokážeme najprv, že ak postupnost A má tvar (a±, a2, a3, a l 5 a2, a3 . . . 
an a2i as)^- j - a k n = 0 (mod 3) a platí: 

Ui = a}, ak i = j (mod 3) , (3) 

ai=\=an ak í = | - / ( m o d 3 ) , (4) 

potom je množina indexov M prázdna. 
Nech totiž i je íubovoiné číslo 6Pn. PodFa (3) platí : 

a i _ 1 = a i + 2 (kde kladieme a n + i - = a x , i> n — 2). (5) 

PodFa (a) je však: 
a,+ 2 4= a i + 1 . (6) 

Preto je (porov. (5), (6): 
«i-i =}= ai+i - ( 7 ) 

Teda i nie je prvkom množiny M. VzhFadom na to, že i bol íubovoiný 
prvok množiny Pn, je zřejmé, že M je v danom případe prázdna množina. 

I I . Dokážeme teraz, že množina indexov M je len v tedy prázdna, 

ak A m á tvar (ax, a2, a3, ax, a2, a3. . . . ax, a2, a3), 

t. j . ak platí n = 0 (mod 3) a platí (3), (4). 

Nech A je l i b o v o l n á postupnost (ax, a2 . . . a„), pri ktorej množina indexov 
M, definovaná podFa (y), je prázdna . Pretože M je podfa předpokladu 
prázdna, znamená to, že plat í : 

a,-! =J= a t + 1 (pričom kladieme an+-} = an / = 0,1). (8) 

Kedže platí aj (a), znamená to, že pre 1'ubovolné i platí : ax-x, an a i + ^ 
sú tr i rózne čísla. P o d l á (/?) v postupnosti A sa vyskytujú najviac tr i rózne 
elementy; z toho nevyhnutné vyplývá, že medzi členmi a^ 1 } a i 5 a i + 1 , a i + 2 

sú dva rovnaké prvky. Pretože trojica a,-!, «;,«,+!, ako aj trojica ai,ai+i, a i + 2 



(kladieme an+i^a^ predstavujú tri rózne prvky, je to len tak možné, že 
platí : 

ai = ai+3 Pře všetky i e Pn (9) 

(pričom položíme an+j^aj pre / = 1, 2, 3). 
Stačí pre to ešte dokázať, že platí: 

n - - 0 ( m o d 3 ) . - (10) 

Předpokládá jme, že existuje postupnost A, splňujúca podmienku (9), 
pričom však n =\= 0 (mod 3), 
t . j . p lat í : 

' an^3 = an, 

Pretože je an = a$, p lat í podta (9) aj 

an z=a3i P r e všetky i <-j-. (12) 

To znamená, že medzi prvkami a,,_2, a„_ l 7 an sa vyskytujú dva rovnaké 
prvky, čo je spor, lebo podfa (a) a„_ 2 =f= a r t_x #= a„ a podlá (8) a„_ 2 =f= aw. 

Je preto zřejmé, že n = 0 (mod 3) a vzhladom na to, že platí (8) postup
nost A, ktorej množina indexov M je prázdna, musí mať nevyhnutné 
tvar (at, a2, a3, at, a,2 a3 . . . ai9 a2, a3). 

Tým je dókaz ve ty 1 vykonaný. 

3. Oznaěenie 

Skór ako přikročíme k dókazu uvedeného tvrdenia, odvodíme si nie-
ktoré vzťahy, týkajúce sa elementov množiny indexov M, resp. Pn, ktoré 
n á m umožnia vlastné dókazy. 

Kvóli pohodlnejšiemu vyjadrovaniu si zaveďme ešte symboly: 

a:0 = 0, (13) 

«m + l = W + 1 - (14) 

Definujme si množiny N0, N± . . . Nm ako disjunktně čiastočné množiny 
množiny Pn — M t a k t o : 

Číslo i G Pn je prvkom množiny Nk (k = 0, 1 . . . m) v tedy a len vtedy, 
ak plat í : 

xk <i <xk+1. (15) 
m 

Pre súčet množin N = Z Nk platí zrejme N = Pn — M. 
1=0 

Je zřejmé, že niektoré z množin Nk (k = 0, 1 . . . m) móžu byť prázdné. 
Ak teda označíme znakom vk (k = 0,1 . . . m) počet róznych čísel i 6 Pn, 



vyhovuj úcich podmienke (15), pripúšCame, že pře niektoré k móže byť 

n = 0. 
Platí zrejme: 

Vk = xk+i — xk — 1. (16) 

Definujme si čísla £; (i= 1, 2 . . . , n) nasledujúcim spósobom: 

C/ = 0, ak i ePn - M, (17) 

Č, = 1, ak i eM; (18) 

a pomocou čísel £, definujme si čísla cpi t a k t o : 

V^ZEÍ (iePn). (19) 

Pre pohodlie si zaveďme ešte označenie: 

ô = 0, (20) 

<p0 = 0. (21) 

O číslach cpi platí podFa (19) — vzhladom na to, ako sú definované čísla e, 
(17), (18): 

(Pi^ = <pi pre všetky i č N, (22) 

?>,•_! + 1 = <pi pre všetky i 6 M (23) 

a teda : (Pxi= i P r e všetky i= 1, 2 . . . m. (24) 

Podlá (22) je potom n e v y h n u t n é : 

^ = i pre všetky je Ni, (25) 

čiže ak označíme znakom n^ (i = 0, 1 . . . m) číslo, udávajúce kol'kokrát 
sa v postupnosti 9?., cp2. . . ^ r t vyskytuje číslo i, platí (pozři (24), (25)): 

n0 = v0. 
xi — #0 — 1 = xi — 1> (26) 

:*,• = 1 + r,- = a,i+1 — xt (i = 1 , 2 . . . m). (27) 

Pri dókaz3 vety (2) bude nás zaujímat ešte počet parných (resp. ne-
párnych) čísel v postupnosti 9^, <p2 . . . <pn. 

Pre počet parných čísel p vyplývá za předpokladu, že m je číslo párne 
(m = 2/*): 

P = -^ *2i (28) 
i=o 

a pre počet nepárnych čísel q vyplývá: 

q = Zn2i-^ (29) 



(30) 

(31) 

Podlá (26), (27) dostáváme [pozři tiež (14)]: 

p == Xi — 1 ~f x3 — x2 + x5 — X4 + • • • + xmfl — xm, 

p = n + 2J x2i-i — Z / T 2;^ 

a pre q (vzhFadom na to, že p + q = n)'-

,t /j 
g== -T#2Í — .£#2,-1. 

í-=2 *-=•-

Přikročíme teraz k dókazu vety 2. 

4. Dókaz vety 2. 

Pretože v postupnosti A sa vyskytujú podl'a předpokladu najviac tri 
rózne elementy (označme ich aL, a2, a3), móžeme položiť: 

<-,• = «,. pre všetky i ePn, (32) 

pričom pi bude vždy jedno z čísel 1, 2, 3 a kde je zrejme 

ÚÍ = a} vtedy a len vtedy, ak p> = p.. (33) 

Stačí preto zaoberať sa len postupnosťou p 1 ? p 2 • • . p„, ktorá takisto splňuje 
podmienky (a), (/?) a ktorá má tú istú množinu indexov definovánu podFa (y) 
ako postupnosť A. 

Pře pohodlnejsie vyjadrovanie položme ešte: 

Po = Pn, 

Pn+l = P i • 

(34) 

(35) 

Rozoberme všetky možné případy, ktoré sa móžu vyskytnúť, ak 
Pi-l=pi+1 (resp. ak p,-—i =f= PÍ+I) , a všimnime si rozdiely p, — p,-—t a 
PÍ+Í — PÍ-

Jednotlivé možnosti obsahuje tab. 1 (resp. iab. 2). 

Tabulka 1 Tabulka 2 

Pi-i Pi Pi+i 
Rozdiely 

Pi-i Pi Pi+i 
Rozdiely | 

Pi-i Pi Pi+i 
Pi—Pi—i\ Pi+i—Pi 

Pi-i Pi Pi+i 
Pi—Pi-l Pi + l—Pi 

I "} 
1 2 — 1 1 I o o 1 1 

3 1 3 o o 1 3 2 2 — 1 
1 o 1 l — 1 kJ 1 3 — 1 o 

2 3 — 1 1 .) o 1 1 o 
1 3 1 2 —2 o 1 o o 1 
2 3 2 1 — 1 o 2 1 — 1 — 1 



Vidíme, že platí: 

(pi — Pi~i) + (pi+i - pi) - O (mod 3) vtedy a len vtedy, ak pi_1 = p l + 1 , (36) 

{pi — pi-J - ( p m - pť) =. O (mod 3) vtedy a len vtedy, ak p ^ + p í + 1 . (37) 

Ak si definujeme čísla eř (i ePn) podlá (17), (18), 
platí: (pi — pi-x) == ( — 1) ^ (p< + 1 — pť) (mod 3) pre všetky í ďP„, (38) 
teda: 

P2 - Pi =s [ ( - l ) ř | " (Pi - Po)] (mod 3), 
Ps - P2 - [ ( - ! ) * + * (Pi - Po)] (mod 3), 

P » - p » - i - [ ( - l ) f ^ + - + f ^ (Pi-Po)] (mod 3), } ( 3 9 ) 
Pi - P» = 

= Pi - Po - [ ( - l ) ^ + ř ' + - + f»(Pi - P o ) ] (mod 3). 
Všimnime si posledný riadok v (39). Pretože je p± — p 0 + 0 (mod 3) (ináč 
by bolo Pi —p0=zpn, co odporuje (a)), musí byť nevyhnutné: 

( - l ) f - + c- + - + «» = 1 (40) 

a teda SSÍ = 0 (mod 2), (41) 
t==i 

cize (pozři (17), (18), v množině M je parny počet indexov, t. j . : 

rn^O (mod 2), (42) 

čo bolo třeba dokázať, pokiaf ide o vzťah (1). 
Sčítajme teraz 1'avé, ako aj pravé strany v (39). Dostaneme: 

( P i - P o ) [ ( - l ) f l + ( - l ) f l + f l + - . . + ( - l ) * + *-+--- + *n]^0(mod3). (43) 
Pretože p x — p 0 nie je dělitelné troma (pozři (33) a podmienku (a)), je 
nevyhnutné: 

( - l ) f - + ( - l ) ^ + 'M-. • . + ( - l ) f - + '-+.-. + ' n ^ 0 (mod 3). (44) 
Teda, ak nahradíme výrazy v exponentoch podlá (19): 

f ( —1 )*<£-. 0 (mod 3) (45) 
i=l V ' 

alebo ak označíme znakom p (resp. znakom q) počet parných (resp. ne-
parných) čísel v postupnosti tpt, (p2 . . . <p„, 
platí: 

p - q = 0 (mod 3). (46) 
Dokázali sme už, že číslo m (udávajúce počet indexov v množině M) 

je párne, preto móžeme do (46) dosadiť za p, q podFa (30), (31), čím do
stáváme: 

n + 2 Śxti-X - 2 'Žxgt = 0 (mod 3) (f* = jm), (47) 



nze: 
n + E x2i - Z x*-! - O (mod 3), (48) 

i=l i = l 

čo bolo třeba dokázať. (Porov. s (2)). • 

5. Dokaž vety 3. 

I. Nech n je pevné číslo a nech M je neprázdná množina indexov 
xx < x2 < . . . < xml ktorá splňuje podmienky (1), (2). 

Utvořme si postupnost čísel bu b2 . . . b„ definovaných vzťahmi: 

6i = 0, (49) 

bi-šl-l)^ pre i = 2 , 3 . . . n, (50) 
j:=l 

pričom čísla <p} (j G Pn) sú určené vzťahmi (17), (18), (19) k danej množině M. 
Z toho, ako sú čísla b» (i G Pn) určené, je zřejmé, že ide o celé čísla kladné, 

záporné alebo nuly. Je preto možné ku každému číslu bi(iGPn) nájsť 
číslo fa také, že platí: 

bi - pi (mod 3), (51) 

kde 0 < PÍ ^ 3 pre všetky i GPn. 
Nech at, a2, or3 sú 1'ubovol'né tri čísla (ať =j= a-, ak i + j ; i, / = 1, 2, 3). 
Tvrdím: ak utvoříme postupnost čísel a i5 a2 . . . an tak, že položíme: 

Oi =ccp. p re všetky i G Pn, (52) 

potom postupnost 4̂ (at, a2 . . . a„) je hl'adaná postupnost, t. j . postupnost, 
ktorá splňuje podmienky (a), (/?) a u ktorej platí (ó). 

Vzhl'adom na to, že sa v postupnosti A takto skonštruovanej nevyhnutné 
vyskytujú najviac tri rózne elementy, stačí dokázať, že je splněná pod-
mienka (a) a že platí (ó). Čo sa týká (a), stačí dokázať, že platí jednak: 

PÍ + PÍ+Í pre i = 1 , 2 . . . n - 1, (53) 
jednak: 

Pn * Pi (54) 
alebo aj [pozři (51), (52)]: 

bi 4- bHl (mod 3) pre i = 1, 2, . . . n - 1) (55) 
a okrem toho: 

b. + b! (mod 3). (56) 
Podlá (49), (50) je však: 

bi+í = h+ ( - l ) * , pre všetky i = 1, 2 . . . n — 1. (57) 

Teda (pretože je alebo ^ = 0, alebo ^ GPn) móžu nastat len tieto dve mož
nosti: 



bud je: 
A<+i = & i + l , (58) 

bud je: 
*ť+i = *« — I- (59) 

V oboch pripadoch platí nevyhnutné (55) pre všetky i = 1, 2 . . . n — 1 
a platí teda aj (53). 

Potom však je aj [pozři (52)]: 

cii + a»-H pře všetky i = 1, 2 . . . n — 1. (60) 

Třeba ešte dokázať, že platí: 

an=t=av (61) 
Podlá (50) je: 

h^Ž (-1)^ (62) 
7 — 1 

a pretože je [pozři (49)] ^ = = 0 , stačí dokázať, že je vždy: 

n r ( - l ) ^ + 0 ( m o d 3 ) . (63) 
; = 1 

Pre dokaž platnosti (63) zrejme stačí, ak dokážeme, že platí [porov. (63)]: 

/ = £ ( - l ) ^ 0 ( m o d 3 ) , (64) 
? = i 

pretože je podta předpokladu (fn = tn =2/z a teda ( — l ) ^ n = 1. 
Sčítancami v súčte pre / (spolu n sčítancov) je bud 1, bud — 1, a to 

znamienko plus sa bude vyskytovat vtedy, ak q>{ je číslo párne, mínus, 
ak cpi je číslo nepárne. 

Podlá (30), (31) bude teda nevyhnutné platiť: 

/ = p - 9 = n + 2 27%-! - 2 Zx2í (65) 
i=l i = l 

a pretože podlá předpokladu platí (2), je aj: 

/ ^ 0 (mod3). (66) 

Platí preto (63) aj (61), co bolo třeba dokázať. 
II. Časť tvrdenia, pokial' ide o splnenie podmienky (a) v námi kon-

štruovanej postupnosti A, sme dokázali. Přikročme teraz k druhej časti 
tvrdenia. Třeba dokázať, že u postupnosti A sostavenej podta (52) platí (<J). 
Za tým účelom uvažme, že platí [pozři (49), (50)]: 

10 



(67) 

63-&. = (- l )" + (- l )*, 
* 4 ~ * . = ( - l ) * + (-l)«^ 

&.-fc--.=(--)^+(-i)v-., _, , 
i. -&„_-. = - [ ( - 1 ) * . + ( - l ) * + . . . + ( - l )*»- . ]=(- l )*»- ,+ 
+ ( _ l ) 9 „ _ f (_!)»*, 

62 _6„ = ( —1)*.—[( —1)». + ( - l ) ' - + . . . +(--)"—,] = 

= (-i)v + ( - i )*-£(- i )v 
i—l 

Vieme [pozři (64)], že je 2T ( — 1)*% - 0 (mod 3). Ďalej je zřejmé, že súčet 

( —1)* + ( —l)v, kde ar, y sú celé čísla, deliteťný je troma právě vtedy, 
ak x =|= y (mod. 2). 

Pretože je však [pozři (19)] <pi+x = (pi +ei+i (í = 1, 2 . . . n— 1), je 
zřejmé, že platí: 

b3 - bt ^ 0 (mod 3) právě vtedy, ak e2 = 1, 
b± — b2 = O (mod 3) právě vtedy, ak e3 = 1, 

(68) 
bt — 6.,^-s O (mod 3) právě vtedy, ak en= 1, 
b2 — bn =0 (mod 3) právě vtedy, ak et = 1 

(lebo je ( —1)*»=1, preto musí byť ( —1)^ = ( — l ) c - = —1). Teda platí 
/?ť_x ==/?»+! právě vtedy, ak e ť = 1, čiže ak i 6 M. 

To, pravda, znamená, že platí [pozři (52)] a^ = ai+í právě vtedy, ak 
i G M, co bolo třeba dokázať. 

Tým je dokázané, že námi konstruovaná postupnost A je hfadanou 
postupnosťou. 

III . Třeba ešte dokázať, že při danom n danou postupnosťou M, splňu-
júcou podmienky (1), (2), je postupnost A okrem permutaci! daných troch 
pevných prvkov a l 7 a2, a3 jednoznačné určená. Přikročme k tejto závereč-
nej časti dókazu. 

Skonštruujme postupnost A (aL, a2 . . . an) tým to spósobom: 
Prvý krok: položme 

at = OCІ 
ч» (69) 

a* =0:'-~ (70) ' 2 i 

pričom (Í\, í2, í3) je nějaká pevné zvolená permutácia čísel 1, 2, 3. 
Ďalšie kroky: 

pri určovaní dalších členov postupnosti at (kde í = 3, 4 . . . n) postupujeme 
tak, že člena a{ ustálime podta už ustálených členov s indexmi nižšími 

и 



(i—2, i — 1), pričom dbáme, aby postupnost splňovala podmienky ( Q ^ 
(/?), (O). Teda pri ustalovaní člena tf£ (í = 3, 4 . . . h) požadujme, aby 
platilo: 

*Í±<<Í-I (71) 

a dalej, aby platilo alebo: 

^ = ř / / - 2 , (72) 

ak je (í — 1) elementom A/, alebó 

<k #= «i-2, (73) 

ak je ř —1 elementom _°?, — M. 

Přitom di bude vždy jedným z prvko v a1? a2, a3. 
Týmto požiadavkám je možné pri ustalovaní ktoréhokoFvek člena po

stupnosti (najprv ustálime člena rt3, potom O4 a td . až an) vyhovieť len 
jediným spósobom. Předpokládá jme totiž, že máme určených i — l cle
no v postupnosti a určujeme právě člena at. Rozoznávajme dva případy: 

1. k e d {i — l) je elementom M, 
2. k e d (i —1) je elementom Pn — M. 
V prvom případe musí byť nevyhnutné ái = ai—2 [niet iných možností, 

ak m á m e splniť požiadavku (3)] — teda člen O£ je určený jednoznačné; 
v druhom případe má platiť súčasne ať =f= a^, a^ ai-2 [pričom vieme, pozři 
podmienku (71), že je: ť7ť_-i #- O£_2]. Teda v tomto případe Ot__2, O^, a( 

sú tri rózne prvky. 
Máme však k dispozícii len tri rózne prvky, preto ak sú už dva z nich 

členmi «»•_!, a£_2 dané, třetí čěť je jednoznačné určený. 
Ak uvážíme, že sme sa zaobírali možnosťami pri určovaní Tubovolného 

člena «ť (i = 3, 4 . . . n) pri pevnej vofbe členov au O2, je jasné, že ak má 
postupnost Á splňovat podmienky (a), (/?), (6), možno jej jednotlivých 
členov pri pevnej vol'be permutácie {ix, í2, i3) stanovit len jediným spósobom. 

Teda postupnost Á sa móže od postupnosti [určenej podlá (49) až (52)] 
líšiť iba permutáciou (í l 7 í2, z3), čo bolo třeba dokázat. 

Tým je dókaz v e t y 3 vykonaný. 

Došlo dňa 15. septembra 1952. 
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О ОДНОЙ К О М Б И Н А Т О Р Н О Й П Р О Б Л Е М Е . 

(Содержание первой статьи.) 

Пусть л есть данное целое и положительное число. Обозначим знаком Рп мно
жество всех целых положительных чисел меньших или равных числу л. Рас
смотрим такую конечную последовательность чисел А (аъ а2,. . ., ап), которая 
удовлетворяет следующим условиям: 
(а) а,- Ф а1+1 для всех г 6 Рп> причем положим ап+1 = аг 

(@) в последовательности А может быть иебольше трёх различных элементов. 
Обозначим ещё знаком М множество всех тех индексов г € Рп, которые вы

полняют равенство: 
(У) я*—1 = «/+1 (причем положим «0 = ап\ ап+1 = ах). 

Автор показывает (на простом примере), что множество индексов М йе может 
быть произвольным подмножесвом Рп и по той причине интересуется свойствами 
множества индексов М, которое определено по (у) (для постоянно избранной 
последовательности А). 

Доказывает, что справедливы эти теоремы: 
Теорема 1: Множество индексов М пусто тогда и только тогда если у последо

вательности А вид: 
А = (а,, а2, а3, а,, а2, а3,. . ., аи а2, а3). 

Теорема 2: Пусть А последовательность удовлетворяющая условиям (а), (/?). 
Пусть множество индексов М определенное по (у) непустое и пусть его элементы 
будут: 1/с1<.т2<С • • -<^Хт. Потом элементы множества Мудовлетворяют отношениям: 

т = 0 (тоа 2) (т -= 2/*) 

п + Е Х2%— 27 Х21-Л = 0 (той 3) 
1 = 1 1 = 1 

Теорема 3: Пусть л есть постоянное. Пусть М есть непустое множество 
индексов . т 1 < о : 2 < . . . < . т т , которое удовлетворяет условиям (1), (2). Потом 
к этому множеству существует последовательность А (а19 а2,.. ., ап), которая 
удовлетворяет условиям (а), (/3). Эта последовательность, за изньятием перму-
тации данных первых трёх постоянных элементов а%, единозначно определена. 
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