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UBER SYMMETRISCHE OPERATOREN AUF
BANACHVERBANDEN UND ARENS-REGULARITAT

EGON SCHEFFOLD, Darmstadt

(Eingegangen am 12. Februar 1996)

Ist A eine kommutative Banachalgebra, so ist der Bidual A” von A, versehen mit
dem 1. oder 2. Arens-Produkt, i. a. nicht wieder kommutativ. In dieser Arbeit zeigen
wir, daéd die Arens-Triadjungierte symmetrischer, regulérer bilinearer Abbildungen,
eingeschrankt auf die ordnungsstetigen Biduale, wieder symmetrisch ist. Dies be-
deutet, dad bei kommutativen Banachverbandsalgebren der ordnungsstetige Bidual,
versehen mit dem 1. oder 2. Arens-Produkt, stets wieder kommutativ ist. Solche
Algebren sind also im Hinblick auf den ordnungsstetigen Bidual Arens-regulir.

Die Aussage iiber die Arens-Triadjungierte erhalten wir als eine Anwendung von
Ergebnissen iiber Symmetrieeigenschaften gewisser Operatoren.

0. VORBEMERKUNGEN

Im folgenden sei E ein Banachverband. Mit E’ bzw. E” bezeichnen wir den to-
pologischen Dual bzw. Bidual von E. Das Band der ordnungsstetigen Linearformen
in E” wird mit (E’)], bezeichnet. Ist F' ein ordnungsvollstindiger Banachverband,
so bezeichnen wir mit .Z(E, F) den Banachraum der beschrinkten linearen Abbil-
dungen von E nach F und mit .£"(FE, F) den Banachverband der reguléren linearen
Abbildungen von E nach F (s. [5], Kap. IV, §1), wobei eine Abbildung regulir heiét,
falls sie Differenz zweier positiver Abbildungen ist. Ansonsten benutzen wir die in
der Banachverbandstheorie iibliche Bezeichnungsweise.

Ist H ein reeller Hilbertraum, so heiat ein beschréinkter linearer Operator 7" auf H
selbstadjungiert, falls fiir alle z,y € H die Beziehung (T'z,y) = (x, Ty) gilt, falls also
(x,Ty) = (y,Tx) gilt. Dies ist eine Symmetrieeigenschaft von T beziiglich = und y.
In der angegebenen Identitéit der inneren Produkte kommt auch zum Ausdruck, dad
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man die Elemente von H mit Elementen des topologischen Duals H’ identifizieren
kann. Natiirlich ist daher folgende Verallgemeinerung.

1. SYMMETRISCHE OPERATOREN

Es sei E ein Banachverband. Wir nennen einen Operator T' € .£"(E, E’) symme-
trisch, falls gilt:

(Tx)(y) = (Ty)()

fiir alle z,y € E.

Ist T' = (t;1) eine reelle, symmetrische n x n-Matrix, so ist offensichtlich die Matrix
IT| = (|tix|) wieder symmetrisch. Da4 fiir einen symmetrischen Operator T der
Operator |T'| wieder symmetrisch ist, ist dagegen keineswegs trivial.

Satz 1. Es sei E ein Banachverband. Dann bildet die Menge . der symme-
trischen Operatoren einen abgeschlossenen Vektorunterverband im Banachverband
ZL"(E,E").

Beweis. Die Menge .# ist offensichtlich ein abgeschlossener linearer Teilraum.
Es sei T € .. Es geniigt zu zeigen, dad dann auch T symmetrisch ist.
Sei nun z, y € E,. Dann gilt

(T)(@)(y) =sup M, mit M ={(Tz1)(y1) + ...+ (Tzn)(yn)},

wobei {z1,...,z,} alle nichtleeren, endlichen Teilmengen des Ordnungsintervalls
[0, 2] durchlduft und die dazugehorige Menge {y1,...yn} alle nichtleeren, endlichen
Teilmengen des Ordnungsintervalls [0, y] durchlduft und die Gleichung

n
Zyi =Y
i=1

erfiillt.

Analog gilt (T7)(y)(z) supN, mit N = {(T91)(@1) + ... + (T9n)(Zn):

n
0<% <y & > 0und Y & = x}. Wir zeigen supM = supN, indem wir
i=1

1=
nachweisen, daa jede Zahl aus M beliebig genau durch eine Zahl aus N approximiert

werden kann und umgekehrt.
n

Sei nun a := > (Tz;)(y;) eine beliebige, aber feste Zahl aus M und ¢ > 0 vor-

i=1

gegeben. Mit Hilfe der kanonischen Darstellung des Hauptideals F, als Funktionen-
verband C'(K) und einer geeigneten Partition der Einsfunktion 144t sich zeigen, daa
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positive Elemente ; € E, 1 < j < m, und Zahlen «;; € [0,1] existieren, so daa gilt:

m m
E Z;=x und ||z; — E 0 T
i=1 i=1

e fir 1<1<n.

Setzt man .
yj = Z QY
i=1

fir 1 < j < m, so gilt

Zyz—y und bim 3(T5;)(3) € .

Jj=1
Da T symmetrisch ist, erhalten wir
m m
b= 3o 0 - 30
: ]:1
m
= Z ij) <Z o yz) = o (TZ5) (yi
j=1 i=1 i=1 j=1
n m
=3 7(Yeu )
i=1  Nj=1
Hieraus folgt
|a=b] = | > (Tz:)(w:) = > (TF) (&)
i=1 j=1

_ i(Txi)( z;( (Za” xj)>

i=1

E6(-Em)
gi[ xzfz:aijszj
<)< (Znyzn)

Da ¢ beliebig klein gewidhlt werden kann, kann man jede Zahl aus M beliebig

[y

genau durch eine Zahl aus N approximieren. Die entsprechende Aussage fiir N zeigt
man analog. Es ist also

(T) (@) () = (T7) (y)(x).
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Vom Studium Arens-reguldrer symmetrischer bilinearer Abbildungen bzw. kom-
mutativer Banachalgebren ist im Prinzip folgende Aussage bekannt ([1], Kap. 4;
[3], Theorem 1; [9]):

Sei F' ein Banachraum und T ein symmetrischer Operator aus Z(F, F’). Es gilt
genau dann die symmetrische Beziehung v(T"p) = p(T'v) fiir alle p, v € F”, wenn T
schwachkompakt ist. Interessant ist nun, daa fiir den ordnungsstetigen Bidual diese
Beziehung ohne eine zussétzliche Voraussetzung erfiillt ist.

Theorem 2. Es sei E ein Banachverband und T' ein symmetrischer Operator aus
Z"(E,E"). Dann gilt

v(T'w) = u(T'v)
fiir alle p,v € (E')),.

Beweis. Da mit T auch die Operatoren 7" und 7~ symmetrisch sind, kann
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden, dad T' positiv ist. Ferner
geniigt es, positive Elemente p und v zu betrachten.

Seien p und v positive Elemente von (E’)],. Wir behandeln zunichst den Fall, daa

"

zu p ein positives Element v € FE existiert mit 4 < «”, wobei u” die kanonische

Einbettung von v in E” bedeutet.

Wir betrachten nun das von u” erzeugte Hauptideal E!/,, versehen mit der ab-
soluten schwachen Topologie |o|((E’),,, E'), welche von den Verbandshalbnormen
o — f(lol), (f € E') erzeugt wird. Wie wir im Beweis von ([7], Satz 2) gezeigt
haben, ist dann die kanonische Einbettung des Hauptideals F,, ein dichter Vektorun-
terverband von E!/,. Es existiert daher ein Netz (Z,) in E, mit p = licryn Z!'. Hieraus
folgt

"

p = lim(|Z4])

Setzen wir

To = inf(|Za|, u)

schwachen Topologie o ((E').,, E').

Nach der Nakano-Theorie ist das Ordnungsintervall [0,Tu] kompakt in der
o(E', (E"),)-Topologie (s. [4], S. 38, 1.4.14). Zu dem Netz (Tz,) gibt es daher ein
Teilnetz (z;) von (z4) und ein Element g € E/ mit g = li}n Tx; in der o(E', (E')))-

fiir alle o, so gilt 0 < 2/ < u” und p = ligl x. Es gilt somit auch p = lién a2 in der

Topologie.
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Fiir alle z € E erhalten wir

T'u(x) = p(Tw) = limal(T)
= lién(Tx)(xa) = lién(Txa) (z)
= lim(T'e;) (2) = (o).

Dies bedeutet T’y = g. Es gilt somit 7"y = lim T'z; in der o(E’, (E")],)-Topologie.
J

Insgesamt erhalten wir also

w(T'v) = lijrrl(a:;-’) (T'v) = li]m(T’y) (x;)

=limv(Txz;) = v(T'p).
j

Nun sei 44 ein beliebiges positives Element in (E’)],. Dann gibt es bekanntlich ein

/
n

nach oben gerichtetes Netz (1) in (E')!, und ein Netz (u,) in F mit p, < ul, fiir
alle & und p = sup{pa}-
@

Da T’ ordnungsstetig ist, erhalten wir:

T’ = sup{T" pia },
(6%

v(T'n) = sup{v(T"pa)} = sup{pa(T'v)} = p(T"v).

2. DIE ARENS-TRIADJUNGIERTE SYMMETRISCHER BILINEARER ABBILDUNGEN

Es seien F, F und G Banachrdume. Ferner sei ¢ eine beschriankte bilineare Ab-
bildung vom Produktraum F X F' nach G. Im Falle F = F heiat die Abbildung ¢
symmetrisch, falls p(z,y) = ¢(y, x) fiir alle  und y gilt.

In [1] wird fiir die Abbildung ¢ iterativ in drei Schritten die triadjungierte Abbil-
dung ¢***: E" x F" — G" definiert. Zuniichst wird die Abbildung ¢*: G’ x E — F’
erklért durch o* (i, ) (y) := p(p(z,y)) fiir alle (4, 2) € G’xEund alley € F. Analog
sind dann die Abbildungen ¢**: F” x G’ — E' und ¢***: E" x F" — G" definiert.

Die Abbildung ¢ induziert auch eine lineare Abbildung ¢ (in [6] mit ¢’ bezeichnet)
von G’ nach Z(E, F') durch die folgende Festsetzung: Fiir u € G’ sei

(@n) () (y) = n(e(z,y))
fir alle x € F und y € F. Wie man leicht verifiziert (vgl. [6], 1.2), 144t sich die
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Arens-Triadjungierte ¢*** mit Hilfe der Abbildung ¢ wie folgt darstellen:

(1) 0 (1,v) (9) = n((@9)'v)

fiir alle (u,v) € E” x F” und g € G'.
Wie in [1] gezeigt wird, ist die Arens-Triadjungierte o**

* einer symmetrischen

Abbildung ¢ i.a. nicht wieder symmetrisch. Mit Hilfe von Theorem 2 144t sich nun
zeigen, dad aber die Symmetrieeigenschaft noch auf die ordnungsstetigen Biduale
vererbt wird.

Theorem 3. Es seien E und F Banachverbédnde. Ferner sei ¢ eine symmetrische,
reguléire bilineare Abbildung von E x E nach F. Dann ist die Arens-Triadjungierte

wieder symmetrisch.

Beweis. Zunichst verifiziert man, dad der Wertevorrat von ¢***, eingeschrinkt
auf (E")), x (E")),, in (F")!, enthalten ist (vgl. [8], Theorem 3).

Wir betrachten die zu ¢ gehorige Abbildung @. Sei nun f € F’. Dann gilt ¢f €
Z"(E,E"). Da ¢ symmetrisch ist, ist nunmehr auch @f symmetrisch. Wenden wir
Theorem 2 auf die Abbildung @f an, so erhalten wir aufgrund der Darstellung (1)
fir (1,) € (B, x (B)):

0" (1 v) (f) = u((@f)'v) = v((8f) 1)
=@ (vop) (f)-

Es ist also ¢

***(

1, v) =@ (v, ). O

Es sei A eine kommutative Banachverbandsalgebra. Die Multiplikation auf A kann
dann als eine positive, symmetrische bilineare Abbildung m von A x A nach A be-

*

trachtet werden. Mit der Arens-Triadjungierten m*** von m ldat sich das 1. Arens-

Produkt auf A” wie folgt darstellen:
F«G=m""(F,QG)

fiir alle F, G € A”.
Bekanntlich ist A”, versehen mit dem 1. Arens-Produkt, eine Banachverbandsal-

gebra. Ferner ist der ordnungsstetige Bidual (A’)! eine Subalgebra und somit, fiir

sich selbst betrachtet, eine Banachverbandsalgebra. Wenden wir Theorem 3 auf die

symmetrische Abbildung m an, so erhalten wir sofort:
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Satz 4. Es sei A eine kommutative Banachverbandsalgebra. Dann ist der ord-
nungsstetige Bidual (A’)!

n, versehen mit dem 1. Arens-Produkt, wieder kommutativ.

Eine Banachalgebra heiat Arens-regulir, falls die beiden Arens-Produkte iiber-
einstimmen. Eine kommutative Banachalgebra B ist bekanntlich Arens-regulir, falls
das 1. oder 2. Arens-Produkt auf B” wieder kommutativ ist. Kommutative Banach-
verbandsalgebren, bei denen der Bidual mit dem ordnungsstetigen Bidual iiberein-
stimmt, sind also stets Arens-regulir, z. B. alle kommutativen Banachverbandsalge-
bren, bei denen der topologische Dual eine ordnungsstetige Norm besitzt (z. B. alle
Banachverbandsalgebren Cy(X)).
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