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SATZE DES KHINTCHINE TYPUS
FUR MENGENFUNKTIONEN

LADISLAV MISIK

A. Khintchine hat in [1] bewiesen, daB folgendes Lemma gilt: Wenn eine
monotone Funktion f in einem Punkt x die approximative Ableitung f..(x) besitzt,
dann hat sie auch die Ableitung f'(x) und f'(x) = f,,(x). In [2] und [3] sind gewisse
Verallgemeinerungen des Lemmas von Khintchine gegeben. In [4] und [5] sind
folgende Verschiarfungen des Lemmas von Khintchine bewiesen: Die Menge aller
approximativen derivierten Zahlen einer monotonen Funktion ([5]), bzw. einer
Lipschitzfunktion ([4]) ist gleich der Menge aller derivierten Zahlen.

In dieser Arbeit sind dhnliche Satze fiir Mengenfunktionen und speziell fiir
Funktionen vom Intervall bewiesen.

1. Es sei & ein System von Teilmengen der Menge X und m eine positive
monotone auf A definierte Funktion, d.h. m(A)>0 fir jedes A€ und
m(A)=m(B), wenn A, Be 3 und A c B gilt.

Fiir jede Menge A € % bedeutet B(A) die Menge {Be B: Bc A}.

Essei A, e B firn=1,2,3, ... und x € X. Dann konvergiert die Folge {A,}. .,
zu dem Punkt x, im Zeichen A,—x, wenn x€ A, fir n=1, 2, 3,.... und

lim m(A,)=0 gilt. A,-»x bedeutet, daB A, — x nicht gilt.

n—sx=

Es sei 0: B— ( — o, ©) eine Funktion, Cc (—®, ®) und A € 8. Dann wird
P(C; A) die Menge {y e (0, ®): es existiert ein solches Be B(A), daB m(B)=vy
:1((1;))6 C ist} bedeuten. Die Menge P((a, ®); A), bzw. P({ —», a); A)
werden wir kurz P,(A), bzw. P*(A) bezeichnen.

Das duBere LebesguemaB der Menge A im euklidischen Raum E; werden wir als
|A| bezeichnen. Das Intervall { — o, ©) werden wir mit der iiblichen Topologie
von zweipunktiger Kompaktifikation nehmen. Die abgeschlossene Hiille der
Menge Y werden wir mit Y bezeichnen.

und

Definitionen. Es sei 0: B— ( — 0, ), x € X. Dann definieren wir:
D o(x) = inf {,3: fiir jede Folge {A,}7-gilt: (A. e {A eB: xcA, %’%>ﬂ}
firn=1,2, 3, ..~.)=>(An ﬁx)};
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D.,o(x)=inf {ﬁ: fiir jede Folge {A,)}.- gilt: entweder ((A,. € {A ERB: xEA,

a(A)
m(A)
Do(x)= —D(-0)(x);

D.,0(x)= —D,,(—0)(x);
D*o(x)= { ae(—o, ©): fir jede Umgebung U(a) des Punktes a existiert

9(A).

m(A)

>ﬂ} furn—l 2,3,. )#(A -/-»x)odcr((A —x) undllm| ”EA";I—O}

eine solche Folge {A,}.-., daB A,.e{A ERB: € U(a)} firn=1,2,3, ...
und A, —>x ist};

PDo(x)= {a € ( — o, ®): es existiert eine solche Folge {A.}.-., daB A, € B fiir

_ o(A,) 1.
n=1,2,3,..., A, —x, m(A,) - a gllt},
*
D.,0(x)= {a € (—o, o) fiir jede Umgebung U(a) des Punktes a existiert
) - a(A) ..
eine solche Folge {A.}.-\, daB A, e {A e RB: m(A) eU(a); firn=1, 2, 3, ...,
|P(U@): A, }
A,—x und lmnl—iup m(AL) >0 ist};

Dp0(x)= {a € ( — o, o) : es existiert eine solche Folge {A,} .., daB A, € B fir
- a(A.) : |P(U(a); A o
n=1, 2, 3, .., m(A.) —a, A,—x und l",r.l_.snuP—__m(A,.) >0 fir jede

Umgebung U(a) des Punktes a gilt}.

Lemma 1. Es gilt:
) D,0(x)c @a(x)n@" a(x) = Do(x)uD*, 0(x) = D*o(x)= Do(x);

(b) D*o(x)=2*0(x) und D,,0(x)cD*, 0(x)=D* a(x)

(c) Do(x)=sup 2*o(x)=sup Do(x), Do(x)=inf D*o(x)=inf Do(x);

(_d) D, o(x)=inf D*,0(x)=inf D, 0(x), sup D, o0(x)=sup D* o(x)=
= an O(X) s

(e) Do(x)=D,,0(x) und D,,0(x)=D o(x).

Beweis. Die Behauptungen (a), (b), (¢) und (e) sind aus den Definitionen leicht
beweisbar.

(d) Die Ungleichung inf 2?%,0(x)=inf 9,,o(x) ist klar.

Es sei a € D%,0(x). Dann muB fiir jedes B, fiir welches a <p gilt, eine sol-

((1: )<ﬂ fir n=1, 2, 3, ..., A,—>x

che Folge {A,}.- existierén, dag
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: |P(AL)]
und l",.n_.S,UP _m(_AjT
D., o(x)=a fiir jedes a e P*,0(x) gelten. So bekommen wir, daB D,, o(x)=
=inf 2%, o(x). ist.

Wenn D,, o(x)= = ist, dann gilt D,, o(x) =inf 2%, o(x).
Es sei a=D,,0(x)<« und es sei U(a) ein Intervall, welches eine Umgebung
von a ist. Es sei 6 =inf U(a) und y =sup U(a). Dann existiert eine solche Folge

>0 gilt. Daraus folgt, daB D,, o(x)=g gilt. Es muB also

{A,}.-, und eine positive Zahl ¢,daB A,— x, A,.e{Ae% XEA, —%<y} und
[P (AD] -
>£fur n=1, 2,3, ilt.
m(A.) B
Wenn a= —o ist, dann ist P(U(a); A,)=P"(A,) fir n=1, 2, 3, ... und
lim sup —,P(L(EX—)A—-H>O. Wenn a> - ist, dann ist é<a und

P*(A,.)=P(U(a);A,,)uP< —w, ‘5—'2*5) A) weil 2F

(<= 252

T« a=D,, o(x)und

A,—»x, muB8 lim =(0. Daraus bekommen wir

" m(A.,)
o0+a
lim sup LPQU@: Al _ o o (lP(U(a) Al ("(< 2 )“‘")|>>
MU (AL nSUP T n(a)) m(A,) =
Zlim sup| (( A )l>0. Damit haben wir bewiesen, daB ae2*,0(x) und

D..o(x)=inf 2%, o(x) ist.

Die zweite Behauptung ist klar.

2. Es sei m ein MaB auf & und & ein Tellsystem von &. In diesem Teil des
Artikels werden wir voraussetzen, daB fiir m und % folgende Bedingungen erfiillt
sind:

1° Fiir jedes Be B ist 0<m(B)< x;

2?2 esseim(A)<a < fiir A € B. Dann existiert ein solches B € B, fiir welches
A c B und m(B)=a gilt;

3° Fiir jedes A € B, jedes x€ A und jedes a, fiir welches 0<a<m(A) gilt,
existiert ein solches B € RB, fiir welches x€e Bc A und m(B) = a ist;

42 Fiir alle solche A, Be®B und jede solche n, fir welche AcB und
m(A)<n<m(B) ist, existiert ein solches Ce B, fiir welches A= Cc B und
m(C)=n ist.

Satz 1. Es sei o eine nichtnegative monotone Funktion, die auf B definiert ist.
Dann gilt: D o(x)=D,,0(x) und Do(x)=D,,o(x).

Beweis. Nach der Lemma 1. (e) gilt: D., o(x) =D o(x). Setzen wir voraus, daB
D.,o(x)<D o(x) gilt. Dann existieren solche Zahlen a, 8 und y aus ( — «, «), daB
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I

0=D,,0(x)<a<pB<y<Dao(x)ist. Man kann also aus der Menge 1A €EB:xeA,
o(A)
m(A)
geht hervor, daB fiir jedes n eine solche Menge B, € 4 existiert, dall A, c B, und

>y} eine solche Folge {A,}, | auswahlen, dafl A, —x erfillt ist. Aus 2°

min (%2) m(A,)<m(B,)<min ((’; .3) m(A,) ertiillt st
Es sei max (1 ~)=n=1. Dann git m(A,)<max (l E) m(B,)=
7 y) ==L n 2y )=

=nm(B,)=m(B,). Aus 3° bekommen wir, daf} ein solches D, € & existiert, fir

welches A,cD,cB, und m(D,)=nm(B,) gilt. Weiter bekommen wir:

R
" mn(1.3> m(A,) Y
a
Daraus bekommen wir, daf {nm(B,.):max (% , L;) =n=1 }c P.(B,) fir jedes n
ist. Es ist also| P.(B, )121 max (1 /j)\() fur n=1, 2, 3, .... Man kann ableiten,
' m(B,) 27y
daB G(B) >a, xeB, fir jedes n und lim m(B,)=0 ist. Damit haben wir
m(B,) "
bewiesen, daB B,,e{Ae%: X€EA, :1—((':—))>a} fur n=1, 2, 3, ..., B,—x und
lim sup %%>0 gilt. Darum muB a=D, o(x) gelten. Das ist aber ein
Widerspruch.

Es sei jetzt f_)o(x)<D,,,o‘(x). Dann existieren drei solche Zahlen a, S,
ye(—», ), daB 0=Do(x)<a<p<y<D ,o(a) ist. Daraus folgt, daB eine
solche Folge {A,}.., existiert, fiir welche A, € {A €ERB: xeA, ;—((/:—))<a} fur
n=1, 2,3, ... und A,—x gilt. Aus 37 geht hervor, daB fur jedes n ein solches

1) m(A,)=m(B,)=

B,e® existiert, daB B,c A, xeB, und max (‘.;3

émax( )m(A) gilt. Es sei 1=n=min (g 2). Dann gilt: m(B,)=

nm(B,)= min (g , 2) m(B,)= m(A,) fir jedes n. Aus4?bekommen wir die
Existenz von solchen D, € $8, daB B, = D, - A, und m(D,) = nm(B,) gilt. Daraus
a(D,) _0(A) . 0o(A,)
m(D,)~m(B,)"  a

bekommen wir, daB 1 =y gilt.

1 ‘a
,3) m(A,) max (y S 3)
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B

Es muB also {nm(B,.); 1=7=min (Z S 2>}cP’(A,,) sein. Da

Ane{Ae%:xeA, 0((':))<y} fir n=1, 2, 3, .., A,—>x und
in (B 2)—
. min (=,2)—1) m(B,)
lim sup ——== 1Pa,)] Zlim sup a =
n—x (A) n—sx m(An)

(min (g , 2) - 1) max (a , 3> >0 gilt, muB D,,0(x) = y gelten. Das ist ein Wider-

spruch.
Damit haben wir bewiesen, daB D,,o(x)=Do(x) ist. Daraus und aus der
Lemma 1 (e) bekommt man, daB D,,o(x)=D o(x) ist.

Folgerung 1. Es sei o eine nichtnegative monotone Funktion, die auf A definiert
ist. Wenn D,,o0(x)=D,,o(x) ist, dann ist auch D o(x)=D o(x).

Eine Funktion o die auf B definiert ist, heiBt eine Lipschitzfunktion mit der
Konstante L beziiglich der Funktion m, wenn |o(B)— o(C)|=Lm(B - C) fiir
jedes B, Ce A, fiir welche Cc B ist.

Satz 2. Es sei o eine additive Lipschitzfunktion beziiglich der Funktion m. Dann
gilt: Da(x)=D*o(x)=D*, 0(x)=D,,0(x).

Beweis. Nach der Lemma 1. gilt es: 92,,0(x)c 2@}, 0(x)c D*0(x)=Do(x).
Wir werden zeigen, daB auch die Inklusion @o(x)c 9,,0(x) gilt.

Es sei o eine Lipschitzfunktion mit der Konstante L beziiglich der Funktion .
Es sei a€2o(x) und U(a) eine Umbegung von a. Es sei V(a) eine solche
Umgebung von a, fiir welche V(a)c U(a) und o(V(a), ( —», ©)—U(a))Z¢
gilt, wobei ¢ eine positive Zahl ist. Dabei g ist die Metrik auf ( — o, ®).

Da a € Do(x) ist, muB eine solche Folge {A,}.., existieren, fiir welche A, € #

} a(A,)
firn=1,2,3,..., A,—»xund lim ——=
n—soo (A )

%n 2L <¢ erfiillt ist. Es sei Ae®B, AcA, und (1-n)m(A,)=m(A). Dann

= ¢ gilt. Es sei 0<n <1 so gewihlt, da

1
gl A _ oA | lo(An) ~ a(A)m(A.) +Im(A) = m(AL)] |o(An)] o
' m(A) m(A,)|~ (1—m)m*(A,)

< 2Lnm?*(A,) <e

“(-n)ym*(A,)

Da ((': ))—>a gilt, existiert eine solche natiirliche Zahl N, daB (( A ))e V(a)
fiir n = N ist. Dann gnlt {km(A,):1-n=k=1}cP(U(a); A,) fiir jedes n=N.
Daraus bekommen wir, daB lim sup lﬂ(U((afi%)A)l>hm sup nm((:,.)) =n>0 ist.

Damit haben wir bewiesen, daB a € 9,,0(x) ist.
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3. Wihlen wir jetzt X =E;, & gleich dem System . aller nichtdegenerierten
abgeschlossenen Intervallen im E; und m gleich dem Lebesguemall im E;, wo E,
der j-dimensionale euklidische Raum ist. Es ist ersichtlich, daB (%, m) die
Bedingungen 12, 22, 3° und 47 erfiillt.

Esseia=(a, ..., a), b=(b, ..., b)) und a,< b, fir i=1, 2, ..., j. Das Intervall

I={xeE:x=(x, ..., X;), aa=x,=b, fir i=1, 2, ..., j} werden wir auch mit
(a; b) bezeichnen, und die Punkte a und b werden wir Hauptecken von I nennen.
Wenn u = (u,, ..., 4;) und v =(v,, ..., v;) zwei Ecken von I sind, dann werden wir

sagen, daB u die gegeniiberliegende Ecke zu v ist, wenn w4, # v, fiir i =1, 2, ..., j ist.

Es sei I ein Intervall aus #, A = I und v eine Ecke von I. Dann werden wir mit
J(A ; v) die Menge aller Intervalle J € #, deren eine Ecke der Punkt v und zu ihm
gegeniiberliegende Ecke in der Menge A ist, bezeichnen.

Es sei o eine Funktion, die auf # definiert ist. Es sei {I,}.., eine Folge
von Intervallen aus ¥ und {v.,},-, eine solche Folge von
Punkten, daB v, eine Ecke von I, fiir n=1, 2, 3, ... ist. Es sei a € ( — ®, ©) und
U(a) eine Umgebung von a.

2 Beu@)

mit J(I,; v,; U(a)) bezeichnen. Das Zeichen %2°0(x) wird die Menge

Dann werden wir die Menge {I € #: I c I,, v, ist eine Ecke von I und

{a € (— o, ) : es existiert eine solche Folge {I,};., von Intervallen aus ¥, da
o(l,)
m(1,)
natiirliche Zahl N, eine solche Folge {J,}. ., von Intervallen und eine solche Folge
{v.}.-, von Punkten, daB v, eine Ecke von I,, J(J,; v,)cJ(,; v,; U(a)) fir
n=N,N+1, N+2, ... und lim sup Il';"ll

Man kann leicht folgende Lemma beweisen:

I,>x, — a ist und fiir jede Umgebung U(a) von a existiert eine solche

>0 ist} bezeichnen.

Lemma 2. Es sei I ein nichtdegeneriertes abgeschlossenes Intervall, Y ein
Intervall, welches im I enthalten ist, und v eine Ecke von dem Intervall I. Dann gilt
{1A]: A eJ(Y; 0)] - |Y]

11 R

Lemma 3. Es sei o eine Funktion, die auf $ definiert ist. Dann gilt
" 9D°0(x) c D, 0(x).

Beweis. Es sei ae€2°0(x). Dann existiert eine solche Folge {I.}.-, von
o(1,)
m(l,)
a eine solche Folge {J,}:., von Intervallen und eine solche Folge {v.}.-: von
Punkten existiert, fiir welche v, eine Ecke von I,, J(J,; v,) < J(I,; v, ; U(a)) fiir

n=1,2,3, ... und lim sup ll'ﬂ

Intervallen aus %, daB [, > x, — a ist und daB fiir jede Umgebung U(a) von

>0 ist.
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Weil {|I|: 1€ J(1,; v.: U(a))}c P(U(a); I,) ist, folgt aus der Lemma 2., daB
tim sup L@ I oo I T IO s 00} 5 o o Vel

— A nae A nen L]
muBl a € 9,,0(x) sein.

>0 ist. Damit

Satz 3. Es sei o0 eine addmve Intervallfunkuon die zuglelch eine Lipschitzfunk-
tion ist. Dann ist D0(x) c 2° o(x).

Beweis. Es sei L eine Konstante, fiir welche |o(I)| = L|I| fiir jedes I € 4 ist. Es
sei @ € Do(x). Dann existiert eine solche Folge {I,}.., von Intervallen aus .#, daB

o) : - (g1 l) _( _1
m(l. )—>a und I, —» x gilt. Es sei U,(a)= (a e a+n und V,(a)=|a n"
a+2 ) flir n=1, 2, 3, .... Es existiert eine solche steigende Folge {%,}.-, von

U(A)

natiirlichen Zahlen, daB N e V.(a) firn=1,2,3, ... ist. Es sei n eine solche

Zahl, fiir welche 0<n<1 und 2L <— gilt. Es sei v, eine Ecke von dem

1 2n

Intervall I,, und u, die zu v, gegenuberhegende Ecke von I,,. Wir setzen
6=(-n) und t,=(1—98)v, + du,. Es sei Y, das Intervall, dessen zwei gegen--
iiberliegende Ecken die Punkte u, und ¢, sind. Es sei z€ Y, und I das Intervall,
dessen gegeniiberliegende Ecke die Punkte z und v, sind. Fiir das Intervall I gilt:

U(I)_U(Ik,.) = -,.'+ ”Il—llk,.'”o(lk,.)l §_2L|Ik,. ,.I—III)§
1 |4, 1| |1, || |1, ] (1=m)lL. [

= (Tzf—rrlll)l—i‘zl—l— < % . Weil (7|(Ifk|) € V.(a) ist, bekommen wir aus der l.tzten

Ungleichung, daB ((1)) eU,(a)ist. Esistalso J(Y,:v,) < J(,; v,; U,(a)).

Es ist ersichtlich, daB ||}/]| =(1-0)>0 fir n=1, 2, 3, ... gilt. Also es gilt:

A >
. Y,
llT_'sxup ||1 || (1—=6)>0. Darum muB a € 2°0(x) sein.

Essei u=(u,, ..., 4;), v=(v,, ..., v;) und u;<v, fir i=1, 2, ..., j. Unter dem

verstehen, wobei /=max {v,—u;: i=1, 2, ..., j} ist ([6]). Den Parameter der
Regularitdt von I werden wir mit r(I) bezeichnen.

Parameter der Regularitit von Intervall /= (u; v) werden wir die Zahl -

Lemma 4. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion, die auf $ definiert
ist. Es sei a € {0, ©), n eine natiirliche Zahl und I $.

o) _ . L g_2natl

1] 2n K= a2 und é = k'. Dann existiert ein

a) Esseia<o, xel,
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solches Intervall Y und eine solche Ecke v vom Intervall I, daB Y c I, l Y|

I
undxeJ, ol) <a + 1 und r(J)Z kr(1) fiir jedes Intervall J gilt, dessen eine Ecke

=(1-8)

der Punkt v ist und dl€ zu v gegeniiberliegende Ecke im Y liegt.

1 p— 1
OI(II) 5 =§:Z_; und 6=k'. Dann

b) Es sei 0<a——3~<a< s
2n

existieren zwei solche Intervalle I'e $ und Y, daB IuYcI', |I'|=k|I|,

1Y] = (1 —l> gilt, daB I und 1’ eine gemeinsame Ecke v haben und da8 I J,

r| 6
a(J) 1 - 1
| JI >a - und r(J)= % r(I) fir jedes Intervall J gilt, dessen eine Ecke der

Punkt v ist und die zu v gegeniiberliegende Ecke im Y liegt.

¢) Es sei ——>2K. Dann existieren solche zwei Intervalle I' € ¥ und Y, da

lll
Y]
[

habenunddalB1cJ,

luyclr, =(1=27), |I'|=2|1| gilt, daB I und I’ eine gemeinsame Ecke v

a(J)
T
Ecke der Punkt v ist und die zu v gegeniiberliegende Ecke im Y liegt.

> K und r(J)Z 5 r(I) fur jedes Intervall J gilt, dessen einc

Beweis. a) Es ist ersichtlich, daB ;<8< 1 ist. Es sei /= (y; z). Dann existiert
- ein solches Intervall I’ € #, dessen eine Ecke der Punkt ;(y + z) ist und die zu dem
Punkt ;(y + z) gegeniiberliegende Ecke eine Ecke v von I ist, daB x € I' ist. Es sei u
die zu v gegeniiberliegende Ecke von I. Es sei Y das Intervall, dessen eine Ecke
der Punkt u ist und die zu u gegeniiberliegende Ecke der Punkt = (1 - 6)v + du
Y|
I
dessen eine Ecke der Punkt v ist und die zu v gegenﬁberliegende Ecke im Y liegt.

ist. Es ist leicht zu beweisen, daB =(1-0) ist. Es sei J ein Intervall aus .#,

Dann ist xeI'cJc I und ifllr)f%%)l< a +— Da das Volumen des Intervalls,

dessen zwei gegeniiberliegende Ecken die Punkte t und v sind, gleich k|I] ist, gilt
r()Z kr(I).
b)Essei I=(u;v).Esist 1 <k<2. Wirsetzen t=6u+ (1 —6)v. Essei u = (u,,
v W), 0=(vy, ..., v)und t=(z4, ..., t;). Dann ist t<uy, fir i=1, 2, ..., j. Wir
werden das Intervall (¢; u) mit Y und das Intervall (¢; v) mit I’ bezeichnen.
Dannist luYcl', |I'|=k|I| und II;TI
o) o) _10a()
IcJ und =—;
T =1k 1

= (1 —%) . Es sei J ein Intervall (x; ), wo

xeY ist. Dann gilt: >a—-%. Es sei p=
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=max {v,—u:i=1,2,...,j}und /=max {v,—¢t:i=1,2, .... j}. Dann ist Izk:p
S

und r(J)=- 7 kp’_z r(I).
c)Essei d=2'und I=(u; v). Wir setzen t=du + (1 - 6)v. Essei u=(u,, ...,
u),v=(v,...,v,)und t=(t, ..., t,). Dann gilt . <u, fir;=1,2,...,j. Esseien Y

1 .
und I' wie in b). Dann ist Tu Yer, |I'|=2|1| und Iy _ (1~—> Es sei J das

r 0
UI(JJI)>K und r()ZLr(D).
Es sei y>0. Wenn wir in den Definitionen von Dog(x), Do(x), D.,o(x),
D.,0(x), Da(x), D*a(x), D.,0(x), D*,0(x) fiir die dort benutzte Folge {A,}.,
noch die Bedingung lim inf r(A,) =y fordern, dann werden wir diese Zahlen, bzw.

Intervall (x; v), wo xe Y ist. Dann ist I J,

Mengen mit D,o(x), D,0(x), D.,.,0(x), D.,.,0(x), 2,0(x), 2% 0(x), D.,.,0(x) und
D*. ,0(x) bezeichnen.

Wenn. wir in den Definitionen von D o(x), D o(x), D,,0(x), D.,0(x), Do(x),
D*o(x), D.,0(x) und D* o(x) fiir die dort benutzte Folge {A,}.., noch die
Bedingung lim inf r(A,)>0 fordern, dann werden wir diese Zahlen, bzw. Mengen

mit D,o(x), Doo(x), D.,00(x), D..o0(x), Dyo(x), D%o(x), D.poo(x) und
D%, 00(x) bezeichnen. Fiir diese Zahlen, bzw. Mengen mit dem Indices y, bzw.
0 gelten ihnliche Behauptungen, wie in Lemma 1 fiir D o(x), Do(x), D,,o(x),
D.,o(x), Do(x), D*o(x), D.,0(x) und 2, 0(x) gelten.

Mit dem Zeichen Zio(x) werden wir die Menge {ae(—w, ©): fiir jede

Umgebung U(a) von a existiert eine solche positive Zahl y, zwei solche Folgen
{LY>-. und {J,}.-, von Intervallen und eine soiche Folge {v,}.-, von Punkten,

daB I,—x, UI(IIHI) eU(a), r(I,)Zy, v, eine Ecke von I,, r(I)Zy fir jedes
IeJ(J,;v,), JU.;v,)cJ(I,;v,; U(a)) fir jedes n und lim sup |J. |>0 ist

P 4
bezeichnen.

Satz 4. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion, die auf ¥ definiert ist.
Dann ist D o(x), Do(x) e 2°o(x) und D,o(x), D,o(x) e D50(x).

Beweis. Es sei 0= a =D o(x) < «. Dann existiert eine solche Folge {I,};~,, daB
I,—x und lim Ul(TII) a ist.

Es sei U(a) eine Umgebung von a. Dann existiert eine solche natiirliche Zahl n,

daB (a—l a+1)cU(a)1st Es sei &, —2'“1:; Da l_.rgl(T’)—aist,muBeine
a(l)

solche natiirliche Zahl N, existieren, da3 <a+—— fir /=N, ist. Aus der

|| 2n
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Lemma 4 geht fiir /= N, die Existenz eines solchen Intervalls J; und einer solchen
Ecke v, von I, hervor, daB J. cI, %=(1—kﬁ)’, xelJ, r(HZk,r(I) und
o))

T
gegenuberllegende Ecke im J; liegt. Da a@ =D o(x) ist, muB} eine solche natiirliche

<a + fur jedes Intervall J ist, dessen eine Ecke der Punkt v, ist und die zu o,

Zahl N existieren, daB N= N, und ﬂ> a —l fiir jedes Intervall J, fiir welches

/]
xeJc I fir i= N gilt. Daraus ist es klar, daB J(.L sv)cJ(J ;o U(a)) fir iZN
und lim sup %>0 ist.

Das aber gibt uns a € 2° o(x) ist.
Es sei 0=a=D,0(x)< und U(a) eine Umgebung von a. Es existiert eine

solche natiirliche Zahl n, daB (a _1 , a+= )c U(a) ist. Es sei &, = ing i;
Dann existiert eine solche Folge { L},’.‘,, von Intervallen und eine solche y >0, da

%< + ,r(l)yZyfiri=1,2,3, ... und I, > x. Aus der Lemma 4 bekommen

wir eine solche Folge {J;};~: von Intervallen und eine solche Folge {v,};~, von
bl _
L]~
r(!)>k r(l)= und 0|(J?<a +— fiir jedes Intervall J ist, dessen eine Ecke der
Punkt o, ist und die zu v; gcgenuberliegende Ecke im J; liegt. Da a =D, 0(x) ist,

a(J)
171

Punkten, daB firi=1,2,3,... J,c [, ¢! —\’/_k,.)’, v; die Ecke von [, und x e J,

muB eine solche natiirliche Zahl N existieren, daB fir iZN——>a —% fir jedes

Intervall J, fiir welches x€ Jc< I, und r(J)é%’ ist.

Daraus sieht man leicht, daB a € Z5o(x) ist.

Es sei 0=Do(x), bzw. 0=D,0(x). Dann ist Do(x)=Do(x)=0, bzw.
D,o(x)=D,0(x)=0. Nach dem, was wir schon bewiesen haben, ist
D o(x) € 2°o(x), bzw. Doo(x) € Z5a(x).

Es sei 0<a =D, 0(x) = und U(a) eine Umgebung von a. Dann existiert eine

solche natiirliche Zahl n, daB 0<a-% und (a—%, a+%)cU(a), wenn

2na —2
2na—1"°

0<D,o(x)<% und (n, ®) c U(a), wenn D,o(x) = ist. Es sei &, =

wenn 0<a <o und k, =3, wenn a = ist.

Wenn wir statt des Teiles a) der Lemma 4 die Teile b) und c) anwenden,
beweisen wir dhnlich wie im Falle 0=D,0(x) < die Existenz von einer Zahl
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y>0, von zwei Folgen {I}., und {J;}7., von Intervallen und einer Folge {v,},
von Punkten mit folgenden Eigenschaften:

a(l)

i) Es gilt:
(i) g 'II

eU(a) und r(L)Zvy fir i=1, 2, 3,
(i) L—x;

(iii) Fir jedes / gilt: xeJ, r(J)Zk,r(I)Z k,y und I(JJI)E U(a) firr jedes

Intervall J, desser. eine Ecke der Punkt v, ist und die zu v, gegeniiberliegende Ecke
im J; liegt.

Daraus bekommt man, daB D,o(x) € 250(x) ist.

Ahnlich beweist man, daB D o(x) € 2° o(x) ist, wenn 0<D o(x) = = ist.

Wenn D o(x)=o, bzw.. D,o(x)== ist, dann ist Do(x)=Do(x), bzw.
D, 0(x) =D, 0(x). Daraus folgt, daB D o(x) € 2° o(x), bzw. D, o(x) € D5 0(x) ist.

Wenn wir in den Definitionen von D o(x), D o(x), D,,0(x), D.,0(x), Do(x),
D*o(x), D.,0(x) und D¥, o(x) fiir das System B nur das System aller Intervallen
aus #, deren eine Ecke der Punkt x ist nehmen und wenn wir in der Konvergenz
A, —x die Bedingung lim m(A,) =0 durch die Bedingung lim d(A,) =0, wobei

d(A,) den Durchmesser der Menge A, bedeutet, ersetzen, dann werden wir diese
Zahlen, bzw. Mengen mit D o(x), Do(x), D.,0(x), D.,o(x), Do(x), D*o(x),
9.,0(x) und F*,0(x) bezeichnen.

Wenn wir in den Definitionen von D o(x), Da(x) D..o(x), D,, o(x), Do(x),
P*o(x), D,,0(x) und D?,0(x) fiir die dort benutzte Folge {A,}: ., noch die

Bedingung lim inf 7(A,) = y (lim inf 7(A,) > 0) fordern, wo y >0 ist, dann werden

wir die so bekommenen Zahlen, bzw. Mengen mit D,o(x), f),o(x), D.,,o(x),
D.,,o(x), B,0(x), D30(x), Dy.,0(x) und I, ,0(x) (Doo(x), BO o(x),
Du.00(x), D00 (x), Boo(x), D0(x), Dinoo(x) und B2, ,0(x)) bezeichnen.

Mit dem Zeichen 9¢u(x), wo y>0 ist, werden wir die Menge {a e (—, ©):
fiir jede Umgebung U(a) von a gibt es zwei solche Folgen {I,}.., und {J,}.-,
. von Intervallen, fiir welche I, € #, r(I,)=y und x eine Ecke von I, fiir jedes n,

L) ¢ (a), I—sx, F(DZ v fiir jedes I€ J(. ; x), J(J.; x) < J(L; x; U(a)) fiir

Ll
. : A
jedes n und lim sup LI

u{%fo(x): y>0).

>0 zst} bezeichnen. Es sei 95o(x) die Menge

Lemma 5. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall. Es
seix=(xy,.... %), y= ... ) und y;<x fiiri=1,2, ..., j. Essciu=(u, ..., 4)
und yi<u<x, fir i=1, 2, ..., j. Es sei I=(y;x) und I, =(u;x). Es sei
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all)
i =a<h=T

L)

Dann existiert eine solche 1te(0,1). daB fir

|1,

II'I') €(a, B) gilt.

Beweis. Das Lemma 5 sei nicht richtig. Es sei T={se(0,1): fiir

v=(]—1)y+tu

. I, .
z2=(1—s)y+ su gilt: %é a}. Esist evident,daBOe Tund r=sup T e (0,1) ist.

Es sei s, e T fir n=1, 2, 3, ... so gewahlt, daB s, =¢ und lim s, = ist. Daraus

bekommen wir, daB o(l)=o(l, )=a|l,| gilt, wo w=(l—-r)y+m und
v,=(1—s,)y+s.ufirn=1,2, 3, ... ist. Daraus folgt, daB o(L.)=S «|l,|.d.h. te T
ist. Darum muB <1 sein. Weil fiir jedes z=(1—s)y+su, wo s>t ist, die
Ungleichung o(1,) 2 B| 1] gilt, gilt: o(1,) = B|1,]. Das ist aber ein Widerspruch.

Satz 5. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall. Dann
gilt: Do(x) < D, 0(x).

Beweis. Es sei a € Yo(x). Wenn a =0 oder a =, dann ist @ =D o(x) oder
a =D o(x) und man beweist, daB a € @*,0(x) ist, dhnlich, wie man die Behaup-
tungen: Do(x), Do(x)e 2°0(x) im Satze 4 bewiesen hat.

Es sei O<a<w und O<a_l Wihlen wir U(a)—(a—%, a+%> und

1 . - ) .
V,,(a)=(a-—; s a+%). Es sei {I.},-, eine Folge von Intervallen, deren eine

Ecke der Punkt x ist und fiir welche I, »>x und I, € {Ie R UI(II]) eU, (a)} fir k=1,
2,3, ... ist. Wir kénnen annehmen, daB I, = (¢ ; x) fir k=1, 2, 3, ... ist. Es sei
u=(u, ..., ), x=(x,, ..., x;,)und y,<ux, fir i=1, 2, ..., j. Dann existiert ein
solches k, daB ¢, € (u; x) ist.

O(Iy) < o(lk)

Es sei y=(1—-s)t.+sx und I, =(y;x). Dann gilt

LI — |kl
(L) a+2L 1 / 2 1
o(l, n . .. na+1 .
= —< <a+-— = - .
A=sY|L] ~(1=<s) a+n fiir jedes s, fiir welches 0=s<1 na+2 ist
Wenn fur jedes s, fiir welches 0=s<1— Znatl , ——1—5 o(4) ist, dann ist
2na+2 n— |I| -
2na +1 .
(2_71(1 ) |L|, |L|><cP(V.,(a); IL). Daraus bekommt man, daB
( 2na + 1) L
|P(Vu(@): I\ 2na+2) " 1 .
A A =Zna+2 Vst
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i
2na+1
2na+2

oll) _
4]

y=(1-35)t +5x und I,=(y; x) gilt. Dann existiert ein solches Index m, daB
t.elnt ({(y; x)) ist, wobei Int({y; x)) das Innere von (y; x) bedeutet. Es sei
. a(l,) ( 1 L) 1 e
s* inf {se(Ol} |I| a=5-, a+2n , wobei y=(1-s)y+st, und
IL=(y;x) ist}. Es sei z=(1—-s*)y+s*t,. Dann existiert eine solche Folge
w . a(l,) ( 1 1 ) .
A * * << _._r_ —_—— — =

{Sa}n=1, DaB!l_rEs =s5* s*=s, und IL | €ela n ,a+2n firr=1,2,3, ...
ist, wobei y,=(1-1s,) y+s,tm und I, =(y,; x) ist. Daraus bekommen wir, daB
o)., o)., 1. :

L] _Lrg IL| Za on ist.

Es sei z=(z, ..., z) und y=(y,, ..., ;). Wirsetzen v=(1—s)y+sz und I, =

= (v; x). Nehmen wir jetzt solches s € (0,1), fiir welches [ | (1 +(1-9) fri - Yi> =
)

Es sei ie(O,l— ) eine solche Zahl, daB fur

i=1 —Zl
<2na—1. .. o(l) ol) _ _ A\ o(l,
= g ist. Dann gilt: A >n —(]:[l (1+(1 s) z.-)) 7] =
(x.—v)
a(L;) |5l _ 15| o(L) o(L)

éa—;lz-.Dafﬁrs=Ov=iund

1

a——
|L;| o(L) 2n  2na-—1
o(L) L] > — 1 = Sna—2 sein. Also muB ein solches p € (0,1) existieren, fiir

| o(B) |L| o(L)

1.
< a—;:st, muB

|5 l

~

n
_ 2na-—- N L <
welches Ul (1+(1 D) -—z.) = 5 2 und .U. (1+(1 s) z,) e (1,
2na—1\ .. . . ' )
2na—2> fur se(p, 1) gilt. Es sei w=(1—p)y+ pz und I.=(w;x).
Fiir jedes I, =(v; x), wo v=(1—s)y+sz und se(p, 1) ist, gilt OI(II‘i) > a
. Es sei jetzt s eine solche Zahl aus (p, 1), fur welche I(III) >a - 51; ist,
wobei v = (1 — s) y + sz ist. Dann existiert ein solches f<a +§!'—’ , daB a —%<
IL) i Weil 4 1 1 o(k) .. )
<a-_<a-3-<f< dy, < v <xf
III || a-o<a-5 B IL]| und y; < v, < x, fur
» 2, ..., j ist, existiert nach der Lemma 5 ein solches ¢€(0,1), daB al(lfl)

(a—i,ﬂ) fir g=(1—¢)y+a und I, =(q; x) gilt. Da q¢=(1—tss*)y + tss*¢,
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ist, muB rss* = s* gelten. Darum muB ¢ =1 und s = 1 sein. Das ist aber unmoglich,
1, | S
weil r€(0,1) ist. Daraus folgt, daB %I—)éa 5. fir jedes se(p,1),

v=(1—s)y+sz und I, =(v; x) gelten muB.

Es muB also (| L], |L|) = P(V,(a); L.) sein. Daraus bekommen wir, daB

|PVat@): )] o ||~ L] _
Ll o |L]

([TO+a-pE=E) -1l

i=1 —

/ B ¥
REen

2na —1
=2"a_2_: L o1 S0t
2na —1 2na—1" 2na+?2 )
2na —2

Wir haben also bewiesen, daB es ein Intervall /< (u; x) mit einer Ecke x so
o) |P(V,(a); D)| -,
existiert, daB _|I| € V,(a) und 1] =51

men wir, daB a € 9*,0(x) ist.

>0 gilt. Daraus bekom-

Satz 6. Es sei 0 eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall. Es sei
0<y=1 und 6<3}y. Dann sind D,o(x) und D,o(x) aus der Menge Po(x).

. . - . 1 1
Beweis. Es sei a =D,0(x) <. Wir setzen U,.(a)=(a—2—n, a+ﬂ) und

V.(a)= (a—%, a+%) fir n=1, 2, 3, .... Dann existiert eine solche Folge

{IL}<-1 von Intervallen, deren eine Ecke der Punkt x ist, fiir welche I, —»x,

I
_Zz-<a|(1 "I)< + 21 fir jedes & und hm mf r(I.)Z y ist. Wir konnen anneh-
k

2na+1

men, daB I, = (y. ; x) fiir jedes & ist. Es sei c = 2na +2

Jo=(y; w) fiir k=1,2,3, ....

, Wi = ¢y + (1 —c)x und
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1
a+=— :
Es sei 1€ J(J,; x). Dann ist o(l) = o(L) = U,(I") < ,Zn = a+l. Da
|1 |1] |1 c n

lirl'(rlinf r({we;x)) = li-rkn inf 7(I,)Zy ist, muB ein Index N, so.existieren, da

a({w.; x)) 1 .. . 1 ; 1
— > q — —f = . - = la——) =
[(we s x)] a -5 firn = N, gilt. Daraus folgt, daB a o < c(a Zn)

Sowix) o o) _oh o)., oo . _ ]
= w0 S T we xS st Esseix= (x5 0 e
wyeund b=max {x,—y,,:i=1,2,...,j}. Dann gilt r(I) = ll,l = —lml —f’,‘l =
l( k k
=gy 2 Ky o ryzia).

A

Da 26 <y ist, muB eine solche natiirliche Zahl N existieren, die groBer als N, ist
und fiir welche () =246 fir k= N ist. Nehmen wir jetzt die Folgen { /. }s.~ und
UI(ILI) € Vi(a), r(I) = 26 > 6 fiir jedes k=N,
r(I)Z;r(Ik) fir jedes Ie J(Ji; x), J(Ju s x)J(Li s x3 V, (a)) fiir jedes k= N und

L]

{J}x-~- Dann gilt: I, —>x,

lim sup I "I—(l—c)’>0.
| L]

Daraus wird leicht gesehen, daB a € Pfo(x) ist.
Es sei D ,0(x)=o. Es sei U,(a)=(2n, ©) und V,(a)=(n, ») firn=1, 2, 3,
. Dann muB eine solche Folge {Y,}:-, von Intervallen mit einer Ecke x

a(Y.)
IYI
konnen annehmen, daB Y, = (y.; x) fir k=1, 2, 3, ...

Es sei c=\l/f, we=cy+(1—c)x und J,=(w; y) fir k=1, 2, 3, .... Wir
setzen I, = (w,; x) fir k=1,2,3, .... Dann gilt |I,| =¢’| Yi| und (L) = r(Y,) fiir

k=1, 2,3, ... und hm ! sup III: (1——2;) >0.
. k

Es sei ITeJ(Ji;x). Esseix = (x, ..., ), e = (Wesy ..., Wi ;) und =

oY) o o) _ o)

existieren, fiir welche Y, -X, lix;n inf r(Y,) 2y und —=%>> 2n fiir jedes & ist. Wir

= max {x;,—w.,:i=1,2,...,j}. Danngilt n=c” 2n <

Y T 1Ll T 1
I I I s X =i
I I Illkll IIZ Z I<ylklkl : r(L)=c” r(L)=3r(L).

Da 26 <y ist, existiert eine solche natiirliche Zahl N, daB r(I,)=26 fur k=N
ist. Jetzt konnen wir schon leicht ableiten, daB D ,0(x) € Dfo(x) ist.

und r(I)=

Essei0O<a= D; o(x) <. Es sei n solche natiirliche Zahl, daB 0<a —-23—n ist. Es
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1

1
sei U,.(a)=(a—2—n-, a+§;) und V,.(a)=((1 I

1 . .
-, a+;>. Dann existiert eine
n

solche Folge {Y,}<-, von Intervallen, deren eine Ecke der Punkt x ist und fir

a(Y.)

A € U,(a) fir jedes k ist. Wir koénnen
k

welche Y, —x, lit;n inf 7(Y«)Zvy und
annehmen, daB Y, = (y.; x) ist.

2na—1 )
e =2 W= t(1=c)x und Jo = (we;we) fir k=1, 2. 3.

Wir sezten [, =(w,; x) fir k=1, 2, 3, .... Dann gilt |L|=c'|Y.| und r(L)=

=r(Y) fiir k=1,2,3, ... und lim sup IlIk; (1 —%),>0_

Es sei TeJ(J,; x). Dann gilt a—% =c' (a——l—> <c'
a(l)
=
Wir konnen schon leicht ableiten, daB a € 9f0(x) ist.

Wenn D, o(x) = ist, dann gilt D, o(x) = D, 0(x) e 92o(x). Wenn D, o(x)=0
ist, dann gilt D,o(x) =D, 0(x) € 70(x).

Es sei ¢ =

o(Y) _ o(Y.) <
| Yl LI —

und r(DZc™ r(L)=:r(1).

Folgerung 2. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall.
Dann D,o(x), D, o(x) e ZLa(x).

Folgerung 3. Es sei a eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall. Es
sei 0O<y=1 und 6 <iy. Wenn die Menge 9{0(x) nur ein Element enthilt, dann
gilt D,o(x)= D ,o(x).

Es ist ein Problem, ob fiir jede nichtnegative nichtfallende Funktion ¢ vom
Intervall zu jedem 0 < y = 1 ein positives o so existiert, daB 9, o(x) = Y7o(x) gilt.
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TEOPEMbI XMHYUHOBA THUIIA U1 ®YHKLIMN MHOXECTBA
JTapucnas Mnuink

Pesome

B sTon paboTe 10KA3bIBAETCA HECKOJIBLKO TEOpeEM XHHYMHOBA THNA 06 IKCTPEMHLIX NMPOH3BOAHBIX
HIN O MHOXKECTBE MPOHU3BOAHbIX YHCEI d)yHKuHﬁ MHOXECTBa M OCOGEHHO d)ym(umi HHTEpBaja.
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