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Math. Siovaca, 27,1977, No. 2,155—171 

SÄTZE DES KHINTCHINE TYPUS 
FÜR MENGENFUNKTIONEN 

LADISLAV MlSJK 

A. Khintchine hat in [1] bewiesen, daß folgendes Lemma gilt: Wenn eine 
monotone Funktion f in einem Punkt x die approximative Ableitung fp(x) besitzt, 
dann hat sie auch die Ableitung f (x) und f(x) = fp(x). In [2] und [3] sind gewisse 
Verallgemeinerungen des Lemmas von Khintchine gegeben. In [4] und [5] sind 
folgende Verschärfungen des Lemmas von Khintchine bewiesen: Die Menge aller 
approximativen derivierten Zahlen einer monotonen Funktion ([5]), bzw. einer 
Lipschitzfunktion ([4]) ist gleich der Menge aller derivierten Zahlen. 

In dieser Arbeit sind ähnliche Sätze für Mengenfunktionen und speziell für 
Funktionen vom Intervall bewiesen. 

1. Es sei 2ß ein System von Teilmengen der Menge X und m eine positive 
monotone auf ^ definierte Funktion, d.h. m(A)>0 für jedes Ae& und 
m(A)^m(B), wenn A, Be SS und A CLB gilt. 

Für jede Menge Aeffi bedeutet <%(A) die Menge {Be3&:BczA}. 
Es sei An effi für n = 1, 2, 3, ... \xv\AxeX. Dann konvergiert die Folge {An}n^t 

zu dem Punkt x, im Zeichen An-*x, wenn xeAn für n = \, 2, 3, ... und 

lim m(An) = 0 gilt. An-^x bedeutet, daß An-*x nicht gilt. 

Es sei o: S8—> ( — oo oo) eine Funktion, C c ( - oo, oo) und A e 38. Dann wird 
P(C; A) die Menge \ye(0, <*): es existiert ein solches Be 38(A), daß m(B) = y 

und ,n[eCist} bedeuten. Die Menge P((cc, °°) ; >-)- bzw. F ( ( - o ° , a ) ; A) 
m(B) ) 

werden wir kurz Pn(A), bzw. F'(A) bezeichnen. 
Das äußere Lebesguemaß der Menge A im euklidischen Raum fj, werden wir als 

\A\ bezeichnen. Das Intervall ( — oo, oo) werden wir mit der üblichen Topologie 
von zweipunktiger Kompaktifikation nehmen. Die abgeschlossene Hülle der 
Menge Y werden wir mit Y bezeichnen. 

Definitionen. Es sei o: 33-> ( - oo, oo )9 XeX. Dann definieren wir: 

Da(.r) = inf \ß: für jede Folge {Abgilt: (^Ame^Ae3S: xeA,^ß±>ß\ 

fürn = \, 2, 3, ...)-»(An^x)}; 
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Dapa(jc) = inf Iß: für jede Folge {A„):„ gilt: entweder ( ( A e {/• eä3: xe A, 

^)>ß}fürn = l,2,3,...)^(A„^x)oder((A„^x)undlimJ-^^ = o};-

Do(x)=-D(-o)(x); 
D,po(x)=-D,p(-o)(x); 

3>*o(x) = \ae ( -°°, °°): für jede Umgebung U(a) des Punktes a existiert 

eine solche Folge {Ah"-,, daß A. e { A e 33: ^ ^ ' e f/(a)} /ür « = 1,2, 3, ... 

und A„—>x ist\; 

3)o(x) = o e ( - =0, oo): es existiert eine solche Folge {A„ }"„,, daß A„e(% für 

n = 1,2,3,..., A - » * , 
o(An) -> a £/7t J; 
m(An) 

3iapo(x) = I a e ( - oo, oo): für jede Umgebung U(a) des Punktes a existiert 

eine solche Folge {A.}Z-U daß An E { A e@: ^^z e U(a)\ fürn = l, 2, 3, ..., 

An-*x und hmsup ' v K,'A\ Jl>0 ist}; 
,n^oo m(An) J 

Җ {
n—*•<» wmy* m.n j f 

a e ( - oo, oo): es existiert eine solche Folge {An} r.., daß AnedS für 
« = 1, 2, 3, ..., ^ T H - * « ,

 A»-*x ™<1 limsup * W ( f * \ A w ) * > 0 /ür jede "HA,) ^ „_» m(An) 
Umgebung U(a) des Punktes a gilt 

Lemma 1. Es gilt: 
(a) &po(x)cz2o(x)n®*po(x)czgo(x)u®*po(x)c:3)*o(x)=2)o(x); 

(b) 3)*o(x) = 2)*o(x) und ®ap o(x) cz2*p o(x) = Sa*p a(jc); 
(c) Da(jr) = sup S*a(jc) = sup 3)o(x\ Da(jr) = inf S*a(jc) = inf 3)o(x)\ 
(d) Dap o(x) = inf ®*pa(jc)Sinf 2>apa(.r), sup ®apa(jc)^sup ®*pa(jc) = 

= D a pa(jc); 

(e) Pa(.r)^Dapa(jc) und Dap<7(jc).= Da(jc). 
Beweis. Die Behauptungen (a), (b), (c) und (e) sind aus den Definitionen leicht 

beweisbar. 
(d) Die Ungleichung inf 3*po(x)^int 3fupo(x) ist klar. 

Es sei ae2)*po(x). Dann muß für jedes ß, für welches a<ß gilt, eine sol­

che Folge {An}:^ existieren, daß ^^l<ß für /z = l, 2, 3, ..., An-+x 
m(An) 
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\P*(A )\ 
und l imsupJ—rrr1>0 gilt. Daraus folgt, daß Dap o(x)^ß gilt. Es muß also 

„_*=<, m(An) 
Dap a(jc)^a für jedes ae2)*o(x) gelten. So bekommen wir, daß D.p a(jc) = 
^inf 3)*p o(x). ist. 

Wenn Dap o(x) = *> ist, dann gilt D«p o(x) = inf 2>?p a(jc). 
Es sei a = Dapa(jc)<oo und es sei U(a) ein Intervall, welches eine Umgebung 

von a ist. Es sei ö = inf U(a) und y = sup t/(a). Dann existiert eine solche Folge 

{A,}r=-i und eine positive Zahl e, daß A,—>JC, An e\A e33: xeA, , . \<y[und 

[ /w(-4) J 

^ T > f für/* = l, 2, 3, ...gilt. 

Wenn a = - o o ist, dann ist P(U(a); An) = PY(An) für n = \, 2, 3, ... und 
l i m s u p ^ ^ ^ L ^ > 0 . Wenn a > - o o ist, dann ist 6<a und 

m(A.) 
PY(An) = P(U(a)\ A,)u.P ( < - « > , *±5fJ; ^ . Weil ^ y ^ < a = P.pa(jc)und 

H<~m*-)\ An —> x, muß lim T-T-T ! = 0. Daraus bekommen wir 
«—°° m(An) 

\P(U(a);An)\ v (\P(U(a);An)\ , K < ~~ * ' ~ ) ; A") i L 
lim SUp , A \ ^ = hmSUp \ ' \ ' . ~ + 7-7-7 L / i 5 

„^. /w(A.) „̂ ~ \ m(An) m(An) I 
\PY(A )\ 

^lim supJ—; " >0. Damit haben wir bewiesen, daß ae3)*po(x) und 
„_>„ m(An) 

P.p a(.r) = inf 3)*p o(x) ist. 
Die zweite Behauptung ist klar. 
2. Es sei m ein Maß auf si und 38 ein Teilsystem von si. In diesem Teil des 

Artikels werden wir voraussetzen, daß für m und 38 folgende Bedingungen erfüllt 
sind: 

1? Für jedes Be 33 ist 0<m(B)<oo; 
2? esseim(A)<a<<x>fürAeffl. Dann existiert ein solches Be33, für welches 

AczB und m(B) = a gilt; 
3°. Für jedes Ae38, jedes xeA und jedes a, für welches 0<a<m(A) gilt, 

existiert ein solches Be33, für welches xeBczA und m(B) = a ist; 
4? Für alle solche A, Beffl und jede solche rj, für welche AczB und 

m(A)<rj<m(B) ist, existiert ein solches Ce33, für welches AczCczB und 
m(C)=Tl ist. 

Satz 1. Es sei o eine nichtnegative monotone Funktion, die auf 33 definiert ist. 
Dann gilt: t>o(x) = Dmpo(x) und Pa(jc) = D.pa(ji:). 

Beweis. Nach der Lemma 1. (e) gilt: Dmpo(x)^D o(x). Setzen wir voraus, daß 
D.pa(jc)<Da(jc) gilt. Dann existieren solche Zahlen a, ß und y aus (— oo, oo), daß 
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O^Dava(x)<a<ß<y<Da(x) ist. Man kann also aus der Menge \Ae^ß:xeA, 

\ A\>y\ eine solche Folge {An}n , auswählen, daß An—»x erfüllt ist. Aus 2? 
m(A) 'J 

geht hervor, daß für jedes n eine solche Menge Bn e tä existiert, daß An cz Bn und 

min Ij:, 2 J m(An)<m(Bn)<m'\n (•- , 3 J m(An) erfüllt ist. 

Es sei max ( - , -j^rj^ 1. Dann gilt m(An)<max (- ,-) m(B„)^ 

^rjm(Bn)^m(Bn). Aus 3? bekommen wir, daß ein solches Dr,etß existiert, für 

welches AnczDnczBn und m(D,) = r]m(Bn) gilt. Weiter bekommen wir: 

m(D„) m(B„) m i n ( ^ 3 ^ ( A J V 3> 

Daraus bekommen wir, daß I t}m(Bn): max ( - , - ) ^ r / ä = 1 lc=P„(Z?,.) für jedes n 

ist. Es ist also ,"' = 1 - m a x ( - , - ) > 0 für n = \, 2, 3, .... Man kann ableiten, 
m(Bn) \2 y! 

daß " ( > a , JTGH., für jedes n und lim m(Bn) = 0 ist. Damit haben wir 
m(Bn) «-~ 

bewiesen, daß Z?„e | -4e .^ : xeA, —VrT > ö f [ I l i r AZ = 1, 2, 3, ..., H„ —>x und 
l /w(i4) J 

I P ff? 1̂ 
Hmsup ,n"i >0 gilt. Darum muß a ^ D d a(x) gelten. Das ist aber ein 

„_^ m(Bn) 
Widerspruch. 

Es sei jetzt P a ( j r ) < p a p ö ( x ) . Dann existieren drei solche Zahlen a, ß, 
y e ( - ° o , °°), daß O^Da(x)<a<ß< y<D va(x) ist. Daraus folgt, daß eine 

solche Folge {-4„}r=. existiert, für welche Ane\Ae£8: xeA, — 7 ~ r { < a \ für 
l m(A) J 

n = 1, 2, 3, ... und An—*x gilt. Aus 3? geht hervor, daß für jedes n ein solches 

Bne2ü existiert, daß BnczAn, x e Bn und max ( - , - J m(An)^m(Bn)^ 

^maLx(^,-\ m(An) gilt. Es sei ig / / -Smin ( - 2 j . Dann gilt: m(Bn)^ 

rjm(Bn)^ min (— , 2 J m(Bn)^ m(An) für jede^ AZ. Aus 4? bekommen wir die 

Existenz von solchen Dri e $ß, daß Bn cz Dn - An und m(DT})" t]m(Bn) gilt. Daraus 

bekommen wir, daß - ^ s - ^ g — ^ < ^ V gut. 
max ( - , - 1 m(A„) m a x l - , - 1 
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Es muß also lrjm(Bn): \^rj^min (^ ,2)]c:PY(An) sein. Da 

Ane\Ae®:xeA, ^TQ<Y) für /i = l, 2, 3, ..., An-+x und 
l m(A) J 

.. ü-(A.)l>r H(a'2)-')m(J,-L 
hm sup J—, . > -̂  hm sup TT\ = 

«-* m(An) „_. F w(A„) 

(min (— , 2) - 1) max ( - , - j > 0 gilt, muß Dap o(x) ^ y gelten. Das ist ein Wider­

spruch. 

Damit haben wir bewiesen, daß Dapo(x)^Do(x) ist. Daraus und aus der 
Lemma 1 (e) bekommt man, daß papa(.r) = Dör(.r) ist. 

Folgerung 1. Es sei o eine nichtnegative monotone Funktion, die auf äS definiert 
ist. Wenn Dapo(x) = Dapo(x) ist, dann ist auch Da( .r) = Da( . r ) . 

Eine Funktion o die auf di definiert ist, heißt eine Lipschitzfunktion mit der 
Konstante L bezüglich der Funktion m, wenn \o(B) — o(C)\^Lm(B — C) für 
jedes B, CeSß, für welche CcB ist. 

Satz 2. Es sei o eine additive Lipschitzfunktion bezüglich der Funktion m. Dann 
gilt: 2)o(x) = 2)*o(x) = 2)*po(x) = 3)apo(x). 

Beweis . Nach der Lemma 1. gilt es: 3)apo(x)cz3)a*po(x)ci3)*o(x) = 3)o(x). 
Wir werden zeigen, daß auch die Inklusion 3)o(x)c3)apo(x) gilt. 

Es sei o eine Lipschitzfunktion mit der Konstante L bezüglich der Funktion m. 
Es sei ae2)o(x) und U(a) eine Umbegung von a. Es sei V(a) eine solche 
Umgebung von a, für welche V(a)a U(a) und Q(V(a), ( — °°, 00) — U(a))^e 
gilt, wobei e eine positive Zahl ist. Dabei g ist die Metrik auf (— 00, 00). , 

Da ae2)o(x) ist, muß eine solche Folge {-4„}~_, existieren, für welche Aneffi 
für n = 1, 2, 3, ..., An-*x und lim \ n\ = a gilt. Es sei 0<r\<\ so gewählt, daß 

«-->~ m(An) 

Y^-2L<e erfüllt ist. Es sei Ae38, AaAn und (1 - r j ) m ( A n ) ^ m ( A ) . Dann 

o(An)-o(A)\m(An)+\m(A)-m(An)\\o(An)\^ 
(\-rj)m2(An) 

gilt 
o(Л) oЩ 

^ 2Lцm\An) 
(\-ri)m\An) 

m(A) m(An) 

<є. 

Da \ n\—>a gilt, existiert eine solche natürliche Zahl N, daß \ "\e V(a) 
m(An) m(An) 

für n^N ist. Dann gilt {km(An): 1 - r / S A r ^ l } aP(U(a)\ An) für jedes n^N. 

Daraus bekommen wir, daß lim sup — - — , A\ n 'iSrim sup ,A \ -ri>0 ist. 
„ _ F m(An) _ F m(An) ' 

Damit haben wir bewiesen, daß ae2)mpo(x) ist. 
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3. Wählen wir jetzt X = Ef, 38 gleich dem System J aller nichtdegenerierten 
abgeschlossenen Intervallen im Ef und m gleich dem Lebesguemaß im £",-, wo E, 
der y-dimensionale euklidische Raum ist. Es ist ersichtlich, daß (J, m) die 
Bedingungen 1?, 2?, 3.° und 4.° erfüllt. 

Es sei a = (ax, ..., a,), b = (bx, ..., bf) und tf,<A, für / = 1, 2, ..., j . Das Intervall 
/ = {xeEt:x = (xx, ..., JC,), a^x^bi für / = 1 , 2, ..., /} werden wir auch mit 
(a; b) bezeichnen, und die Punkte a und b werden wir Hauptecken von / nennen. 
Wenn u = (ux, ..., w,) und v = (vx, ..., vf) zwei Ecken von / sind, dann werden wir 
sagen, daß u die gegenüberliegende Ecke zu v ist, wenn «,-=£ f, für / = 1, 2,..., j ist. 

Es sei / ein Intervall aus J, Aal und v eine Ecke von /. Dann werden wir mit 
J(A ; v) die Menge aller Intervalle JeJ, deren eine Ecke der Punkt v und zu ihm 
gegenüberliegende Ecke in der Menge A ist, bezeichnen. 

Es sei o eine Funktion, die auf J definiert ist. Es sei {In}n = x eine Folge 
von Intervallen aus J und {vn}n = x eine solche Folge von 
Punkten, daß vn eine Ecke von In für n = 1, 2, 3, ... ist. Es sei a e ( - oo, oo) und 
U(a) eine Umgebung von a. 

Dann werden wir die Menge {IeJ:IaI„, vn ist eine Ecke von I und \ rx e U(a)} 
m(I) 

mit J(In; vn; U(a)) bezeichnen. Das Zeichen 3)°o(x) wird die Menge 

| a e ( — oo, oo): es existiert eine solche Folge {/„ }T=i von Intervallen aus J, daß 
( T \ 

In-^x, —7TT—»a ist und für jede Umgebung U(a) von a existiert eine solche 
m(In) 

natürliche Zahl N, eine solche Folge {Jn }n=i von Intervallen und eine solche Folge 
{vn}n=x von Punkten, daß vn eine Ecke von In, J(Jn; vn)czJ(In; vn; U(a)) für 
n = N, N+ 1, IV + 2, ... und lim sup jyL|>0 ist> bezeichnen. 

n—»oo lIn | J 

Man kann leicht folgende Lemma beweisen: 
Lemma 2. Es sei I ein nichtdegeneriertes abgeschlossenes Intervall, Y ein 

Intervall, welches im I enthalten ist, und v eine Ecke von dem Intervall I. Dann gilt 
\{\A\:AeJ(Y;v)}\^\Y\ 

1/1 = III • 
Lemma 3, Es sei o eine Funktion, die auf J definiert ist. Dann gilt 

3)°o(x)cz2mpo(x). 
Beweis. Es sei ae2)°o(x). Dann existiert eine solche Folge {/„}r=i von 

Intervallen aus J, daß In-*x, ,.!?{—>a ist und daß für jede Umgebung U(a) von 
"*(/„) 

a eine solche Folge {/„},7=i von Intervallen und eine solche Folge {vn}n=i von 
Punkten existiert, für welche vn eine Ecke von In, J(Jn; vn)czJ(In ; vn; U(a)) für 

n = \, 2, 3, ... und lim sup TyrX) ist. 
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Weil { | / | : / e J ( / „ ; vn\ U(a))} cz P(U(a); In) ist, folgt aus der Lemma 2., daß 

lim s u p mifkMzim sup millMLSM^^ s up IM>0 ist. Damit 
n — » | i . , | „-»sc I I . , I „ —ac | i w | 

muß ae3Jlipo(x) sein. 

Satz 3. £ s 5e/ a e/ne additive Intervallfunktion, die zugleich eine Lipschitzfunk-
tion ist. Dann ist 3o(x)cz3)°o(x). 

B e w e i s. Es sei L eine Konstante, für welche | o(I) | _§ L \ I\ für jedes IeJ> ist. Es 
sei a e 3o(x). Dann existiert eine solche Folge {In }n =, v o n Intervallen aus J>, daß 

-Tt£\->a und In->x gilt. Es sei Un(a)= (a-- , a+-) und Vn(a)=(a-j-, 
m(In) \ n n) \ 2n 

a + —) für AZ = 1, 2, 3, .... Es existiert eine solche steigende Folge {kn}n=l von 
In) 

natürlichen Zahlen , daß , y e Vn(a) für /i = 1, 2 , 3 , ... ist. Es sei r/ e ine so lche 

Zahl , für welche 0<n< 1 und , 2 L < — gilt. Es sei un e ine Ecke v o n d e m 
1 — 77 2n 

Intervall Ikn und un die zu vn gegenüberliegende Ecke von Ikn. Wir setzen 
ö = (l — f])1' und tn=(\ — ö)vn + öun. Es sei Fn das Intervall, dessen zwei gegen-* 
überliegende Ecken die Punkte un und tn sind. Es sei ze Yn und / das Intervall, 
dessen gegenüberliegende Ecke die Punkte z und vn sind. Für das Intervall / gilt: 
q(n__ihÄ ^\oU)-o(hJ\\hA , l | / H / J l k ( O l <2L|/J(|Zj-|/ |)< 

1'IKI l/IKI " ( l- i?) | / j 2 " |/| l'J 
— n _ \ l V l2 < T~ • W e i l l y l G ^"(a) ist* bekommen wir aus der K.tzten 

Ungleichung, daß ^ ^ e Un(a) ist. Es ist also J(Yn\vn) cz J(In; »„; Un(a)). 

\Y I 
Es ist ersichtlich, daß 7 7 ^ = ( l - < 5 ) ' > 0 für n = l, 2, 3, ... gilt. Also es gilt: 

im 
hmsup J7-r = ( l - ( 5 y ; > 0 . Darum muß ae3°o(x) sein. 

Es sei u = (ux, ..., w,), 0 = (t/„ ..., t>,) und ui<vi für / = 1, 2, ..., /. Unter dem 

Parameter der Regularität von Intervall I=(u; v) werden wir die Zahl -U-

verstehen, wobei / = max {tt,-w,: / = 1 , 2, ..., / } ist ([6]). Den Parameter der 
Regularität von / werden wir mit r(I) bezeichnen. 

Lemma 4. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion, die auf $ definiert 
ist. Es sei a e (0, 00), n eine natürliche Zahl und IeJ>. 

\ - ^ r °(I) , 1 1 2na +1 j e , 1 » - . • _ . _ . • 
a) Es sei a<&>, xel,-—-r-<a+— , k=- - u n d 0 = k1. Dann existiert ein 

\I\ 2n 2na + 2 
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\Y\ 
solches Intervall Y und eine solche Ecke v vom Intervall I, daß Yczl, - W = (l - ö)' 

und xeJ, -r—r- <a+— und r(J) =; kr(I) für jedes Intervall J gilt, dessen eine Ecke 

der Punkt v ist und die zu v gegenüberliegende Ecke im Y liegt. 
i x i - • r, 3 o(I) 1 , 2na — 1 , c , • ^ 
b) Es sei 0<a- — <a<™, -T7r>a-— , k = - und ö = k>. Dann 

2n |I| 2n 2na — 2 

existieren zwei solche Intervalle Fetf und Y, daß IKJYCZF, |F | = k|/|, 

| Y\ / 1Y 
Tjr\— ( 1 — T ) gilt, daß I und I' eine gemeinsame Ecke v haben und daß IczJ, 

-rjr->a und r(J)= — r(I) für jedes Intervall J gilt, dessen eine Ecke der 

Punkt v ist und die zu v gegenüberliegende Ecke im Y liegt. 

c) £5 sei -TJT->2K. Dann existieren solche zwei Intervalle l eJ> und Y, daß 

I Y\ 
/ u Yczl', j—j = (l - 2 •)', | I ' | = 2|I| gilt, daß I und V eine gemeinsame Ecke v 

haben und daß IczJ, —r—r- > K und r(J) =" \ r(I) für jedes Intervall J gilt, dessen eine 

Ecke der Punkt v ist und die zu v gegenüberliegende Ecke im Y liegt. 

Beweis , a) Es ist ersichtlich, daß ^ < ö < 1 ist. Es sei I= (y; z ) . Dann existiert 
ein solches Intervall V e J, dessen eine Ecke der Punkt \(y + z) ist und die zu dem 
Punkt \(y + z) gegenüberliegende Ecke eine Ecke v von Iist, daß xel' ist. Es sei u 
die zu v gegenüberliegende Ecke von I. Es sei Y das Intervall, dessen eine Ecke 
der Punkt u ist und die zu u gegenüberliegende Ecke der Punkt t = (\- ö)v + öu 

\Y\ 
ist. Es ist leicht zu beweisen, daß j7 | = (1 — <5)' ist. Es sei / ein Intervall aus $>, 

dessen eine Ecke der Punkt v ist und die zu v gegenüberliegende Ecke im Y liegt. 

Dann ist xel'czjczl und -7^^7771 <cx + — . Da das Volumen des Intervalls, 
Kl k\I\ n 

dessen zwei gegenüberliegende Ecken die Punkte / und v sind, gleich k\I\ ist, gilt 
r(J)^kr(I). 

b) Es sei 1= (u; v). Es ist \<k< 2. Wir setzen / = öu + (\ -ö)v. Es sei u = (ux, 
..., Uj), v = (vu ..., v,) und t = (tu ..., tf). Dann ist f,<i/, für i = l , 2, ..., /. Wir 
werden das Intervall (t;u) mit Y und das Intervall (t;v) mit V bezeichnen. 

wo Dann ist Iu Ycz/', | / ' | = k\I\ und j |Jj= ( l - | Y . Es sei J ein Intervall (x;v), 

V • ^ -U 7 I A 0(J)>ö(l) 1 O(I) 1 ^ 
xeY ist. Dann gilt: IczJ und - 7 ^ = 7771 =T"77i > « - " • Es sei p = 

\J\ |I | k |I| n 
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= max {?;,— u,:i= 1, 2, ...,/} und / = max {v, -/,-: / = 1, 2, .-•«./'}• Dann ist I^k^p 

und K f l e M - M . ^ , , . 

c) Es sei <5 = 2; und I=(u; v). Wir setzen / = <5w+ (1 - <5)t>. Es sei u = (ux, ..., 
uf), v = (v>, ..., i;,-) und / = (/„ ..., /,-). Dann gilt tt<ut für /== 1- 2, . . . , / . Es seien Y 

und / ' wie in b). Dann ist / u K c / ' , | / ' | = 2 | / | und j ^ - = ( l ~ ^ ) • Es sei J das 

Intervall ( x ; v), wo X E Y ist. Dann ist / c / , ^rjr>K und r ( / ) . g i r ( / ) . 

Es sei y > 0 . Wenn wir in den Definitionen von D a ( x ) , Da (x ) , D a pa(x) , 
D a pa(x), 3o(x), 3*o(x), 3apo(x), 3*po(x) für die dort benutzte Folge {-4„};=I 

noch die Bedingung lim inf r(An)^ y fordern, dann werden wir diese Zahlen, bzw. 
n—»=c 

Mengen mit D ya(x) ,D ya(x) , Dap ,ya(x), D a p y a(x) , 3Yo(x), 3)*yo(x), 3apyo(x) und 
3*PYo(x) bezeichnen. 

Wenn, wir in den Definitionen von D a ( x ) , D a ( x ) , D a pa(x) , D a pa(x) , 3)o(x), 
3*o(x), 3apo(x) und 3*po(x) für die dort benutzte Folge {An}n=l noch die 
Bedingung lim inf r(An)>0 fordern, dann werden wir diese Zahlen, bzw. Mengen 

mit D 0 a(x) , D 0 a(x) , D a p 0 a (x ) , D a p 0 a (x ) , 30o(x), 3)%o(x), ® a p 0a(x) und 
3*pA)o(x) bezeichnen. Für diese Zahlen, bzw. Mengen mit dem Indices y, bzw. 
0 gelten ähnliche Behauptungen, wie in Lemma 1 für D a ( x ) , Da (x ) , D a pa(x) , 
D a pa(x) , 3o(x), 3*o(x), 3apo(x) und 3*po(x) gelten. 

Mit dem Zeichen 3fio(x) werden wir die Menge | a e ( — °°, °°) : für jede 

Umgebung U(a) von a existiert eine solche positive Zahl y, zwei solche Folgen 
{I«}r=i und {/„}r=i von Intervallen und eine solche Folge {vn}n=l von Punkten, 

daß In-+x, -rjy eU(a), r(I„)^y, v„ eine Ecke von In, r(I) = y für jedes 

IeJ(Jn; vn), J(Jn; vn)aJ(In; vn; U(a)) für jedes n und lim sup 4 y 4 > 0 ist\ 

bezeichnen. 
Satz 4. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion, die auf ß definiert ist. 

Dann ist Da (x ) , D a ( x ) e ^ ° a ( x ) und D ( ,a(x), D ( , a (x ) e^?a (x ) . 
Beweis . Es sei 0 ^ a = Da(x )<oo . Dann existiert eine solche Folge {/i},°li, daß 

/,—>x und lim , , =a ist. 
/->- |/,| 

Es sei U(a) eine Umgebung von a. Dann existiert eine solche natürliche Zahl n, 

J O / 1 1 \ r r / x . T-, . , 2na + \ _ ,. o(l) n . 

daß a , a + — c U(a) ist. Es sei kn =- —- . Dalim-rVi = a ist, muß eine 
•\ n n) 2na + 2 »•-•- \l\ 

solche natürliche Zahl IV, existieren, daß • . , < a + — für /1^ IV, ist. Aus der 
|I, I 2/i 
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Lemma 4 geht für i ig IV, die Existenz eines solchen Intervalls / und einer solchen 

Ecke Vi von I, hervor, daß / c / „ jyf = (1 -kn>) j, xeJ, r(J)^knr(l) und 

-rrp < a + — für jedes Intervall / ist, dessen eine Ecke der Punkt v, ist und die zu v, 
\J\ n 

gegenüberliegende Ecke im / liegt. Da a = D o(x) ist, muß eine solche natürliche 

Zahl IV existieren, daß IVigIV, und , rl >a — für jedes Intervall / , für welches 
| / | n 

xeJczl für /g1V gilt. Daraus ist es klar, daß / ( / ; r,-)cz/(/-; v,; U(a)) für /igIV 

und lim sup 77} > 0 ist. 
\Ii\ 

Das aber gibt uns ae3)°o(x) ist. 
Es sei 0 ^ a = poa(jc)<oo und U(a) eine Umgebung von a. Es existiert eine 

solche natürliche Zahl n, daß (a — , a + — )czU(a) ist. Es sei k„=- —r . 
\ n n) Lna-V L 

Dann existiert eine solche Folge {l}„=i von Intervallen und eine solche y > 0 , daß 

- T ~ r < a + — , r(It)^y für / = 1, 2, 3 , ... und 1-+X. Aus der Lemma 4 bekommen 
II. I n 

wir eine solche Folge {/}T=i von Intervallen und eine solche Folge {i;.}*-. von 

U\ > / - • 
Punkten, daß für / = 1, 2, 3 , . . . J, c I , , -—[ = (1 — vkn)\ vt die Ecke von I, und JCG/ , 

r(/)gA:rtr(I;)ig^ und -rjr-<a+— für jedes Intervall / ist, dessen eine Ecke der 
2 jJI n 

Punkt i?, ist und die zu vt gegenüberliegende Ecke im / liegt. Da a = D0o(x) ist, 

muß eine solche natürliche Zahl IV existieren, daß für i^N . yl > a für jedes 
| / | n 

y Intervall / , für welches xeJczl und r(/)g^ ist. 

Daraus sieht man leicht, daß ae2%o(x) ist. 
Es sei 0 = Da(jc), bzw. 0 = D oa(x) . Dann ist Do(x) = Do(x) = 0, bzw. 

D oa(x) = poa(jr) = 0. Nach dem, was wir schon bewiesen haben, ist 
Do(x)e3)°o(x)9 bzw. D0o(x)e2%(j(x). 

Es sei 0 < a = D 0o(x) ^ » und U(a) eine Umgebung von a. Dann existiert eine 

solche natürliche Zahl n, daß 0 < a und (a — , a + —)czt/(a), wenn 
« \ AZ n) 

0<Doa(jc)<oo und (w, oo)cz(/(a), wenn D0a(jr) = °o ist. Es sei kn=zz^-—7, 
2rza — 1 

wenn 0 < a < < » und kn=\, wenn a = <» ist. 

Wenn wir statt des Teiles a) der Lemma 4 die Teile b) und c) anwenden, 
beweisen wir ähnlich wie im Falle O^D0o(x)<o° die Existenz von einer Zahl 
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y>0, von zwei Folgen {1)7=1 und {/,},"-! von Intervallen und einer Folge {r,},00«! 
von Punkten mit folgenden Eigenschaften: 

(i) Es gilt: ^eU(a) und r(l)^Y für / = 1, 2, 3, ...; 

(ü) l-^x; 

(iii) Für jedes / gilt: xeJ, r(J)^knr(l)^knY und ^eU(a) für jedes 

Intervall/, dessen eine Ecke der Punkt vt ist und die zu v{ gegenüberliegende Ecke 
im / liegt. 

Daraus bekommt man, daß D0a(x)G^a(x) ist. 
Ähnlich beweist man, daß t>o(x) e 3)°o{x) ist, wenn 0<Da(x).§o° ist. 
Wenn D a(x) = <», bzw. D0a(x) = <» ist, dann ist Da(x) = Da(x), bzw. 

D0a(x) = D0a(x). Daraus folgt, daß D o(x) e 3)0o(x\ bzw. D0o(x) e 2ßo(x) ist. 
Wenn wir in den Definitionen von D o(x), Do(x), Dapa(x), Dupo(x), 2)o(x), 

3)*o(x), 3fapo(x) und 2f*po(x) für das System dB nur das System aller Intervallen 
aus S, deren eine Ecke der Punkt x ist nehmen und wenn wir in der Konvergenz 
An-*x die Bedingung lim m(An) = 0 durch die Bedingung lim d(An) = 0, wobei 

n—*<*> n—»oo 

d(An) den Durchmesser der Menge An bedeutet, ersetzen, dann werden wir diese 
Zahlen, bzw. Mengen mit Da(x), Da(x), f)npo(x), Dmpo(x), $)o(x), $*o(x), 
$)mpo(x) und &*po(x) bezeichnen. 

Wenn wir in den Definitionen von f)o(x), Da(x), £>.pa(x), Dapa(x), ^a(x), 
$)*o(x), &po(x) und $*po(x) für die dort benutzte Folge {AJT-i noch die 
Bedingung lim inf r(An)z£ y (lim inf r(An)>0) fordern, wo y > 0 ist, dann werden 

n-H»oo n—»ao 

wir die so bekommenen Zahlen, bzw. Mengen mit fiYo(x), DYo(x), Ü„Yo(x), 
D.p.ya(x), ßYo(x), $*Yo(x), &p,Yo(x) und ^*P.ya(x) (0oa(x), D0a(x), 
0«P.OÖT(X), D«p,0a(x), $)0o(x), £#?a(x), £&p,0a(x) und ^*p,0a(x)) bezeichnen. 

Mit dem Zeichen £$ya(x), wo y > 0 ist, werden wir die Menge [ae( —<*>,<*>): 
für jede Umgebung U(a) von a gibt es zwei solche Folgen {In}n-X und {Jm}~-t 

von Intervallen, für welche In e J, r(In)^ Y "-*<* x e^e Ecke von In für jedes n, 

^ e U(a), /„->x, r(/)Syfür jedes IeJ(Jn; x), J(Jn; x ) c / ( / „ ; x; U(a)) für 

jedes n und limsup | 7 | > 0 ist\ bezeichnen. Es sei $%o(x) die Menge 

u{^y°a(x):y>0}. 

Lemma 5. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall. Es 
seix = (xt,..., Xj), y = (y„ ..., ys) undy, <x, füri = 1,2,..., /. Es sei« = («„ ..., u,) 
und yi<ui<xl für / = 1 , 2, ..., /. Es sei I={y\x) und £ = («;x>. Es sei 
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-j-Tj- = a<ßfk . " . Dann existiert eine solche t e (0,1), daß für 

v = (\-t)y + t u ^ e(a,ß) gilt. 

Beweis . Das Lemma 5 sei nicht richtig. Es sei T=\se(Q,\): für 

z = (\-s)y + su gilt: yfr = a|. Es ist evident, daß 0 e F und / = sup Fe (0,1 > ist. 

Es sei sn e T für n = \, 2, 3, ... so gewählt, daß sn—t und lim sn= t ist. Daraus 

bekommen wir, daß o(Iw) — o(IvJ^a\IVn\ gilt, wo w = (1 - t)y + tu und 
vn=(\-sn)y + snu für n = \,2, 3, ... ist. Daraus folgt, daß a ( / w ) ^ a | / H , | , d.h. te T 
ist. Darum muß / < 1 sein. Weil für jedes z = (1 — s)y + su, wo s>t ist, die 
Ungleichung o(Iz)^ß\Iz\ gilt, gilt: o(Iw)^ ß\L\. Das ist aber ein Widerspruch. 

Satz 5. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall. Dann 
gilt: 3)o(x)a$)*po(x). 

Beweis . Es sei a e3)o(x). Wenn a = 0 oder a = oo, dann ist a = Da(jc) oder 
a = D a ( x ) und man beweist, daß a eä)*po(x) ist, ähnlich, wie man die Behaup­
tungen: D a ( x ) , D o(x) e Q)° o(x) im Satze 4 bewiesen hat. 

Es sei 0 < a < 3 ° und 0 < a . Wählen wir Un(a)= ( a — — , a+-z—\ und 
n \ 2n 2n) 

Vn(a) = \a — , a+ — \. Es sei {7*}r=i eine Folge von Intervallen, deren eine 
\ n n) 

Ecke der Punkt x ist und für welche lk—>x und Ike\leJ>: —ryr-e Un(a) > für k= \, 

2, 3, ... ist. Wir können annehmen, daß Ik = (tk; x) für k=\, 2, 3, ... ist. Es sei 
u = (uu ..., Uj), x = (xx, ..., Xj) und «,<*, für i=\, 2, ..., j . Dann existiert ein 
solches k, daß tke (u; x) ist. 

Es sei y = (\-s)tk+sx und Iy = (y;x). Dann gilt . , ^ , *. = 

1 
a + -a(/*) 2/z 1 r.. . . r.. . . ^ ^ . 2na + \ . 

= — ... r , < — - < a + — für jedes 5, für welches 0^s<\- W- ist. 
(l—s)J\Ik\ (\-s) n \2na + 2 

Wenn für jedes s, für welches 0 ^ s < l - J- — , a g \] ist, dann ist 
\2na + 2 n |/ y | 

(•z — ^ | / * | , \Ik\> (=P(Vn(a); Ik). Daraus bekommt man, daß 

. (i-ţZLtl)\ik\ 
. ( q ) ; / * ) | Q 2na + 2Г 1 
|/»| " |/»| 2«« + 2 > U , S t 
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Es sei se\0,l- \ —) eine solche Zahl, daß , r , <a— für 
\ v2na + 2J \Iy\ n 

y = (l-s)tk+sx und Iy = (y;x) gilt. Dann existiert ein solches Index m, daß 
/melnt ((y;x)) ist, wobei \x\X((y;x)) das Innere von (y;x) bedeutet. Es sei 

s* = inf | s 6 ( 0 , l ) : | Jj e(a— — , a+ — J, wobei y = (1 -s)y + stm und 

Iy = (y>x) ist f. Es sei z = (l — s*)y + s*tm. Dann existiert eine solche Folge 

{8„}r-,,-Daßlim_v = _'*, s*=\sr und-rjy 6 ( o - ^ - > a + _T")für r = 1 ' 2' 3 ' ••• 

ist, wobei yr = (1 — _v)j/ + _v/m und /y = (jv;x) ist. Daraus bekommen wir, daß 

__V)_lim £__)_«___ ist 

Es sei z = (zi, ..., z,) und y = (yu • •, y,). Wir setzen v = (l — s)y + sz und /„ = 

= (v; x). Nehmen wir jetzt solches s e (0,1), für welches f j (l + (l-s) ' __ ) _i 

__2кa-l ;_. ^ _ ^ u . o Ц ) ^ a(Л) 

П (JC-t/ í) 

_a-i.Dafür5 = 0«,=y-und^<«-^ist,mußj^ = ^ L ^ ^ _ 
n \I9\ n \IZ\ a(If) |J,| a(/t) 

1_ 

/ , \ i\] > = 7, T;sein. Also muß ein solchesp e (0,1) existieren, für 
odf) |/,| a _ I 2 / ia -2 

we.ches f j ( l + ( l - , ) £ * ) . _ ^ i und J_[ ( ,+<1- ,> i = i ) . ( , , 

2™-2) f ü r J 6 ^ ' ^ gi,t* E s s e i w = (1-p)y+pz u n d /w = <w;x>-

Für jedes Iv = (v; x), wo p = (l —-Oy + sz und se (/?, 1) ist, gilt , | > a 

.Es sei jetzt s eine solche Zahl aus (/?, 1), für welche , r , > a — — ist, 
/* | /„ | 2/1 

wobei Ü = (1— s).y + sz ist. Dann existiert ein solches ß< a + — , daß a < 
2/i 2n 

0 < T T T ist. W e i l ^ < a - - < a - ^-< ß < ^ u n d y , < v, < ^ für 
| /„| |/JF| n 2/i | / . | 

i = l, 2, ..., / ist, existiert nach der Lemma 5 ein solches te(0,l), daß , j e 

\a"2T y^) fÜr ^ = ( 1 ~ / )y + t» und /, = (? ;* ) gilt. Da q = (l-tss*)y + tss*tm 
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ist, muß /ss* =s* gelten. Darum muß t = 1 und s = 1 sein. Das ist aber unmöglich, 

weil / e ( 0 , l ) ist. Daraus folgt, daß -Ty-j- = a - — für jedes se(p, 1), 

i7 = ( l - i y ) y + sz und / r -=<t ; ;x ) gelten muß. 

Es muß also ( | / J , \Iw\)cP(Vn(a)\ Iw) sein. Daraus bekommen wir, daß 

| P ( K ( q ) ; / J k | L | - | / г 

ILI ~ /J 

(ŮH'-^)-)ľ-
Й(,+(,-',iЙ) lt l 

2лш — 1 
2 л ш - 2 ~ 1 1 . 

2лга — 1 2па — 1 2лга + 2 
2лш — 2 

Wir haben also bewiesen, daß es ein Intervall Ia(u; x) mit einer Ecke x so 

existiert, daß ^ - e K ( a ) und l P ( K ( " ) ; 7 ) ^ * > 0 gilt. Daraus bekom-
| / | | / | 2na-\-2 

men wir, daß ae&*po(x) ist. 

Satz 6. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall. Es sei 
0 < Y = 1 und Ö<[Y- Dann sind D r a (x ) und D r a(x) aus der Menge $Zo(x). 

Beweis . Es sei a = D r a ( x ) < o ° . Wir setzen Un(a) = (a — — , a+ — \ und 

Vn(a)- = \a , a + —) für AZ = 1, 2, 3, .... Dann existiert eine solche Folge 
\ n n / 

{/*}r=-i von Intervallen, deren eine Ecke der Punkt x ist, für welche /*—•*, 

a - — < | *, < a + — für jedes k und lim inf r(Ik) = Y ist. Wir können anneh-
Ln \lk\ In *^» 

men, daß Ik = (yk; x) für jedes k ist. Es sei c = J- —- , wk = cyk + (1 - c)x und 
v Ina + Z 

Jk = (yk; wk) für k = l, 2, 3, ... . 
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Es sei IeJ(Jk; x). Dann ist ^ £ =1 ^FT = ^ITT < 
I / c'\L\ 

a-h — 

lim inf r((wk\x)) = lim inf r(/*)_y ist, muß ein Index TV, so existieren, daß 
k—»3t *—*3C 

?/ *vV > « " T" Wr AI _ 1V, gilt. Daraus folgt, daß a - - < c'ja -^->) _ |<w*;x)| 2n & fe' /i V 2/2/ 

< * « » » : * » < P(/) _ ___ < _ _ _ i s t Fs se ix - fx x , v - ( v 
= c - ' | (^;x> | = c - 1 ( ^ ; x > r |A| = II! «t .Esscix-(x l f . . . . x , ) , * - ( Ä . l f 

..., >v,) und /, =max U - y k y /= 1, 2, . . . , / } . Dann gilt r(I) _ ^ = j ^ ^ r = 

= M r(/ft) _ l < f t j ^ | X ^ r(/*) = cy r(/ft)gjr(/ft). 

Da 2<5 < y ist, muß eine solche natürliche Zahl 1V existieren, die größer als IV, ist 
und für welche r(/*)_2d für £_IV ist. Nehmen wir jetzt die Folgen {Ik}k=N und 

{Jk};.N. Dann gilt: /*-^x, ^ r e K,(a), /•(/*) _ 2<5 > <5 für jedes *_IV, 

r(/)_ir(/*) für jedes IeJ(Jk; x), /( /*; x)czJ(Ik; x; Vn(a)) für jedes *._IV und 

limsup|:7L! = ( l - c ) y > 0 . 
*-*~ II*, 
Daraus wird leicht gesehen, daß a e &?o(x) ist. 
Es sei Dya(x) = oo. Es sei Un(a) = (2n, °o) und Vn(a) = (n, oo) für /i = l, 2, 3, 

.... Dann muß eine solche Folge {Y*}r=. von Intervallen mit einer Ecke x 
existieren, für welche Yk ->x, lim inf r( Yk) _ y und , *, > 2/z für jedes * ist. Wir 

*— I Yk I 
können annehmen, daß Yk = (yk; x> für k = 1, 2, 3, ... ist. 

Es sei c = V2, H>* = c j v + ( 1 - c ) x und /* = ( ^ ; ^ > für £ = 1, 2, 3, .... Wir 
setzen Ik = (wk;x) für £ = 1, 2, 3, .... Dann gilt \Ik \ = c*\Yk\ und r(Ik) = r( Yk) für 

IA yt = l, 2, 3, ... und H r n s u p Щ = ( l - ^ Y > 0 . 

Es sei IeJ(Jk\x). Es sei x = (x,, ..., x,), nv = (wktU ..., tv*,,) und lk = 

= max {x, - wky / = 1, 2, ..., /}. Dann gilt n = c~i 2n < ^ j _ ^ _ ^ 

und r(I)-- - ^ — _ — - - — r(/*)-c r(/*)-*r(/*). 

Da 2(5<y ist, existiert eine solche natürliche Zahl IV, daß r(/*)i_2<5 für k^N 
ist. Jetzt können wir schon leicht ableiten, daß Dya(x) e $£o(x) ist. 

3 
Es sei 0 < a = Dya(x) < ». Es sei n solche natürliche Zahl, daß 0 < a - — ist. Es 

2/1 
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sei Un(a)= (a—— , a + — I und Vn(a)= (a , a + — ). Dann existiert eine 
\ In 2/2/ \ /i /i/ 

solche Folge { Yk}k = l von Intervallen, deren eine Ecke der Punkt x ist und für 

welche Yk—>x, lim inf r(Yk)^y 
* — 30 

annehmen, daß V* = ()>*; x) ist. 

welche Y* —• *, lim inf r( Y*)_y und . , e Un(a) für jedes k ist. Wir können 
*— -* 

Es sei IeJ(Jk; x). Dann gilt a— = c '' ( a - —) < c 
/f \ 2/1/ 

und / • ( I )_c / r ( I , ) = ir(I ,) . 

Es sei c= \ /T , w* =cyA + (1 — c)x und Jk = (wk\ yk) für k = 1, 2, 3, . 
V Ina — 2 

Wir sezten I, = (w, ;x) für k=l, 2, 3, .... Dann gilt |I*|=c' |y*| und r(Ik) 
= r ( K ) für k=V 2, 3, ... und lim sup TT\=(I--)'>0. 

*— II* | \ c) 
1 _ „ ,7 L\ ^ . !____ _ "(r*) -

nl |/,| : 

^ _(_) 
^ |/| 

Wir können schon leicht ableiten, daß a e _£a(jr) ist. 
Wenn Dya(jc) = oo ist, dann gilt DYo(x) = f)Yo(x)e$Zo(x). Wenn Dya(x) = 0 

ist, dann gilt t>Yo(x) = DYo(x) e $Zo(x). 
Folgerung 2. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall. 

Dann D„a(x), Duo(x)e$lo(x). 
Folgerung 3. Es sei o eine nichtnegative nichtfallende Funktion vom Intervall. Es 

sei 0 < y _ 1 und ö<^y. Wenn die Menge ^o(x) nur ein Element enthält, dann 
giItDYo(x) = DYo(x). 

Es ist ein Problem, ob für jede nichtnegative nichtfallende Funktion o vom 
Intervall zu jedem 0< y _ 1 ein positives ö so existiert, daß $)Yo(x) cz $£o(x) gilt. 

LITERATUR 

[1] KHINTCHINE, A.: Recheгches suг la stгuctuгe des řonctions mesurables. Fund. Math. 9, 1927, 
212—279. 

[2] MIŠÍK, L.: Über einen Satz von Khintchine. Mat. Čas. 22, 1972, 243—252. 
[3] MIŠÍK, L.: Über einen Satz von Khintchine II. Mat. Čas. 24, 1974, 145—154. 
[4] MIŠÍK, L.: Übeг approximative deгivierte Zahlen. Czech. Math. J. 25 (100), 1975, 154—159. 
[5] MIŠÍK, L.: Über appгoximative deгivierte Zahlen monotoner Funktionen, Czech. Math. J. 26, 

(101), 1976, 579—583. 
[6] SAKS, S.: Theory of the Integгal. Warszawa—Lwów 1937. 

Received Decembeг 19, 1975 
Matematický ústav SA V 

Obгaпcov mieгu 49 
886 25 Bгatislava 

170 



TEOPEMЫ XИHЧИHOBA TИПA ДЛЯ ФУHKЦИИ MHOЖECTBA 

Лaдиcлaв M и ш и к 

Peзюмe 

B зтoй paбoтe дoкaзывaeтcя нecкoлькo тeopeм Xинчинoвa типa oб экcтpeмныx пpoизвoдныx 
или o мнoжecтвe пpoизвoдныx чиceл фyнкций мнoжecтвa и ocoбeннo фyнкций интepвaлa. 
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