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Math. Slovaca, 27,1977, No. 2,181—193 

KOORDINATISATION AFFINER EBENEN 
MIT HOMOMORPHISMUS 

FRANTlSEK MACHALA 

Der Autor definierte in seiner Arbeit „Erweiterte lokale Ternärringe" [7] lokale 
Temärringe und erweiterte lokale Ternärringe, in der Arbeit „Koordinatisation 
projektiver Ebenen mit Homomorphismus44 [8] verwendet er diese Strukturen zur 
Koordinatisation projektiver Ebenen mit Homomorphismus [5]. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Koordinatisation affiner Ebenen mit 
Homomorphismus.durch lokale Ternärringe durchgeführt, wobei sich der in [7] 
aufgestellte algebraische Apparat auswirkt. Nach Definition 8 wird der, bestimm
ter Bedingung genügende lokale Ternärring T=(R, t), ^-zulässig genannt. Der 
affine lokale Ternärring 3~=(R, t, t,) ist ein lokaler Ternärring, an dem eine 
partielle Ternäroperation t, eingeführt wird (Definition 9). Im Satz 6 wird gezeigt, 
daß sich auf der Menge R von Punkten einer beliebigen Geraden in affiner Ebene 
mit Homomorphismus eine Ternäroperation / und eine partielle Ternäroperation 
/, konstuieren lassen, wobei 9~=(R, t, tx) ein affiner lokaler Ternärring ist. 
Umgekehrt läßt sich mit beliebigem affinen lokalen Ternärring eine affine Ebene 
mit Homomorphismus konstruieren. 

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden 3t -zulässige affine Ebenen mit Homomor
phismus definiert (Definition 12) und es wird gezeigt, daß sich genau diese mit 
Hilfe der ̂ -zulässigen lokalen Ternärringe koordinatisieren lassen, d.h. mit Hilfe 
der Strukturen, an denen nur eine einzige Ternäroperation definiert ist. Jede affine 
Ebene ist £%-zulässig und jede desargeuessche affine Ebene mit Homomorphismus 
ist ebenso 3t-zulässig (Bemerkung 6 und [5]). 

In [1] und [2] werden affine H-Ebenen [4] koordinatisiert, die einen Spezialfall 
affiner Ebenen mit Homomorphismus bilden. 

I 

Definition 1. Ein Ternärring T ist ein Paar (R, t), wo R eine Menge, t eine 
Ternäroperation über R sind, wobei folgende Bedingungen K,, K2 gelten: 

K,. Es existieren Elemente o,\eR, o±\ mit t(o,a,b) = t(a,o,b) = b, 
t(\,a,o) = t(a, \,o) = a Va,beR. 
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K2. Für beliebige a.b. ceR existiert gerade ein Element x e R (kurz 3\ x e R). 
so daß c = /(a, b. x). 

Definition 2. Ein Ternärring T=(R, t) ist ein Ternärkörper. falls für beliebige a, 
b, c, d e R mit a^c gilt: 

K,. 3 ! xeR, t(x, a, />) = /(*, c, d). 
K4. 3 ! (x, y)eRxR. b = /(a, x, y), d = /(c, x, y). 

Definition 3. Es seien F, = (/?,, t,), F2 = (/?,, /2) Ternärringe. Die Abbildung cf 
der Menge R, auf die Menge R2 heißt ein Epimorphismus des Ternärringes F, auf 
T2, falls [/,(a, b, c)]u = t2(a

l, bu, C
H )Va, b, ceR gilt. Ein Epimorphismus (f ist 

ein Isomorphismus, falls cp eine bijektive Abbildung der Menge Rx auf R2 ist. 

Definition 4. Es seien F=(#, /) ein Ternärring und R() eine Teilmenge aus R. 
Setzen wir a@r = t(\, a, r) Ve R Vre R(). R() ist ein Ideal des Ternärringes T 
wenn folgendes gilt: 

(i) oeR{) 

(ii) Falls b = a@r ist, so existiert ein r' e R mit a = b®r'. 
(iii) Es seien a, b, ceR\ r,, r2, r3 e R(). Dann existiert ein r' e R() mit / ( a © r , , 

b®r2, c®r,) = t(a,b,c)®r'. 
(iv) Gilt t(a, b, x') = t(a, b, x)®r, so existiert ein r' e R() mit x' =x@r'. 

Satz 1. Es sei R{), R()i^ R ein Ideal des Ternärringes T=(R, /) . Setzen wir 
ä = { a © r | r e R{)) und RIR{)= {ä\a e R}, so ist R/R() eine Zerlegung der Menge 

R. Setzen wir weiter t'(ä, b, c) = t(a, b, c) Va, b, ceR/R{), so ist t' eine Ternär-
operation über R/R<> und T = (R/R{), / ' ) bildet einen Ternärring. Die Abbildung 
rp\ a—>ä Vfl€Ä ist ein Epimorphismus des Ternärringes T auf T. 

Zum Beweis siehe Beweise von Sätzen 3, 4, 5 [7]. 

Satz 2. Es sei q? ein Epimorphismus des Ternärringes F, = (/?,, /,) auf den 
Ternärring T2 = (R2, t2). Dann ist R{)= {ae R\ al =ou} ein Ideal in F,, R{)± /?, 
und Ternärringe T = (Rl/R{), / ') F2 sind isomorph. 

Zum Beweis siehe den Beweis des Satzes 5, [7]. 

Definition 5. Es sei T=(R, t) ein Ternärring und R{), R{)^ R ein Ideal in T. Im 
Satz I beschriebener Ternärring T = (R/R{), / ') heißt ein durch das Ideal R{) 

bestimmter Restklassen-Ternärring. 

Definition 6. Es sei R{), R()^R ein Ideal des Ternärringes T = (R,t) und 
T = (R/Ri), / ') ein durch dieses Ideal bestimmter Restklassen-Ternärring. Das 
Ideal Äo ist vollständig, wenn für beliebige Elemente a, b, c, deR, ä±c gilt: 

K;. (a) 3 ! xeR, t(x, a, b) = t(x, c, d). 
(b) Falls t'(x, ä, b) = t'(x, c, d) und gleichzeitig t'(x', ä, b) = t'(x', c, ä) ist, 

dann folgt x = x'. 
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K;. (a) 3! (x, y) e R x R, b = t(a, x, y), d = t(c, x, y). 
(b) Falls b = t'(ä, x, y), d = t'(c,x,y) und gleichzeitig b = t'(ä, x', y'), 

d = t'(c, x', yf) ist, dann folgt x' =x, y' = y. 

Satz 3. Falls R{) ein vollständiges Ideal des Ternärringes T= (R, t) ist, so bildet 
der Restklassen-Ternärring T = (RIR{), /') einen Ternärkörper. 

Zum Beweis siehe den Beweis des Satzes 1, [7]. 

Definition 7. Ein Ternärring, der ein vollständiges Ideal enthält, ist ein lokaler 
Ternärring. 

Definition 8. Ein lokaler Ternärring T=(R, t) mit vollständigem Ideal R() ist 
.^-zulässig, falls für beliebige Elemente a, b, deR, ce/^, ein einziges Paar 
(x, y)e Rx R derart existiert, daß y = t(x, a, b), x = t(y, c, d) gilt. 

Definition 9. Es seien T = (R, t) ein lokaler Ternärring mit vollständigem Ideal 
R() und T = (R/R{), /') ein durch das Ideal R{) bestimmter Restklassen-Ternärring. 
Unter einem affinen lokalen Ternärring versteht man das Tripel 3~=(R,t, tx). 
Dabei /, ist eine Abbildung der Menge RxR+.xR in R mit folgenden 
Beziehungen: 
(1) tx(a,b,c)ecVa, ceRVbeR,, wo ceR/R,,. 
(2) Va, deR VbeRo3l ceR, d = tx(a,b,c). 
(3) Va, b, c, deR wo ä = c, b-hd 3 ! (x,y)eRi)xR, a = tx(b,x,y), 

c = tx(d,x, y). 
(4) Vtf, b, deR VceRo 3 ! (x,y)eRxR, y = t(x,a,b), x = tx(y, c,d). 

Satz 4.1. 3~= (R, /, /,) sei ein affiner lokaler Ternärring undRo ein vollständiges 
Ideal in T=(R, /). Gilttx(a,b, c)= =t(a, b, c)Va,ceR Vb e R,, so ist der lokale 
Ternärring T sd-zulässig. 

2. Ein lokaler Ternärring T=(R,t) mit vollständigem Ideal Ri} sei sd-zulässig. 
Werde mit /, die Restriktion der Ternäroperation t auf die Menge RxR^xR 
bezeichnet, dann stellt 3~=(R, t, /,) einen affinen lokalen Ternärring dar. 

Beweis. 1. Da /,(a, b, c) = t(a, b> c) Va, ceR V6e-R«gilt, existiert gemäß (4) 
aus Definition 9 für Elemente a,b,deR,ceRogerade ein Paar (x, y)e R x R so, 
daß y = t(x, a, b), x = t(y, c, d): Dann ist nach Definition 8 der lokale Ternärring 
T jrf-zulässig. 

2. Bezeichnen wir mit T = (RIRi),t') den durch das Ideal R« bestimmten 
Restklassen-Ternärring. Nach Satz 1 bildet die Abbildung a—>ä mit aeR, 
äeR/Ri) einen Homomorphismus des lokalen Ternärringes T auf T und nach 

Satz 3 ist T ein Ternärkörper. Somit gilt t(a, b, c) = t'(ä, b, c) = 
= t'(ä9ö,c) = c für beliebige ay ceR, beRo und daraus folgt 
tx(a, b, c) = t(a, b, c)ec. Damit ist die Forderung (1) aus Definition 9 erfüllt. 
Da T ein Ternärring ist, gilt die Forderung (2). Es seien a, b, c, deR, wo ä = c, 
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b±d. Nach Ki (a) besteht ein einziges Paar (x,y)eRxR derart, daß 
a = t(b, x, y), c = t(d, x, y). Nehmen wir an, daß x£Ro, also jr7=£ ö gilt. Danach ist 
ä = t'(b, ö, ä) = t'(b, x, y) = t'(d, x,y) = c = t'(d, ö, ä). Dies ist jedoch ein Wi
derspruch zur Annahme K3, weil T ein Ternärkörper ist. Es gilt also x e R0 und 
folglich a = t(b, x, y) = tx(b, x, y), c = t(d, x, y) = U(d, x, y). So dann ist auch die 
Forderung (3) aus Definition 9 erfüllt. Die letzte Forderung (4) aus Definition 9 
folgt aus Definition 8. 

Beispiele 

1. Ein Ternärkörper T=(R,t) bildet einen ^-zulässigen lokalen Ternär-
ring: Nach Beispiel 1, [7] ist T ein lokaler Ternärring mit vollständigem Ideal 
{o}. Für Elemente a, b, ceR, c = o gilt dann x = t(y, c, d) = d und 
y = t(d,a, b) = t(x, a, b). 

2. Es sei 3? = (R, +, •) ein lokaler Ring mit maximalem Ideal Ro ([6], [7]). Setzt 
man t(a, b, c) = ab + c Va, b, ceR, dann stellt T=(R, t) nach Beispiel 2, [7] 
einen lokalen Ternärring dar. Betrachten wir die Gleichungen y = t(x, a, b), 
x = t(y, c, d)wo a, b, deR, ceRo, woraus sich y = xa + b,x = yc + d ergibt und 
daher y = (yc + d)a + b. Daraus bekommt man y(\ - ca) = da + b. Wegen ceRo 
gilt ca e R{) und 1 — ca & Ro. Somit liegt in R ein zu 1 - ca inverses Element 
(1 - ca)1 vor und es gilt y = (da + b)(\ - ca)'1, x = (da + b)(\ - ca)~xc + d. Das 
System von Gleichungen y = t(x, a, b), x = t(y, c, d) hat also eine Lösung und der 
lokale Ternärring T ist jtf-zulässig. 

Definition 10. Unter einer affinen Ebene mit Homomorphismus versteht man 
ein Tripel (sd, sd', x), wo $i = (&, £, I) eine Inzidenzstruktur, sd' = (SS' &' V) 
eine affine Ebene, x: s£^>sd' ein Epimorphismus sind ([3], [8] Definition 2) und 
wo folgende Bedingungen gelten: 
(1) x, ye®, xx£yx=>3\ Pe£; x,y\P. 
(2) P, Qe$, Px\Qx^3\ xe®\ x\P,Q. 
(3) Auf der Menge S£ ist eine Äquivalenzrelation n erklärt, für die gilt: 

(a) Durch jeden Punkt aus 31 geht eine einzige Gerade aus jeder Äquivalenzklasse 
VOn TT. 

(b) Gehören die Geraden P, Q derselben Äquivalenzklasse von n, dann Px|| Qx. 

Bemerkung 1. Unter affiner Ebene mit Homomorphismus wird im weiteren 
direkt die Inzidenzstruktur sd aus Definition 10 verstanden. Die zugehörige affine 
Ebene wird mit M' und der zugehörige Epimorphismus mit x bezeichnet. Jede 
affine Ebene bildet eine affine Ebene mit Homomorphismus. Die einzige Gerade 
P, die nach (1) durch die Punkte x, y bestimmt ist, bezeichnen wir mit P = xy. Mit 
x = PHQ bezeichnen wir den nach (2) durch die Geraden P, Q bestimmten 
einzigen Punkt x. 
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Bemerkung 2. Zwei Geraden sind parallel dann und nur dann, wenn sie 
derselben Äquivalenzklasse gehören. Der Parallelismus in s£ sowie auch in si' 
werden wir mit dem Symbol „||" bezeichnen. Nach (3) (a) aus Definition 10 folgt: 
Durch jeden Punkt aus 03 läßt sich zu jeder Geraden aus 5£ genau eine parallele 
Gerade ziehen. 

Definition 11. si = (ß, 5£, I) sei eine affine Ebene mit Homomorphismus x. Ein 
Tripel9t = (X, Y, e) mitX, Ye£,ee®ist ein Rahmen in sd, fallsXx^ Yx, exl' 
Xx, Yxgilt. 

Bemerkung 3. Es sei 91 = (X, Y, e) ein Rahmen in sd. Gemäß (2) aus 
Definition 10 und nach Bemerkung 1 können wir o = AT"! Y schreiben. Danach ist 
ox+ex. Im "weiteren werden wir folgende Bezeichnungen beachten: Wir setzen 
E = oe. Die mit Y bzw. X parallele und durch den Punkt e gehende Gerade 
bezeichnen wir E' bzw. E". Dann gilt Ex+Xx, Yx\ E'x± Yx; E"x±Xx'. 

Es sei 9t = (X, Y, e) ein Rahmen in affiner Ebene si mit Homomorphismus x 
und setzen wir R = {xe93\x I X}, R«={xeR\xx = ox}. Definieren wir eine 
Abbildung %:RxR->93 durch folgende Konstruktion: 

(AI) Es sei (x, y)eRxR. Durch den Punkt y führen wir eine mit der Geraden 
Y parallele Gerade, ihren Schnittpunkt mit der Geraden E bezeichnen wir mit w, 
durch den Punkt w führen wir eine Parallele X' mit der Geraden X (Abb. 1). 

Y Y' / v 

o / _ X 

7 *1 V 

Y 
Ps^ 

E' 

Ґ 
P' y / p*. 

o > 
^ P 

X 
rr \ k 

Abb.1 Abb.2 

Führen wir weiter durch den Punkt x eine mit der Geraden Y parallele Gerade Y'. 
Bezeichnen wir s = X'V\Y' und setzen wir s = (x, yf. Die Abbildung £ ist eine 
bijektive Abbildung der Menge RxRauf die Menge 33. 

Definieren wir eine Abbildung r\:RxR-*<£ durch folgende Konstruktion: 
(A2) Es sei (m, k)eRxR. Führen wir durch den Punkt m eine Parallele mit 

der Geraden Y, bezeichnen wir mit p' ihren Schnittpunkt mit E, führen wir durch 
den Punkt p' eine Parallele mit der Geraden X und bezeichnen wir mit p ihren 
Schnittpunkt mit der Geraden E' (Abb. 2). Führen wir durch den Punkt k eine 
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Parallele mit der Geraden Y, bezeichnen wir ihren Schnittpunkt mit der Geraden 
E mit q'. Führen wir schließlich durch den Punkt q' eine Parallele mit der Geraden 
X und bezeichnen wir mit q ihren Schnittpunkt mit der Geraden Y. Führen wir die 
Gerade P, P\\P' durch den Punkt q, wo P' = op. Es gilt P'x\ Yx und deshalb auch 
Px\ Yx. Setzen wir P = (m, k)". Ist umgekehrt eine Gerade P, Px^ Yx gegeben, so 
ergibt sich durch ein zu (A2) umgekehrtes Verfahren, daß ein einziges Paar 
(m, k)eRx R mit P = (m, k),} existiert. 

Definieren wir eine Abbildung £: R()x R—>1£ durch folgende Vorschrift: 
(A3) Es sei (n, k)e R()x R. Führen wir durch den Punkt n eine Parallele mit der 

Geraden Y\ bezeichnen wir mit r ihren Schnittpunkt mit der Geraden. E" und 
setzen Q' = or (Abb. 3). Führen wir durch den Punkt k die Gerade O, 0 | | 0 ' . 
Dann bekommt man Q'x= Yx und mithin Qx\\ Yx. Setzen wir Q = (n, k)\ Ist 
umgekehrt eine Gerade Q, Qx\\Yx gegeben, so ergibt sich durch ein zu (A3) 
umgekehrtes Verfahren, daß ein einziges Paar (n, k)e R'()x R mit (n,k)ceQ 
existiert. 

Ґ ŕ 
Л 4 / £" F7T 

QГ-Y 

Я' s Я 

Q Л 
/ P 

/ 

0 | X-P' 

п łk 

Abb. 3 Abb.4 

Im weiteren setzen wir (x, yf = [x, y] V(x, y)eRx R, (m, kf = (m, k) 
V(m,k)eRxR, (n,kf=<n,k> V(n, k)eR()x R. Definieren wir auf 
der Menge Rx Rx R eine Ternäroperation t durch die Vorschrift 
y = t(x, m, k)o[x, y] I (m, k) und auf der Menge RxR()xR eine Ternäropera
tion 1, durch die Vorschrift x = t{(y, n, k)o[x, y] I <n, k>. 

Satz 5. Ist s4 = (2B, £, I) eine affine Ebene, so gilt t(x, o, k) = t{(x, o, k) Vx, 
k e R und das Paar T=(R, t) bildet einen Ternärkörper. 

Beweis . Es seien x, keR und setzen wir y = t(x, o, k), s = [x, y], P= (o. k). 
Dann gilt s I P. Gemäß (A2) ist P' = X, P\\X und gemäß (AI) bekommt man 
y = k (Abb. 4). Setzt man weiter y' = U(x, o, k), s' = [y', x], Q=<o, k>, so gilt 
s' I Q. Nach (A3) ergibt sich Q'=Y und Q| | Y. Nach (AI) ist sodann y' = k, also 
t(x, o, k)= = tx(x, o, k). Gemäß [9] stellt T=(R, t) einen Ternärkörper dar. 
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Satz 6. Ist .rt = (X, Y, e) ein Rahmen in einer affinen Ebene .?/ = ($, $, I) mit 
Homomorphismus x, dann bildet das Tripel J=(R, /, l,) einen affinen lokalen 
Ternärring. 

Bewe i s . 1. Zuerst wollen wir beweisen, daß T=(R, t) einen Ternärring bildet. 
ad K,. Gegeben seien x = o\ m, k e R und setzen wir y = t(o, m, k), s = \o, y], 

P=(nu k). Dann folgt s I P. Nach (AI) gilt s I Y und nach (A2) ergibt sich 
y = k. Es seien x, keR; m = o und setzen wir y = t(x,o, k), s = [x, y], 
P=(o,k). Danach s I P und gemäß (A2) gilt P' = X, P\\X. Daraus erhält man 
y = k. Bezeichnen wir 1 = E'FIX und setzen wir y = t(\, m, o), m e R, s = [1, y] , 
P=(m,o). Dann gilt s I P, nach (A2) ergibt sich P' = P und nach (AI) ist m = y. 
Ähnlich können wir zeigen, daß t(x, \,o) = x VxeR gilt. 

ad K2. Gegeben seien x, m, yeR und bezeichnen wir s = [x, y] . Gemäß (A2) 
konstruieren wir durch den Punkt m die Gerade P' und druch den Punkt s führen 
wir die Gerade P, PHP'. Sodann gilt PxH Yx und wir können q•= PH Y schreiben. 
Mittels des Punktes q bestimmen wir nach (A2) den Punkt k, k I X. Dann 
bekommt man \x, y] I (m, k) und y = t(x, m, k). Der Punkt k ist der einzige 
Punkt von dieser Eigenschaft. 

2 . Jetzt beweisen wir, daß T=(R, t) einen lokalen Ternärring bildet. Bezeich
nen wir weiter mit s4' =(3ß', J£', V) die affine Ebene, die ein Bild von sd im 
Epimorphismus x darstellt. Setzen wir R' = {m' e^'\m' V Xx) und bestimmen 
wir nach Satz 3 den Ternärkorper V = (R',t'). Betrachten wir die durch die 
Vorschrift xq =xx VxeR bestimmte Abbildung q>:R^>R', dann gilt Rl = ox. 
Gegeben seien x, m, keR und setzen wir y = t(x, m, k), s = [x, y] , P= (m, k). 
Dann folgt s I P. Da x einen Homomorphismus sd auf sd' bildet, gilt sx = [xx, yx] 
nach (AI) und Px= (mx, kx), sxVPx nach (A2). Dies bedeutet, daß 
yx = t'(xx, mx, kx) ist und daraus [t(x, m, k)]q = t'(xq, mq, kq). Die Abbildung q> 
bildet deshalb einen Epimorphismus des Ternärringes T=(R, t) auf den Ternär
korper V = (R',t'). Nach Satz 2 ist /?,, ein Ideal in Fund der Restklassen-Ternär-
ring T=(R/R0, t) ist isomorph mit T. Somit stellt Feinen Ternärkorper dar und 
es gilt ä = boax = bx für ä, beR/Rit. 

Wir beweisen weiter, daß R{) ein vollständiges Ideal in T bildet. 
ad K3(a), Es seien mx, kx, rrh, k2eR, rhx^rfh. Betrachten wir die Geraden 

Px = (mx,kx), P2=(rrh, k2). Wegen rhx±rfh gilt nach (A2) Fxx±P2x und 
Pxx^P2x. Die Geraden P,, P2 schneiden sich somit in einem eizigen Punkt 
•* = [*> y]- Sodann gilt y = t(x, mu kx) = t(x, rrh, k2). 

ad K3(b). Es werde vorausgesetzt, daß t(jt, rhXy kx) = t(x~, rfh, k2), t(x\ rhu kx) = 
= t(x'', rfh, k2) gilt. Da T einen Ternärkorper bildet, so gilt jc"=jf' gemäß K3, 

ad Ki(a). Es seien xx, y,, JT2, y2eR, xx ±x2. Setzen wir s, = [JC,, y,], s2 = [x2, y2]. 
Wegen xx 4-x2 gilt sxx4 s2x und Pxfl Yx, wo P = sxs2. Dann gibt es ein einziges Paar 
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(m, k)eR* R so, daß P=(m,k) gilt und daraus ergibt sich yx = t(xx, m, k), 
y2 = t(x2,m,k). 

ad Ki(b). Den Beweis führen wir ganz analog, wie in Ki(b). 
3 . Wir beweisen, daß die Ternäroperation /, den Forderungen (1)—(4) aus 

Definition 9 genügt. 
ad (1). Es seien y, keR, neRo und setzen wir x = tx(y,n,k), s = [x,y], 

Q= <€n, k>. Sodann gilt s I Q. Nach (A3) folgt Qx\\ Yx und nach (AI) ergibt 
sich xx = kx. Daher gilt x = k, xek. 

ad (2). Es seien x, yeR; neRi) und setzen wir s = [x, y]. Konstruieren wir 
gemäß (A3) nach dem Punkt n die Gerade Q''. Dann erhält man Q'x\\ Yx. Führen 
wir durch den Punkt s die Gerade Q, Q\\Q'. Es gilt Qx\\ Yx und die Gerade Q 
schneidet X im Punkt k. Aus (A3) folgt Q= <tn, kt> und somit JC = tx(y, n, k). 

ad (3). Es seien xx, y,. x2, y2e R ; xx =x2,yx &y2. Bezeichnen -wir sx = [xx, y,], 
s2 = [x2, y2]. Wegen y, =fc y2 gilt sxx^s2x und wir.können Q=sxs2 setzen. Wegen 
i , = x2 gilt Qx\\ Yx. Nach (A3) gibt es ein einziges Paar (n, k)eR()x R derart, daß 
Q= <$n, k> und es folgt xx = tx(yx, n, k), x2 = tx(y2, n, k). 

ad (4). Es seien m, kx, k2eR; neR() und setzen wir P= (m, kx), 
Q= <tn, k2t>. Daraus erhält man Px^Yx und Qx\\ Yx. Es gilt Px^Qx und die 
Geraden P, Q schneiden sich in einem einzigen Punkt s = [x, y]. Sodann ergibt sich 
y = t(x, m, kx), x = tx(y, n, k2). 

Damit ist der Beweis des Satzes 6 beendet. 
Es sei ST=(R,t,tx) ein affiner lokaler Ternärring. T=(R,t) bildet sodann 

einen lokalen Ternärring, dessen vollständiges Ideal mit R{) bezeichnet wird. Nach 
Satz 3 stellt T = (R/R,, t') = (R', t') einen Ternärkörper dar und nach Satz 1 ist 
die Abbildung <p: a->ä Va e R ein Epimorphismus von Tauf T. Gegeben seien a, 
ceR, beR«. Nach Definition 9 gilt tx(a, b, c)ec, deR/R*, und deshalb erhält 

man [t(a, b, c ) f = t'(a", b\ c«) = t'(ä, ö,c) = c = tx(a, b, c) = [tx(a, b, c)p'. 

Es seien 9S\ &x, 5£2' Mengen mit S 8 ' n i ? / = ä 3 ' n i S = if1'n«22'=0, f eine 
bijektive Abbildung der Menge R'xR' auf 9S\ r\' eine bijektive Abbildung 
der Menge R'x Rf auf 5£*x und f eine bijektive Abbildung der Menge öxR' 
auf &. Setzen wir (x, yf = [x, y], (m, ky' = (rh, k), (ö, kf'= <ö, k>, 
£' =5£'xv5£2' und erklären wir eine Inzidenzrelation I ' c z ^ ' x i " durch folgende 
Vorschriften: [x,y]Y(m,k)oy = t'(x,m,k), [x, y]V <ö, k> ox = 
= t'(x,m,k). Dann bildet die Inzidenzstruktur s&' = (<&',5£',Y) eine affine 
Ebene (siehe z.B. [9]). Dabei gilt (ä, b)\\(c, d)oä = c, <ö, x> \\ <ö, k> VJC, 
yeR'. 

Es seien weiter ffi, 5£x, 5£2 Mengen mit 2ßn$x = <2ßc\5£2 = 5£xc\£2 = 0, § eine 
bijektive Abbildung der Menge R x R auf SS, t] eine bijektive Abbildung der 
Menge R x R auf «S?, und f eine bijektive Abbildung der Menge R^xR auf 5£2. 
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Setzen wir (x, y)" = [x, y], (m,ky = (m,k)9 (n,kf=<n,k>, <e=<£xuX1, 
Erklären wir eine Inzidenzrelation I c & x <£ durch folgende Vorschriften: 
[x, y] I (m, k)oy = t(x, m, k), [x, y] I <n, k>ox = u(y,n,k). 

Satz 7. Die Inzidenzstruktur sd = (2/&, 2?,\) ist eine affine Ebene mit Homomor
phismus. 

Beweis. Definieren wir eine Abbildung x:3iv&-+2ä'v<£' folgendermaßen: 
[x, y]x = [x, y], (m, k)x= (m, k), <n, k>x= <^n, k>. Nehmen wir an, daß 
[x, y]\ (m,k) gilt. Dann y = t(x,m,k) und y* = [t(x, m, k)Y 
= t'(xu,m(t,kq,) = t'(x,m,k) = y. Daraus ergibt sich [x, y)V(m, k) und 
\x, y]x\'(m, k)x. Gilt [x, y] I <n, k>, so folgt x = U(y, n, k) und 
xu =[t,(y, n, k)T = [t(y, n, k)Y = t'(y, ö, k) = x. Somit erhält man 
[x, y] V <n, k>. Die Abbildung x bildet einen Homomorphismus der Inzidenz
struktur s& auf die affine Ebene si%'. 

Nun prüfen wir die Gültigkeit der Forderungen (1)—(3) aus Definition 10 nach. 
ad (1). Es seien p = [a, b], q = [c, d], px^qx. Daraus folgt ä^cvb^d. 
a) Setzen wir voraus, daß ä± c. Da T= (R, t) ein lokaler Ternärring ist, gibt es 

nach Ki(a) ein einziges Paar (x, y) e R x R so, daß b = t(a, x, y), d = t(c, x, y) 
gilt. Daraus folgt dann p, q\(x,y). Setzen wir jetzt p, q\<x,y> voraus. 
Danach gilt a = tx(b, x, y), c = tx(d9 x9 y)9 xeRo. Nach (1) aus Definition 9 ergibt 
sich ä = a" = [tx(b, x, y)Y = y = [U(d, x, y)]v = c<p = c. Dies ist jedoch ein Wider
spruch. 

b) Setzen wir voraus, daß ä = c. Dann gilt b =£ d. Nach (3) aus Definition 9 gibt es 
ein einziges Paar (x9 y) e Ro x R derart, daß a = U(b, x9 y)9 c = u(d, x, y). Daraus 
erhält man p, q\ <x, y>. Setzen wir jetzt p9 q I (x9 y) voraus. Danach gilt 
b = t(a9x9y)9 d = t(c,x,y) und daraus folgt b" = t'(ä9 x, y) = t'(c, x9 y) = d*9 

was einen Widerspruch enthält. 
d (2). a) Es seien P=(a9b)9 Q = (c9d)9 PxftQx. Dann gilt (ä9b)l(c9d)9 

also ä±c. Da T=(R91) einen lokalen Tt närring bildet, gibt es nach K, ein 
einziges Element xeR derart, daß t(x9 a9 b) = t(x9 c9 d) = y. Somit ist 
[x9 y] \P9Q. 

b) Es seien P= (a9 b)9 Q= <c9 d>. Daraus ergibt sich ceRo und Px^Qx. 
Nach (4) aus Definition 9 gibt es ein einziges Paar (x9 y) e R x R derart, daß 
y = t(x9 a9 b)9 x = tx(y9 c, d). Somit ist [x9 y] I P9 Q. 

ad (3). Werde (a9 b)\\(c9 d)oa = c9 <a9 b>\\ <c9 d>oa = c gesetzt. Dann 
ist ,,||4' eine Äquivalenzrelation auf 5£. 

(a). Es seien [x9 y]e®9(m,k)e %x. Da T= (R91) einen Ternärring bildet, gibt 
es nach K2 ein einziges Element zeR derart, daß y = t(x9 m, z). Daraus folgt 
[x9y]\ (m9z) und (m9 k)\\(m9 z). Es seien [x9 y] e 939 <n9 k> eX,. Nach (2) 
aus Definition 9 gibt es ein einziges zeSi derart, daß x = tt(y,n9z). Sodann 
erhalten wir [x9 y] I <n9 z> und <n9 zf>\\<n9 k>. 
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(b) Nehmen wir an, daß (a, b)\\(c, d) gilt, also a = c. Dann ist (a,b)x = 
= (ä, b), (c, d)x= (c, d), wo ä = c. Deshalb ergibt sich (a, b)x\\(c, d)x. Ganz 
ähnlich geht man im Falle <a, b> \\ <c, d> vor. 

Damit ist der Satz 7 bewiesen. 

II 

Es sei 9? = (X, Y, e) ein Rahmen in affiner Ebene sd = (3), 5£, I) mit Homomor
phismus x. Definieren wir eine Abbildung A: 3&—> 3& durch folgende Vorschrift: 

(B) Führen wir durch einen Punkt a e ® eine Gerade X', X'\\X bzw. Y', Y'\\ Y 
und schreiben wir q = XT\E bzw. q' = Y'YIE (Abb. 5). Führen wir durch den 
Punkt q bzw. q' eine Gerade Y', Y'\\Y bzw. X', X'\\X und bezeichnen wir 
ak = X'H Y'. Die Abbildung A ist eine bijektive Abbildung der Menge 03 auf 33 
und es gilt (ak)k =aVae@,bl E^>bk = b,b\ Xobk I Y. Ist a,be@, ax+ bx, 
dann auch (ak)x±(bk)x. 

Y r\ r r Z* 
aA У ' 

0 

\ 
1 X 

Abb.5 

Definition 12, Es seien 3t = (X, Y, e) ein Rahmen in affiner Ebene 
sd = (ffl, 5£, I) mit Homomorphismus x und A die in (B) beschriebene Abbildung. 
Die affine Ebene sd mit Homomorphismus ist ^-zulässig, falls folgendes gilt: 

(1) Die Bilder aller Punkte der Gerade P, Px\\Xx bzw. Q, Qx\\Yx in der 
Abbildung A liegen auf einer Geraden Pk, (Pk)x\\ Yx bzw. Q \ (Qx)x\\Xx. 

(2) Px, P2 seien die Geraden mitPX\\P2. GiltPxx\\Xx bzw. Pxx\\ Yx, so P\\\F*2. 

Bemerkung 4. Ist eine affine Ebene sd mit Homomorphismus ^-zulässig, so 
bilden nach Definition 12 die Bilder aller Punkte der Gerade P, Px\\Xx bzw. P, 
Px\\Yx in der Abbildung A die Menge aller Punkte der Gerade Pk. Eine affine 
Ebene ist 3t -zulässig für jeden Rahmen 31. 
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Satz 8. Es seien st = (3ß, 5£, I) eine affine Ebene mit Homomorphismus x und 
3~=(R,t,tx) der nach Satz 6 mit dem Rahmen 9t = (X, Y, e) konstruierte affine 
lokale Ternärring. Folgende Behauptungen sind äquivalent: 
(1) Die affine Ebene sd mit Homomorphismus ist ^-zulässig. 
(2) Es gilt tx(a, b, c) = t(a, b, c) Va, ceR, beRl). 

Beweis. (l)-->(2). Es seien x, keR, meR{). Nach der Konstruktion (A2) 
bestimmen wir mit dem Punkt m die Punkte p', p und die Gerade P' = op 
(Abb. 6). Nach (A3) konstruieren wir mit dem Punkt m den Punkt r und die 
Gerade Q' = or. Wegen meRo gilt P'x = Xx und Q'x= Yx. Weiter gilt pk = r, 
ok =o. Da die affine Ebene si mit Homomorphismus 3?-zulässig ist, erhält man 
(P')k = Q' nach Definition 12 und Bemerkung 4. Nach (A2) bestimmen wir mit 
dem Punkt k die Punkte q', q und die Gerade P, P||P'. Führen wir durch den 
Punkt k die Gerade Q, Q||Q'. Wegen qk = k, P\\P' gilt nach Definition 12 
P\ | (P ' ) \ k\Pk und daraus folgt Pk = Q. Setzt man yx = t(x,m,k), 
y2 = t.C*, m, k) und sx = [x, yx], s2 = [y2, x], so gilt sx I P, s2l Q. Führen wir durch 
den Punkt x eine Gerade Y', Y'\\Y. Danach ist nach (AI) sx = Y'HP. bezeichnen 
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Abb.7 

wir w' = Y'HE und führen wir durch den Punkt w' eine Gerade X', X'\\X. Nach 
(AI), (A3) gilt dann s2 = X'HQ. Führen wir durch den Punkt sx eine Gerade X', 
A7'||A\ Schreiben wir w = XT\E und führen wir durch den Punkt w eine Gerade 
Y", Y'\\ Y. Gemäß (AI) gilt yx = Y'HX. Wird si = X'HV bezeichnet, so s\ =s2'. 
Wegen .$•, I P und Pk = Q gilt nach Definition 12 sk

x I Q und deshalb s2 = s2. Gemäß 
(AI), (A3) ergibt sich yx =y2, also t(x, m, k) = tx(x, m, k). 

(2)--£>(l). Wir wollen beweisen, daß (1), (2) aus Definition 12 erfüllt sind. 
ad (1). Es liege eine Gerade P, Px\\Xx vor Führen wir durch den Punkt o eine 

Gerade P', P'\\P und konstruieren wir nach (A2) die Punkte p, p', m (Abb. 7). 
Sodann ist meRo. Bezeichnen wir q = PV1Y und nach (A2) bestimmen wir zum 
Punkt q den Punkt k, k I X Somit gilt P=(m, k). Gemäß (A3) konstruieren wir 

191 



die Geraden Q' und Q= <m, k>, Qx\\ Yx. Werde vorausgesetzt, daß s I P. 
Führen wir durch den Punkt s die Geraden Y\ Y'\\ Yund X\ X' \\X und schreiben 
wir w = X'HE, w' = Y'HE. Führen wir durch den Punkt w bzw. w' eine Gerade 
Y', Y'\\ Ybzw. X', X'\\X und bezeichnen wir s' = X'V\ Y', y = Y'HX, x = Y'HX. 
Dann erhält man s = [x, y\, s' = [y,x\ und s'=sk. Daraus folgt y = t(x, m, k). 
Wegen y = tx(x, m, k) gilt sk I Q. Die Bilder aller Punkte der Geraden P in der 
Abbildung A liegen also auf der Geraden Q. Ganz ähnlich kann man zeigen, daß 
die Bilder aller Punkte der Geraden Q, Qx^Yx in der Abbildung A auf einer 
Geraden P, Px\\Xx liegen. 

ad (2). Es seien P,, P2 die Geraden mit P,||P2, Pxx\Xx. Nach (A2) wird zur 
Geraden P, die Gerade P[ bestimmt. Dann ergibt sich P,'||P,, P.1IP2. Gemäß ad (1) 
konstruieren wir zur Geraden P,' die Gerade Q' und die Geraden Pk

x,P\. Danach 
erhält man P\ || Q\ P\ || Q' und daher P\ ||P£. Analoges gilt für die Geraden Qx, Q2, 
wo a l l a , QXX\\YX. 

Bemerkung 5. Ist eine affine Ebene sd mit Homomorphismus ^-zulässig, dann 
ist nach den Sätzen 8,4 der nach Satz 8 bestimmte lokale Ternärring T=(R, t) 
.at-zulässig. 

Salz 9. Es sei ein lokaler Ternärring T=(R,t) mit vollständigem Ideal R<> 
si~zulässig. Es werden tx(a, b, c) = t(a, b, c) Va, ceR VbeR« gesetzt und zum 
affinen lokalen Ternärring ST=(R,t,tx) eine affine Ebene sd = (SB, J£,l) mit 
Homomorphismus xbestimmt. Sodann bildet 9i = ((o, o), <o,o>, [1,1]) einen 
Rahmen in si und s£ ist 9l-zulässig. 

Beweis, Das Tripel 9t = (X, Y, e) bildet offensichtlich einen Rahmen in si, wo 
X=(o,o), Y= <€o, o>, £ = [1,1]. Die Geraden X, Y schneiden sich im einzigen 
Punkt o und nach (4) aus Definition 9 bekommt man o = [o,o\. Dan gilt 
E = oe=(\,o). Betrachten wir die nach (B) erklärte Abbildung A (Abb. 5). Es sei 
p = [a, b\ ein Punkt. Danach ist X' = (o, b) die durch den Punkt p gehende und 
mit Xparallele Gerade. Ähnlich ist <o, a> die durch den Punkt p gehende und 
mit Y parallele Gerade. Es gilt q = X'HE = [b, b\, q' = Y'V\E = [a,a\. Die 
Gerade X'= (o, a) geht durch den Punkt q' und ist mit X parallel. Die Gerade 
Y"= <o, b> geht durch den Punkt q und ist mit Y parallel. Daraus bekommt 
man pk =[a, b\k =X'V\Y' = [b, a\. 

Es liegt eine Gerade P=(x,y), Px\\Xx vor. Dann gilt xx = ox, also xeR<>. 
Werde vorausgesetzt, daß [a, b\ I (x, y). Danach erhalten wir b = t(a, x, y) = 
= tx(a, x, y), was bedeutet, daß [a, b\k I <x, y> gilt. Wir können also (x, y)k = 
= <x, y> setzen. Umgekehrt gilt <€x, y>k = (je, y). / 

Es liegen die Geraden P., P2, P.||P2, Pxx\\Xx vor. Danach können wir 
Pi = (x, yx), P2=(x,y2) mit xeRo setzen und es gilt P\= (x, yx)

k = <xy yt>, 
P$ = (x, y2)

k = <x,y2t>. Daraus folgt PHII^. Analoges gilt für die Geraden Ql9 

C?2, O.IIO2, QM\Yx. 
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Bemerkung 6. Es sei ä? = CR, + , •) ein lokaler Ring. Wird zu ä? der 
Ternärring T= (/?, t) wie im Beispiel 2 bestimmt, so ist rein ^/-zulässiger lokaler 
Ternärring. Nach Satz 4 konstruieren wir zu T den affinen lokalen Ternärring 
\rT=(/?, t, t,) und zu 5\ nach Satz 7, die affine Ebene s& mit Homomorphismus. 
Dann ist s& nach Satz 9 für S? = ((o , o), <lo, o^>, [1,1]) 5?-zulässig. 
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ВВЕДЕНИЕ КООРДИНАТ 
В АФФИННЫЕ ПЛОСКОСТИ С ГОМОМОРФИЗМОМ 

Франтишек Махала 

Резюме 

При помощи локальных тернаров, которые определил автор в работе Расширенные локаль
ные тернары, определяются в предлагаемой работе аффинные и ^-доступные локальные 
тернары. Доказывается, что каждую аффинную плоскость с гомоморфизмом (определение 10) 
можно координировать аффинным локальным тернаром, и что наоборот, из аффинного локаль
ного тернара можно построить аффинную плоскость с гомоморфизмом. Каждая ^-допустимая 
аффинная плоскость с гомоморфизмом (определение 12) координируется ^-допустимым ло
кальным тернаром. 
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