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Mdth. Slovaca 27,1977, No. 4, 409—421 

HALBBORELSCHE FUNKTIONEN 
UND EXTREME ABLEITUNGEN 

LADISLAV MlSlK 

1. Einleitung 

W. Sierpinski hat in [5] bewiesen, daß die Ableitungen von Dini einer Funktion 
aus der Klasse a aus der Klasse a + 3 sind. S. Banach hat in [1] bewiesen, daß die 
Ableitungen von Dini einer beschränkten Funktion aus der Klasse a aus der Klasse 
a + 2 sind. A. M. Brückner und J. L. Leonard schreiben in ihrer Arbeit „Derivati
ves" ([2], S. 30), daß die Ableitungen von Dini einer Funktion aus der Klasse a aus 
der Klasse a + 2 sind. Ihre Behauptung basiert auf der Bemerkung, die W. Sier
pinski in [5] machte, daß man durch eine Modifikation seines Beweises beweisen 
kann, daß die Ableitungen von Dini einer Funktion aus der Klasse a aus der Klasse 
a + 2 sind. W. Sierpinski gibt aber keine näheren Informationen über diese 
Modifikation. Also es existiert nur ein einziger veröffentlichter Beweis, daß die 
Ableitungen von Dini einer Funktion aus der Klasse a aus der Klasse a + 2 sind. 
Dieser Beweis ist der Beweis von S. Banach ([1]), der leider nur für beschränkte 
Funktionen durchgeführt ist. 

O. Häjek hat in [3] bewiesen, daß die zweiseitigen extremen Ableitungen einer 
beliebigen Funktion aus der Klasse 2 sind. 

In dieser Arbeit werden wir beweisen, daß die rechte obere Ableitung von Dini 
einer Funktion aus der Klasse a der Limes einer nichtsteigenden Folge von 
unterhalb Borelfunktionen der Klasse a ist. Daraus geht hervor, daß diese 
Ableitung aus der Klasse a + 2 ist. Weiter beweisen wir, daß die zweiseitige obere 
Ableitung einer Funktion der Limes einer nichtsteigenden Folge von Funktionen 
ist, die in jedem Punkt entweder von links oder von rechts unterhalb stetig sind. 
Daraus sieht man, daß diese Behauptungen die Sätze von O. Häjek, W. Sierpinski 
und S. Banach verbessern. 

Da die additive Borelklasse für a = 0 voll additiv ist, d.h. die Vereinigung 
beliebiger Mengen aus der additiven Borelklasse von Null aus dieser Klasse ist, ist 
der Beweis unserer Behauptung für a = 0 nicht so schwer und unterscheidet sich 
wesentlich von dem Fall, wo a>0 ist. Für den Fall, wo a>0 ist, basiert unser 
Beweis auf den Gedanken von S. Banach ([1]). 
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2. Definitionen und Bezeichnungen 

Die Menge aller reellen Zahlen werden wir mit R bezeichnen. Das Zeichen / 
wird in der ganzen Arbeit eine reellen Funktion einer rellen Veränderlichen 
bedeuten. Das Zeichen a wird eine Ordinalzahl der ersten oder zweiten Klasse 
bedeuten. 

Die additive (multiplikative) Borelklasse von Null ist das System aller offenen 
(abgeschlossenen) Mengen. Die additive (multiplikative) Borelklasse von a, wo 
a > 0 ist, ist das System aller Vereinigungen (Durchschnitte) von abzählbar vielen 
Mengen aus den multiplikativen oder additiven Borelklassen von Ordinalzahlen, 
die Kleiner als a sind ([4], S. 252). Die additive (multiplikative) Borelklasse von a 
werden wir mit ^„(^a) bezeichnen. 

Eine Funktion f heißt unterhalb (oberhalb) Borelfunktion der Klasse a, wenn 
die Menge {x:f(x)>c} ({x:f(x)<c}) für jedes ceR eine Menge aus der 
additiven Borelklasse von a ist. Eine unterhalb (oberhalb) Borelfunktion der 
Klasse Null heißt auch unterhalb (oberhalb) stetig. Eine Funktion f heißt im x, wo 
x eR ist, unterhalb (oberhalb) stetig von rechts, wenn es zu jedem c eR, für 
welches f(x)>c (f(x)<c) ist, ein positives ö so gibt, daß (x,x + ö) cz 
c= {u:f(u)>c}((x, x + ö) cz {u:f(u)<c}) gilt. Es ist klar, was wir unter „/ ist im 
x unterhalb (oberhalb) stetig von links" verstehen. 

Es sei 0<a<b und n eine natürliche Zahl. Dann setzen wir: Fn(x; a, b) = 
= sup {f(x + h): \f(x + h)\^n, a^h^b}, cpn(x; a,&) = sup {f(x + h)-f(x): 

\f(x + h)\^n,a^h^b} und <Pn(x;a,b) = sup J / ( £ ± A 1 Z L Ü £ ) . \f(x+h)\^n, 

^ .. ,. u rr L, ^ • / , lf(X+h)-f(x) 
Es sei n eine natürliche Zahl. Dann setzen wir: ipn(x) = sup j — : 

0 < | Ä | < l } u n d x . ( x ) = s u p p ^ ^ : 0 < h < I } . 

Wir werden mit f+(x)(f~(x)) die obere Ableitung von Dini der Funktion / im x 
von rechts (von links) und mit f*(x)(f~(x)) die untere Ableitung von Dini der 
Funktion / im x von rechts (von links) bezeichnen. 

Die obere zweiseitige Ableitung von / im x, d. h. der obere Limes 
f(X+h)—f(x) , • . . , ? , / X , _,. • • AL, • hm sup — -r—-^-^ , werden wir mi t / (x) und die untere zweiseitige Ableitung 

h—»0 fl 

von / im x, d.h. der untere Limes lim inf — -j-—J-+-^ , werden wir mit fix) 
h^o h -

bezeichnen. 
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3. Hilf sätze über Halbborelsche Funktionen 

Lemma 1. Es sei f eine Funktion, die in jedem Punkt entweder von links oder 
von rechts unterhalb (oberhalb) stetig ist. Dann ist {x:f(x)>a} = OuS, 

{x:f(x)^a} = F-Su{x:f(x)^a} = ( p o * ) u 5 2 , {x:f(x)<a} = (Üf t ) - -?3 

({x:f(x)<a} = OuS , {x:f(x)^a} = F-Su {x:f(x)^a} = ( r )0*)uS 2 , 

{x:f(x)>a} = ( U Fk) - S3, wobei O und Ok für k = 1,2, 3, ... offen, Fund Fk für 

k = \, 2, 3, ... abgeschlossen, S, Su S2 und S3 höchstens abzählbar sind und 

OnS = 0, ( nO*)nS 2 = 0, S.czF und S3cz\jFk gilt. 
\k=\ ' k=\ 

Beweis. Es genügt nur den Fall von der Halbstetigkeit nach unten zu behan
deln. Es sei A={x: f(x)>a }. Es sei K eine nichtleere Komponente der Menge A. 
Dann existiert ein ueK. Da die Funktion / im u entweder von links oder von 
rechts unterhalb stetig ist, muß ein solches h > 0 existieren, daß entweder (u — h, 
u>czA oder <u, u + h)czA ist. Es muß also entweder (u — h, u>czK oder 
<u, u-\-h)czK sein, weil ueK und K eine Komponente von A ist. Daraus 
bekommt man, daß K ein Intervall sein muß. 

Es existiert also eine solche endliche oder unendliche Folge {Jn}n=i von 
untereinander fremden Intervallen, wo IV entweder eine natürliche Zahl oder 

N= oo ist, daß A = \JJn ist. Setzen wir O = (J Int (/„) und S = Ü (Jn - Int (/„)). 
. n=\ n=\ n=\ 

Dabei bedeutet Int(A) das Innere von A. Dann ist O offen, S höchstens 
abzählbar, A = OuS und OnS = 0. 

Die restlichen Relationen bekommen wir leicht aus den Relationen: {x:f(x)^ 

a} = R-{x:f(x)>a}, {x:f(x)^a} = f] \x: f(x)>a -j] = fKO.uS*) 
k = \ l K J k = i 

= (nO,)u((n(0,uS*)) - (n(0*)) = (pO*)uS2 und {x:f(x)<a} 

= R - {x:f(x)^a}, wobei für k=\, 2, 3, ... die Mengen Ok offen und die 

Mengen S? höchstens abzählbar sind und S2= f ( f l (0^uS?) j - f riO,vj] ist. 

Lemma 2. Es sei f eine Funktion, die in jedem Punkt entweder von links oder 
von rechts unterhalb (oberhalb) stetig ist. Dann existiert eine solche höchstens 
abzählbare Menge S, daß SczR und f in jedem x eR-S unterhalb (oberhalb) 
stetig ist. 

Beweis. Wir werden den Beweis nur im Falle der Halbstetigkeit nach unten 
durchführen. 

Es sei x eR.und C~(f; x) = {c: es existiert eine solche Folge {xn}n=i, daßxn <x 
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für n = 1, 2, 3, ..., linucn =x und \imf(xn) = c ist} und C+(f; x) = {c: es existiert 

eine solche Folge {xn }r=i, daßxn >x für n = 1,2, 3, ..., limxn=x und lim/(xn) = c 

ist}. Aus bekannten Satz von W. H. Young ([6]) über die Asymmetrie geht hervor, 
daß die Menge S = {x:C~(f;x) =£ C+(f;x)} höchstens abzählbar ist. 

Es sei jetzt ueR -S. Dann ist C~(f; u) = C+(f; u). Es sei / i m u von links (von 
rechts) unterhalb stetig. Dann existiert für jedes a e R, für welches a <f(u) ist, ein 
solches Intervall (u-h, u>(<u, w-4-k)), wo h>0 (k>0) ist, daß (u-h, 
u> cz{x: a<f(x)} (<u, u + k)cz{*: a<f(x)}) ist. Daraus bekommt man leicht, 
daß C~(f; U)CL{C: cltf(u)} (C+(f; u)a{c: cl%f(u)}) ist. Da ueR-S ist, muß 
auch C+(f; w)cz{c: cHf(u)} (C~(f; u)a{c: cl%f(u)}) sein. Daraus geht hervor, 
daß für jedes aeR, für welches a<f(u) ist, solche Intervalle (u,u + k) und 
(u -h, u), wo h und k positiv sind, existieren, daß (u, u + k ) cz {x: a < / ( * ) } und 
(u-h,u) cz {x: a<f(x)}gi\t. Es ist also (u-h, u+k)cz{x: a<f(x)} für a eR, 
für welches a <f(u) ist. Daraus sieht man, daß die Funktion f im u unterhalb stetig 
ist. 

Lemma 3. Es sei {gn }n = l eine nichtsteigende (nichtfallende) Folge von Funktio
nen von einer reellen Veränderlichen, die in jedem Punkt entweder von links oder 

von rechts unterhalb (oberhalb) stetig sind. Es sei g = lim gn. Dann ist für jedes 
n—»oo 

aeR {x: g(x)<a}=A-S, {x:g(x)>a} = BuSr ({x: g(x)>a} = A-S, 
{x: g(x)<a} = ß u 5 , ) , wobei gilt: A ist eine Menge aus der Klasse <ßx, B ist aus 
der Klasse ^ 2 , SczA, B n S , = 0 und S und 5, sind zwei höchstens abzählbare 
Mengen. 

Die Funktion g ist eine Borelfunktion aus der Klasse 2. 
Bewei s . Wir werden nur den Fall, wo {gn}n=x eine nichtsteigende Folge von 

Funktionen von einer reellen Veränderlichen, die in jedem Punkt entweder von 
links oder von rechts unterhalb stetig sind, behandeln. 

Es sei aeR. 
Dann existieren nach dem Lemma 1 für jede natürliche Zahl n solche ab

geschlossene Mengen F[n) und solche höchstens abzählbare Menge S(n), daß 

{x: gn(x)<a} = ( Ü - F * , ) ) - 5 ( n ) ist .Daraus bekommen wir, daß {x:g(x)<a } = 

= LH*: gn(x)<a} = Ü((ÜE*"))-s(")) = (Ü Ü I r ) - (.(Ü ÜH"*)-

- ( Ü ((ÜI=1" )) - s(n))) = A-S ist, wobei A = Ü ( J K 1 0 aus der Klasse <&. 
4-i v 4 = i i n „_, t = 1 

u n d 5 = ^ - ( Ü (({JF^A - 5(n)) <= Ü s(n) höchstens abzählbar ist. 
\ „ = 1 \ \ ^ = i / / „ = 1 

Daraus bekommen wir, daß {x: g(x)z%a} = R - {x: g(x)<a} = R - (A - 5 ) = 
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• = CkuSfc, Ck ist aus der 

= (R - A ) u S = C u S ist, wobei C aus der Klasse SFU C n S = 0 und S höchstens 
abzählbar ist. 

Es sei jetzt k eine natürliche Zahl. Dann existieren für jedes k zwei solche 

Mengen Ck und S*, daß folgendes gilt: \x: g(x)=\a+ — 

Klasse &\ und S* ist höchstens abzählbar. Daraus geht hervor, daß {x: g(x)>a} 

= Ü {x: g(x)*Za+j^ = Ü (GuS*) = (Ü G ) U ((Ü (GUS*)) - (Ü G ) ) 

= HuSi ist, wo H = U G eine Menge aus der Klasse ^ 2 und Sj = (( U ( G u S ? ) ) 
A: = 1 Wk = \ ' 

- ( Ü G ) ) <= I J S * i s t- A l s o i s t BnS\ = 0 und Si höchstens abzählbar. 
\ * = 1 / ' A = l 

Da die Mengen, die höchstens abzählbar sind, aus der Klasse (SX sind, die 
Mengen {x: g(x)>a} und {x: g(x)<a} sind aus der Klasse ^ 2 für jedes aeR 
und die Funktion g ist eine Borelfunktion aus der Klasse 2. 

Lemma 4. Es sei {gn}n=l eine nichtsteigende (nichtfallende) Folge von unterhalb 

(oberhalb) Borelfunktionen der Klasse a. Es sei g = lim gn. Dann ist die Menge 

{x: g(x)<a} ({x: g(x)>a}) aus der Klasse c§a+\ für jedes aeR. 
Die Funktion g ist eine Borelfunktion aus der Klasse a + 2 . 
Bewei s . Wir behandeln nur den Fall, daß {gn } n = l eine nichtsteigende Folge von 

unterhalb Borelfunktionen der Klasse a ist. Für jedes aeR und jede natürliche 
Zahl n ist die Menge {x: gn(x)<a} aus der Klasse ^ a + 1 , weil {x: gn(x)<a} = 

= 1 \x'> 9n(x) = a— — \ und \x: gn (x) ^ a - — \ aus der Klasse 3*a für jedes k ist. 

Daraus bekommen wir, daß {x: g(x)<a} = L {x: gn(x)<a} aus der Klasse 
n = \ 

^ a + 1 für jedes aeR ist. Es ist bekannt, daß die Funktion g eine Borelfunktion aus 
der Klasse a + 2 ist, wenn (JC: g(x)<a} aus der Klasse ^ a + 1 für jedes a eR ist. 

4. Der Fall a = 0 

Lemma 5. a) Die Funktion xpn ist für jede natürliche Zahl n in jedem Punkt 
entweder von links oder von rechts unterhalb stetig. 

b) Es sei f eine stetige Funktion. Dann ist die Funktion %n für jede natürliche 
Zahl n in jedem Punkt unterhalb stetig. 

Beweis , a) Es sei a eR, u eR und \pn sei nicht im u von links unterhalb stetig. 

Dann existiert ein solches b eR, daß b<ipn(u) und — j-—-^—*-^b für jedes h, 

für welches <h<0 ist, gilt. 
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Wenn nämlich ein solches b nicht existiert, dann muß für jedes b, für welches 

b<^pn(u) ist, ein solches hb existieren, daß <hb<0 und — ^—J-^-*->b 
n K 

gilt. Weil ^pn(u)>b ist, muß ue{x: tyn(x)>b} sein und es genügt nur zu zeigen, 
daß (u+K,u) cz {x: ^pn(x)>b} ist. . 

Es sei ze(u+hb, u). Dann ist z = u + k, wo — < h b < k < 0 ist. Weiter muß 

e n t w e d e r /(* + f r - * ) ) - / ( * ) = f(u + h)-fn(z)>bodeif(z-k)-f(z) = 

hb-k u + hb-z - k 

= fW-f&Kb sein, weil u+K<z<u und f(u + V " / ( t / ) > f c ist. In erstem 

Falle ist -~<K<hb-k<0 und ist also i/;„(z) = sup j - (/(z + h)-f(z)): 

11 > /(z + fo-*))-/^,. -_, _ _ , _ Ü- I I1Ä ; _ . ^ , _ , 1 

= max 

0< A < - [ S — ^-f / >&• In zweitem Falle ist 0< -k< -hb<-
1 ' «J A b -k n 

und ist also i_v,(z) = sup {^ (f(z + h)-f(z)): 0<\h\<^} =~ / ( z ~ ^ ~ / ( z ) > 6 . 

Daraus bekommen wir, daß z e{*: i/;n(jc)>_?} ist. Da (w H-/z5, W)C{JC: i/;n(jc)>& } 
für jedes fc, für welches b<^pn(u) ist, gilt, die Funktion T/;„ ist im w von links 
unterhalb stetig. Das ist aber ein Widerspruch. 

Es sei also b eine solche Zahl, für welche b<tyn(u) und — j-—-~-^___& 

für jedes h, das — < A < 0 erfüllt, gilt. Es sei cx<\pn(u) und c = 

(cu
b*y-) • Es ist evident, daß b<c<yn(u) gilt. Da ft<c<^(M) 

u n d f(u + h)-f(u)^b f ü r j e d e _ ^ da_ </-<_) erfüllt, ist, muß eine solche 
h n 

Zahl K existieren, für welche 0<hc<- und / ( M + ^ *^U'>c gilt. 
n 1zc 

Es sei ze(w, U+K). Dann ist z = w+k , wo 0<k<hc<— ist. Weiter ist 

entweder nz-k)-f(z) __ f(zt_m>c oder nzHK-k))-nz) = 
- k AC K - k 

f(u + K)-f(z)^ ._ _̂  ^ __, ,f(u + K)-f(u)^ 1 
= ___ ii—_______>c_ w e i i U<z<u+K und — T^—sL-^-z>c ist. Da < 

u + K—z K n 

<-K<-k<Oist,gi\t im ersten F a l l e t (z) = sup ( / ( z + / l ) " / ( z ) : 0 < l A l < ^ | _ _ ; 

H*" j~t(z'->c und da 0<hc~k<K<- ist, gilt im zweiten Falle t/>„(z) = 

= sup{^+^-^>:0<|/1|<i} S - l - . y ( - + (/--jk)) - / ( , ) ) > , . 
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Daraus sieht man, daß (u,u + hc) cz {x: xpn(x)>c} cz {x: i(>n(x)>cl} ist und 
die Funktion ipn muß darum im Punkte u von rechts unterhalb stetig sein, 

b) Es sei / eine stetige Funktion. Es sei aeR und u e {x: xn(x)>a }. Dann 

existiert eine solche Zahl ha, für welche 0<ha<— und — H—-^—^>a ist. Wir 

n ha 

setzen W(t) = +1 - tüv t±u + ha. Dann ist die Funktion W im w stetig 

und W(u)>a. Es existiert also eine solche Umgebung (u — r], u+r]) von u für 

welche 0<r]<mm lha, ha) und W(t)>a für jedes t e(u-r],u + r]) gilt. Weil 

0<ha-r] = u+ha-t - (u+r]-t) < u+ha - t<ha+rj<ha + ( ha) = -

für jedes te(u-r], u + r]) ist, ist #,.(0 = sup ——, • 0 < A < - | _. 

f(t + u+h-t)-f(t) = 

u+ha-t
 w 

Daraus sieht man, daß (u — r], u+ r])cz{x: Xn(x)>a} ist, wenn 0<r]< 

<min lha, ha\ ist. Also ist die Funktion Xn im Punkte u unterhalb stetig. 

Satz 1. a,) Die zweiseitige obere Ableitung/' ist der Limes einer nichtsteigenden 
Folge von Funktionen, die in jedem Punkt entweder von links oder von rechts 
unterhalb stetig sind. 

a2) Die zweiseitige obere Ableitung / ' ist der Limes einer nichtsteigenden Folge 
von Funktionen, die bis auf eine höchstens abzählbare Menge in jedem Punkt 
unterhalb stetig sind. 

a3) Die Menge {x: f'(x)<a} ist ein Durchschnitt von einer Menge aus der 
Klasse 9>x und einer Menge aus der Klasse ^ für jedes aeR. 

a4) Die zweiseitige obere Ableitung/' ist eine Borelfunktion aus der Klasse 2. 
b) Es sei f eine stetige Funktion. 
b,) Die Ableitung f+ ist der Limes einer nichtsteigenden Folge von Funktionen, 

die in jedem Punkt unterhalb stetig sind. 
b2) Die Menge {x: f*(x)<a} ist aus der Klasse ^i für jedes aeR. 
b3) Die Ableitung / + ist eine Borelfunktion aus der Klasse 2. 

Bewe i s , a^ Diese Behauptung geht aus der Gleichung/' = lim i/;n und aus dem 

Lemma 5 a) hervor, weil t/;„+i = t/;„ für n = \, 2, 3 , ... ist. 
a2) Das geht aus dem Lemma 2 und a^ hervor. 
Die Behauptungen a3) und a4) gehen aus a j und aus dem Lemma 3 hervor. 

b,) Das ist eine. Folge von der Relation / + = lim^n und des Lemmas 5 b), weil 

Xn + i^Xn für n = l, 2, 3, ... ist. 
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Die Behauptungen b2) und b3) gehen aus b,) und aus dem Lemma 4 hervor. 
Ähnliche Sätze wie Satz 1 gelten auch für die Ableitungen / ' , / " , / + und / " . 

5 . Der Fall a>0 

Lemma 6. Es seien g und h Funktionen, für welche die Grenzwerte lim g(u), 
u—*x + 

lim h(u), lim g(u) und lim h(u) existieren. Dann existieren auch 

lim m?ix(g,h)(u) und lim max(g, h)(u). 
u—*x+ u—*x — 

Beweis . Das ist klar. 

Lemma 7. Es sei 0<a<b, n eine natürliche Zahl und Fn(x; a,b) = 
= sup {f(x + h): \f(x + h)\^n, a^h^b}. Dann existieren die Grenzwerte 

lim Fn(u; a,b) und lim Fn(u ; a, b). Die Funktion Fn(x; a,b) ist eine Borel-
u—*x+ u—*x — 

funktion aus der Klasse 1. 
B e w e i s . Es sei xeR und u — (b—a)<x<u. Dann gilt Fn(u; a,b) = 

= max (Fn(u ; a,x + b —u), Fn(u ; x + b —u, b)). 
Es sei jetzt u2 — (b — a) <x < ux < u2. Dann gilt: 
Fn(ux; a,x + b — ux) = sup {f(ux + h): \f(ux + h)\^n, a^h^x + b —ux} = 

= sup {f(v): \f(v)\^n, ux + a^v^x + b} ^ sup {f(v): \f(v)\^n, u2 + 
+ a^v^x + b} = sup {f(u2 + h): \f(u2 + h)\^n, a^h^x + b -u2} = Fn(u2; 
a, x + b —u2), 

Fn(ux; x + b -ux, b) = sup {f(ux + h): \f(ux + h)\^n, x + b — ux^h^b} = 
= sup {f(v): \f(v)\^n, x + b^v^ux + b} ^ sup {f(v): \f(v)\^n, 
x + b^v^u2 + b} = sup{f(u2 + h): \f(u2 + h)\^n,x + b-u2^h^b} = Fn(u2; 
x + b — u2, b). 

\ Daraus sieht man leicht, daß die Grenzwerte lim Fn(u ;a, x +b — u) 
u—*x + 

, und lim Fn(u; x + b —u,b) existieren. Aus dem Lemma 6 folgt jetzt, daß auch 
u—*x + 

lim Fn(u; a, b) existiert. 
u—*x + 

Es sei u <x<u + (b — a). Dann ist Fn(u ; a, b) = max (Fn(u; a,x + a — u), 
Fn(u; x + a — u,b)). 

Es sei ux<u2<x<ux + (b —a). Dann gilt: 
Fn(ux; a, x + a — ux) = sup {f(ux + h): \f(ux + h)\ ^ n , a^h^x + a — ux} = 

= sup {f(v): \f(v)\^n, ux + a^v^x+a} ^ sup {f(v): \f(v)\^n, 
u2 + a^v^x +a} = sup {f(u2 + h): \f(u2 + h)\^n, a^h^x + a — u2} = Fn(u2; 
a, x +a — u2), 

Fn(ux; x + a-ux, b) = sup {f(ux + h): \f(ux + h)\^n,,x + a -ux^h^b = 
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= sup {f(v): \f(v)\^n, x+a^v^u. + b} ^ sup {f(v): \f(v)\^n, 
x+a^v^u2 + b} = sup{f(u2 + h): \f(u2 +h)\^n,x+ a-u2^h^b} = Fn(u2; 
x + a—u2, b). 

Daraus ist leicht sichtbar, daß die Grenzwerte lim Fn(u ; a, x + a - u) und 

limFn(w; x + a — u, b) existieren und nach dem Lemma 6 existiert auch 
u—*x — 

lim Fn(u ; a, b). 
U—+X — 

Es ist bekannt, daß jede Funktion einer reellen Veränderlichen, die in jedem 
Punkt die Grenzwerte von links wie von rechts besitzt, eine Borelfunktion aus der 
Klasse 1 ist. Darum ist die Funktion Fn(x;a,b) eine Borelfunktion aus der 
Klasse 1. 

Lemma 8. Es sei a>0 und f eine Borelfunktion a us der Klasse a.EsseiO<a<b 
und n eine natürliche Zahl. Es sei q>n(x; a, fe) = sup {f(x+ h)-f(x): \f(x + 
+ h)\^n,a^h^b). Dann ist die Funktion q)n(x;a,b) eine Borelfunktion aus der 
Klasse a und \qpn(x; a, b)\ ^ | / (JC) |+AI gilt, wenn yn(x; a, b)> - » ist. 

Bewe i s . Es ist evident, daß q>n(x ; a, b) = F„(JC ; a, b)— f(x) für jedes JC eR 
gilt. Weil a>0 ist, ist q)n(x;a,b) eine Borelfunktion aus der Klasse a, weil 
Fn(x; a, b) nach dem Lemma 7 eine Borelfunktion aus der Klasse 1 und / eine 
Borelfunktion aus der Klasse a ist. 

Wenn (pn(x; a,b)>~™ ist, dann gilt \(pn(x; a, b)\ = \Fn(x; a,b)-f(x)\ ^ 
|/(JC)| + |F„(jc;a,fc)| ^ | /(x) |+#i . 

Lemma 9. Es sei a > 0 . Es sei f eine Borelfunktion aus der Klasse a, n eine 

natürliche Zahl, k eine nichtnegative ganze Zahl und 0<a<b. Es sei ak—a +--7 

(b -a) für i = 0 , 1, 2, ..., 2*. Es sei Gn(x; a, b, k) = max jmin ( , 

TÄLl^ly / = 1 , 2, .....2*} und * . ( * ; a,b) = sup {H* + *)-f<'): 

\f(x + h)\^n,a^h^b}. 

Dann ist G„(x ; a,b, k) eine Borelfunktion aus der Klasse a für k = 0, 1, 2, ..., 

G„(x;a,b,k) S GJx ; a, b, k + 1) für k = 0 , 1,2, ... und limG„(x ; a, b, k) = 
v v k—•» 

= <Pn(x; a,b). 
Bewe i s . Aus dem Lemma 8 folgt, daß G„(JC ; a, b, k) eine Borelfunktion aus 

der Klasse a für k = 0, 1, 2, ... ist. Es sei k eine nichtnegative ganze Zahl, 

ai_l = a+Lll(b--a), af = a+^(b-a) und ct=a+-^r (b-a). Dann gilt: 
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min 

^ / , 7 x n f f . (<Pn(x; aj-uCj) <pn(x; ai-i,Ci)\ 
Gn(x; a, b, k + 1) = max j max jmm ( — - , -L—^ 1 , 

l l v ai—\ c t / 

(cpn(x; Ci,aj) <pn(x;d, af)\) . ^ 2 - J 

Es sei x e R so gewählt, daß Gn(x ; a, b, k)> — <*> ist. Dann existiert ein solches 

• n i v<\ A r-/ u i \ • /<P„(*; fl«-i, fr) <pn(x; üj-u ad\ .,. / _ {1, 2, ..., 2 }, das G„(x ; a, 6, k) = mm I — , -2—^ -1 ist. 

Jetzt können zwei Fälle entstehen: entweder ist <pn(x; at_1,at)i__0 oder <pn(x; 
0,-_i, at)<0. 

<pn(x; ai-x,ai) cpn(x ; a,-,,^ 
ai-, ' a, J 

Es gilt entweder cpn(x; at-x, at) = cpn(x ; a{-x, ct) oder cpn(x ; 

i\ c • / \ > r . T - _ • * • / < ? - ( * ; g,-i ,g,-) <?*(•*; a,-i,a,)\ 
1) Es sei <pn(x; at_1? at)___.0. Dann ist min f-*—1 - , :!—1 -) = 

\ ai-i a, / 
(p„(x; a,,!, at) 

at 

ai-x,üi) = <pn(x; Q, at). 
1,) Es sei <pn(x; at-x, üi) = cpn(x; a{-x, ct). Dann gilt: 
G„(x; a, b, k) = min ( _ _ _ _ _ _ _ _ _ , _ _ £ _ _ _ _ _ ) ) = «*•(*; - , .„ . . ) < 

V a/-, at / at 

<P-(*;-V-.,w) < / (cpn(x;ai-x,Ci) cpn(x; at.u c,)\ (cpn(x;d, a^ 
= nidx i inIII i , / , min i , 

ct \ V « ,_ , ct / V Ct 

&te^*))2Gm(x;a,b,k + l). 

12) Es sei <pn(x; a{-x, ai) = <pn(x; ct, at). Dann gilt: 

G„(x; « , _ , * ) = min ( _ - - i - - ! - - _ , ^£i_________) __ ____£i£___i g 
V a,-i a, / ai 

g max (min (__£^i___) f g-(*,«,-,c.)) ( m.n (*.(x;*,a,) ^ *><•*> *>«)}} 

_i G„(x; a,b,k + l). 

2) Es sei <p„(x; «,_„ a,)<0. Dann gilt: min /^(x; a,^, a, cpn(x ; a^,, 0i)\ = 
\ A i - i fl, / 

q>n(x ; ai-l9 at) 

fli-i 

oder gpn(x ; at_l5 at) = <pn(x ; ct, at) ist. 
2X) Es sei cpn(x; at_1? at) = (pn(x; at-u ct). Dann gilt: 

G„(x ; a, b, k) = ^ ^ ; ^ " 1 ' C < ) - i G n ( j c ; a, b, k + 1). 

22) Es sei <pn(x; at_1? at) = (p„(x; ct, at). Dann gilt: 
^ / , , x <Pn(* ; W, fr) <Pn(* i W, fr)^- ̂ - / , , 

G„(x; a,b, k) = ^ v t/<^v lJ^Gn(x;a,b, k + 1). 
at - x Ci 

Es gilt also Gn(x; a, b, k)^Gn(x; a, b, k + 1) für jedes x eR und k = 0, 1, 
2 , . . . . 
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(<pn(x; a{-x, a, cpn(x;aj-x, at)\ 
K a(-x ' at / 

. Es ist evident, daB entweder cpn(x; at-x, at) = <pn(x; at_,, ct) 



Es sei <Pn(x; a, b)= -oo . Dann ist evident, daß für k = 0, 1, 2, ... cpn (x; fl,_,, 

Gi)= -oo für/ = 1,2, . . . , 2 \ E s i s t a l s o G „ ( x ; f l , 6 , k)= - °° für k = 0, 1,2,... und 

UmGn(x; a,b,k) = 0n(x;a,b). 
*_*<_ 

Es sei 0n(x;a, b)> -oo . Dann existiert ein solches ie{\, 2, ..., 2*}, daß <Pn(x; 

a,b) = * . ( * , <_,-., <_,) = s u p { / ( j r + ^ " " / ( j f ) : |/(x + A)| ^ n, a^tkh S A , } ist. 

Ähnlich wie im [1] (S. 130) wird für je{\, 2, ..., 2*}, für welches cpn(x; 
fl;_,, fl;)> — oo ist, die Ungleichung abgeleitet: 

m._ /«.fr;-,-,,-,) f tt,(*;«v..-*)\ ̂  0n(;c. fl/_if flj) _, max /__£______> f 
\ fly-i fly / ^ fl/-l 

_?nCLL____l_____\ 
fl; / " 

Daraus bekommen wir: 

Ga(x; «, b.k) = max f min (_________ , _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ > ) : / e { 1 , 2 , ..., 2 * K 

l \ fl;-, fl; 1 

(pn(x; A ;_,, A ; ) > - o o j _S max {<£„(.*; fl;_,, fl;): / e { l , 2, ..., 2k}, <Pn(x; fl;_,,fl;)> 

> - o o } ^ <Pn(x;a,b) und &(x;a,b)-Gn(x;a,b,k) _§ m a x i <P-(*; * ' -"* '> 
l fly-l 

- _ _ - i - 2 _ _ _ _ | : / 6 { i , 2, ..., 2*}, <*>„(„; _ , _ , , _ , ) > - « > } _ _ m a x 
aj | J 

| | ( p n (x ;a ; _i , f l ; ) | ^ ^ * : / e { l , 2, ..., - 2 * } , (?„(*; fl;_„ fl;)> - ooj ^ 

^(l/Wl+n)|^p. 

Daraus ist sichtbar, daß lim G„(jt; a, b, k) = 0n(x, a, b) ist. 

Lemma 10. Es sei a>0 und f eine Borelfunktion aus der Klasse a. Für jedes 
c eR ist die Menge {x: <Pn(x;.a,b)>c} eine Menge aus der Klasse *$«. 

Beweis . Aus dem Lemma 9 geht hervor, daß {x: 0„(JC ; a, b)>c} = (J {x: 
k = \ 

Gn(x; a, b, k)>c} aus der Klasse *_?„ ist, weil {x: G„(JC; a, b, k)>c} aus der 
Klasse <_?a für k = 1, 2, 3, ... ist. 

Lemma 11. Es sei a > 0. Es sei f eine Borelfunktion aus der Klasse a und &(x ; 

A, b) = sup | — j-—^-—-: a^h^bl . Es sei ceR. Dann ist die Menge {x: 

0(x; A, b)>c} aus der Klasse %„. 

Beweis . Es gilt: {x: &(x; a,b)>c} = Ü {*'• ®n(x; a,b)>c}. Die Menge 
n = 1 
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{x: <P(x; a, b)>c} ist aus der Klasse ^a, weil die Mengen {x: <Pn(x; a, b)>c} 
nach dem Lemma 10 aus der Klasse ^a für n = 1, 2, 3 . ... sind. 

Lemma 12. Es sei a >0. Es sei f eine Borelfunktion aus der Klasse a. Dann ist 

für n = l,2, 3, ... die Funktion ^pn(x) = sup j / ( * + A ) " / ( * ) • 0 < / * < i } eine 

unterhalb Borelfunktion aus der Klasse a. 

B e w e i s . Es sei 0<ak + x<ak ^ax<bxfkbk <bk + x< — für k = l, 2, 3, ... und 

1 
limöfc = 0 und lim 6* = - . Dann gilt {x: ^pn(x)>c} = U ix: &(*', ak, bk)>c}. 

Die Menge {x: tyn(x)>c} ist aus der Klasse S«, weil die Mengen {x: <P(x; 
ak,bk)>c} für k = 1, 2, 3, ... nach dem Lemma 11 aus der Klasse ^ a sind. Damit 
haben wir bewiesen, daß für rz = l, 2, 3, ... die Funktionen ^pn unterhalb 
Borelfunktionen aus der Klasse a sind. 

Satz 2. Es sei a>0 und feine Borelfunktion aus der Klasse a. Dann ist die obere 
Ableitung von Dini von rechts f¥ der Limes einer nichtsteigenden Folge von 
Funktionen, die unterhalb Borelfunktionen aus der Klasse a sind. Die Menge 
{x: f+(x)<a} ist für jedes a eR eine Menge aus der Klasse <ßa + x. Die Funktion f+ 

ist eine Borelfunktion aus der Klasse a +2. 
B e w e i s . Der Satz folgt unmittelbar aus dem Lemma 4, Lemma 12 und aus 

lim tyn(x)=f+(x). 

Ähnliche Sätze wie Satz 2 gelten auch für die Ableitungen /" , / + u n d / " . 
6. Eine Bemerkung 
Für beschränkte Borelfunktionen aus der Klasse a ist in [1] bewiesen, daß die 

Funktion <P(x; a, b) eine Borelfunktion aus der Klasse a ist, weil sie der Limes 
einer gleichmäßig konvergenten Folge von Borelfunktionen aus der Klasse a ist. 
Daraus folgt der Satz 2 für beschränkte Funktionen. 
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ПОЛУБОРЕЛЕВСКИЕ ФУНКЦИИ И ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ 

Ладислав М и ш и к 

Р е з ю м е 

В этой работе доказывается, что правая верхняя производная борелевской функции класса а -
предел невозрастающей последовательности снизу полуборелевских функций класса а. Поэтому 
она является сверху полуборелевской функцией класса а + 1. 

Доказывается также, что двусторонняя верхняя производная произвольной функции - предел 
невозрастающей последовательности функций, во всякой точке являющихся снизу полунепре
рывным либо справа, либо слева. 

Эти результаты улучшают результаты В. Серпинского, С. Банаха и О. Гайека. 
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