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HALBBORELSCHE FUNKTIONEN
UND EXTREME ABLEITUNGEN'

LADISLAV MISIK

1. Einleitung

W. Sierpinski hat in [5] bewiesen, daB die Ableitungen von Dini einer Funktion
aus der Klasse a aus der Klasse a + 3 sind. S. Banach hat in [1] bewiesen, daB die
Ableitungen von Dini einer beschrinkten Funktion aus der Klasse a aus der Klasse
a +2 sind. A. M. Bruckner und J. L. Leonard schreiben in ihrer Arbeit ,,Derivati-
ves* ([2], S. 30), daB die Ableitungen von Dini einer Funktion aus der Klasse a aus
der Klasse a + 2 sind. Ihre Behauptung basiert auf der Bemerkung, die W. Sier-
pinski in [5] machte, daB man durch eine Modifikation seines Beweises beweisen
kann, daB} die Ableitungen von Dini einer Funktion aus der Klasse a aus der Klasse
a+2 sind. W. Sierpiniski gibt aber keine nidheren Informationen iiber diese
Modifikation. Also es existiert nur ein einziger veroffentlichter Beweis, da3 die
Ableitungen von Dini einer Funktion aus der Klasse a aus der Klasse o + 2 sind.
Dieser Beweis ist der Beweis von S. Banach ([1]), der leider nur fiir beschrankte
Funktionen durchgefiihrt ist.

O. Hijek hat in [3] bewiesen, daB3 die zwelsemgen extremen Ableitungen einer
beliebigen Funktion aus der Klasse 2 sind.

In dieser Arbeit werden wir beweisen, daB die rechte obere Ableltung von Dini
einer Funktion aus der Klasse a der Limes einer nichtsteigenden Folge von
unterhalb Borelfunktionen der Klasse a ist. Daraus geht hervor, da diese
Ableitung aus der Klasse a + 2 ist. Weiter beweisen wir, dal die zweiseitige obere
Ableitung einer Funktion der Limes einer nichtsteigenden Folge von Funktionen
ist, die in jedem Punkt entweder von links oder von rechts unterhalb stetig sind.
Daraus sieht man, daB3 diese Behauptungen die Sidtze von O. Héajek, W. Sierpinski
und S. Banach verbessern.

Da die additive Borelklasse fiir a =0 voll additiv ist, d.h. die Vereinigung
beliebiger Mengen aus der additiven Borelklasse von Null aus dieser Klasse ist, ist
der Beweis unserer Behauptung fiir a =0 nicht so schwer und unterscheidet sich
wesentlich von dem Fall, wo a >0 ist. Fiir den Fall, wo a >0 ist, basiert unser
Beweis auf den Gedanken von S. Banach ([1]).
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2. Definitionen und Bezeichnungen

Die Menge aller reellen Zahlen werden wir mit R bezeichnen. Das Zeichen f
wird in der ganzen Arbeit eine reellen Funktion einer rellen Veridnderlichen
bedeuten. Das Zeichen a wird eine Ordinalzahl der ersten oder zweiten Klasse
bedeuten.

Die additive (multiplikative) Borelklasse von Null ist das System aller offenen
(abgeschlossenen) Mengen. Die additive (multiplikative) Borelklasse von a, wo
a >0 ist, ist das System aller Vereinigungen (Durchschnitte) von abzihlbar vielen
Mengen aus den multiplikativen oder additiven Borelklassen von Ordinalzahlen,
die Kleiner als a sind ([4], S. 252). Die additive (multiplikative) Borelklasse von «
werden wir mit %,(%.) bezeichnen.

- Eine Funktion f hei3t unterhalb (oberhalb) Borelfunktion der Klasse a, wenn
die Menge {x:f(x)>c} ({x:f(x)<c)}) fiir jedes c € R eine Menge aus der
additiven Borelklasse von a ist. Eine unterhalb (oberhalb) Borelfunktion der
Klasse Null heif3t auch unterhalb (oberhalb) stetig. Eine Funktion f hei3t im x, wo
x € R ist, unterhalb (oberhalb) stetig von rechts, wenn es zu jedem c € R, fiir
welches f(x)>c (f(x)<c) ist, ein positives 6 so gibt, daB (x,x+6) c
c{u:f(u)>c}((x,x+6) c {u:f(u)<c}) gilt. Es ist klar, was wir unter ,,f ist im
x unterhalb (oberhalb) stetig von links‘‘ verstehen.

Es sei 0<a <b und n eine natiirliche Zahl. Dann setzen wir: F,(x; a, b) =
=sup {f(x+h): |[f(x+h)|=n, aSh=b}, @.(x; a,b)=sup {f(x+h)—f(x):

If(x+h)|=n,a=h=b} und ®,(x;a,b) = sup {f(_x+hh)_——f(x_) If(x +h)|=n,

aéhéb}.

fx+h)—f(x),
7 :

Es sei n eine natiirliche Zahl. Dann setzen wir: ¢,(x) = sup {

0<|h|<%} und x,(x) = sup {W 0<h <%}

Wir werden mit f*(x)(f (x)) die obere Ableitung von Dini der Funktion f im x
von rechts (von links) und mit f*(x)(f"(x)) die untere Ableitung von Dini der

Funktion f im x von rechts (von links) bezeichnen.
Die obere zweiseitige Ableitung von f im x, d. h. der obere Limes

lim sup Wx—) , werden wir mit f'(x) und die untere zweiseitige Ableitung

h—0

von f im x, d.h. der untere Limes lir{l 10nf W , werden wir mit f'(x)

bezeichnen.
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3. Hilfsiitze iiber Halbborelsche Funktionen

Lemma 1. Es sei f eine Funktion, die in jedem Punkt entweder von links oder
von rechts unterhalb (oberhalb) stetig ist. Dann ist {x:f(x)>a} = OUS,

(x:f(x)Sa} = F-S,, {x:f(x)Za) = (on)usz, (x:f(x)<a) = (UF)—
({x:f(x)<a} = OUS, {x:f(x)Za} = F=S,, {x:f(x)=a) =" (k"rjlok)usz,

{x:f(x)>a} = (DH) — 8., wobei O und O, fiirk =1, 2, 3, ... offen, F und F, fiir
k=1
k=1, 2, 3, ... abgeschlossen, S, S,, S, und S, héochstens abzdhlbar sind und
OnS =40, (ﬁok)052=ﬂ, S,cF und S, | F. gilt.
k=1 k=1
Beweis. Es geniigt nur den Fall von der Halbstetigkeit nach unten zu behan-
deln. Es sei A ={x:f(x)>a }. Es sei K eine nichtleere Komponente der Menge A.
Dann existiert ein u € K. Da die Funktion f im u entweder von links oder von
rechts unterhalb stetig ist, muB ein solches & >0 existieren, daB entweder (u — h,
u>cA oder <u, u+h)c A ist. Es mu3 also entweder (u —h, u> cK oder
<u, u+h)cK sein, weil ue K und K eine Komponente von A ist. Daraus
bekommt man, dal K ein Intervall sein muB.
Es existiert also eine solche endliche oder unendliche Folge {J,},-, von
untereinander fremden Intervallen, wo N entweder eine natiirliche Zahl oder
N N N
N = ist, daB A = | JJ, ist. Setzen wir O = U Int (J,) und S = U (J. — Int (J,)).

. n=1
Dabei bedeutet Int (A) das Innere von A Dann ist O offen S hochstens
abzihlbar, A =0uS und ONS=0.
Die restlichen Relationen bekommen wir leicht aus den Relationen: {x: f(x)=

a} = R—{x:f(x)>a}, {x:f(x)=a} = krj {x: f(x)>a—%} = DI(O,(USI)

(ﬁ ) ((ﬁ(OkuSt)) - (ﬁ(ok)) - (nok)usz und {x:f(x)<a)

- k=1

= R—{x:f(x)=a}, wobei fiir k=1, 2, 3, ... die Mengen O, offen und die

Mengen S hochstens abzéhlbar sind und S, = ((ﬁ(Ok uS’,‘:)) - (ﬁOk)) ist.
k=1 k=1

Lemma 2. Es sei f eine Funktion, die in jedem Punkt entweder von links oder
von rechts unterhalb (oberhalb) stetig ist. Dann existiert eine solche hochstens
abzihlbare Menge S, daB ScR und f in jedem x € R — S unterhalb (oberhalb)
stetig ist.

Beweis. Wir werden den Beweis nur im Falle der Halbstetigkeit nach unten
durchfiihren.

Esseix € R.und C™(f; x) ={c: es existiert eine solche Folge {x,}.-., daB x, <x
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firn=1,2,3, ..., limx, =x und limf(x,)=c ist} und C*(f; x)={c: es existiert

eine solche Folge {x. by, daB x, >x fiirn=1,2,3, ..., limx, = x und llmf(x )=c

ist}. Aus bekannten Satz von W. H. Young ([6]) iiber die Asymmetrie geht hervor,
daB die Menge S={x:C(f;x) # C*(f; x)} hochstens abzihlbar ist.

Esseijetzt u e R —S.Dannist C™(f; u)=C*(f; u). Es sei f im u von links (von
rechts) unterhalb stetig. Dann existiert fiir jedes a € R, fiir welches a <f(u) ist, ein
solches Intervall (u—h, u>(<u, u+k)), wo h>0 (k>0) ist, daB (u—h
u>c{x:a<f(x)}(<u,u+k)c{x:a<f(x)}) ist. Daraus bekommt man leicht,
daB C (f;u)c{c: cZf(u)} (C*(f;u)c{c: c=f(u)}) ist. DaueR —S ist, muB
auch C*(f; u)c{c: cZf(u)} (C(f; u)={c: c=f(u)}) sein. Daraus geht hervor,
daB fiir jedes a € R, fiir welches a <f(u) ist, solche Intervalle (u, u+ k) und
(u —h, u),wo h und k positiv sind, existieren, daB (u, u + k) c {x: a <f(x)}und
(u—h,u) c {x:a<f(x)}gilt.Esistalso (u—h,u+k)c{x:a<f(x)}fiiraeR,
fiir welches a < f(u) ist. Daraus sieht man, daB die Funktion f im u unterhalb stetig
ist.

Lemma 3. Es sei {g, }.-. eine nichtsteigende (nichtfallende) Folge von Funktio-
nen von einer reellen Veranderlichen, die in jedem Punkt entweder von links oder

von rechts unterhalb (oberhalb) stetig sind. Es sei g =lim g,,. Dann ist fiir jedes

aeR {x:g(x)<a}=A-=S, {x:g(x)>a} = BUS, {x:g9g(x)>a} = A-S,
{x:g(x)<a} = BUS,), wobei gilt: A ist eine Menge aus der Klasse 4,, B ist aus
der Klasse 4,, Sc A, BnS, =0 und S und S, sind zwei hochstens abzahlbare
Mengen.

Die Funktion g ist eine Borelfunktzon aus der Klasse 2.

Beweis. Wir werden nur den Fall, wo {g. }-, eine nichtsteigende Folge von
Funktionen von einer reellen Verdnderlichen, die in jedem Punkt entweder von
links oder von rechts unterhalb stetig sind, behandeln.

Es sei a e R.
Dann existieren nach dem Lemma 1 fiir jede natiirliche Zahl n solche ab-

geschlossene Mengen F{” und solche hochstens abzahlbare Menge S, daf

{x: g.(x)<a} = (CJ FI”) — 8™ ist.Daraus bekommen wir, daB {x.: gx)<a} =
k=1

= Ut a<a) = O((Urr)-s) = (U Qf‘k"’) - (G 0orr)

n

(Q ((L=J F”’) - S"")) = A - S ist, wobei A = U U > aus der Klasse 4,

n=1 k=

und S=A — (L_J ((kL=Jl Fi"’) -~ S"") c "L=JIS‘"’ hochstens abzihlbar ist.

n=1

Daraus bekommen wir, daB {x: g(x)Za}=R —{x:g(x)<a}=R—-(A-8)=
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= (R -A)uUS = CuS ist, wobei C aus der Klasse %,, CnS =0 und S hochstens
abzihlbar ist.

Es sei jetzt k eine natiirliche Zahl. Dann existieren fiir jedes k zwei solche
Mengen C, und S%, daB folgendes gilt: {x: g(x)Za +%} = C,US,, C, ist aus der
Klasse &, und S% ist hochstens abzahlbar. Daraus geht hervor, daB {x: g(x)>a}

©

=U {x g)Za+y } U.(C" US?) = (gck)u((g(ckust)) - (k[]ck))

k=1

= BUS, ist,wo B= U C. eine Menge aus der Klasse %, und S, = ((U (CkuS’,l‘))
- k=1 k=1

- (O Ck)) c CJ S¥ ist. Also ist BnS, =@ und S, hochstens abzéhlbar.
k=1 k=1

Da die Mengen, die hochstens abzdhlbar sind, aus der Klasse ¥, sind, die
Mengen {x: g(x)>a} und {x: g(x)<a} sind aus der Klasse ¥, fiir jedes a € R
und die Funktion g ist eine Borelfunktion aus der Klasse 2.

Lemma 4. Es sei {g,}. -, eine nichtsteigende (nichtfallende) Folge von unterhalb
(oberhalb) Borelfunktionen der Klasse a. Es sei g =limg,. Dann ist die Menge

{x:g(x)<a} ({x: g(x)>a}) aus der Klasse 4,., fiir jedes a € R.

Die Funktion g ist eine Borelfunktion aus der Klasse a + 2.

Beweis. Wir behandeln nur den Fall, daB {g, }»_, eine nichtsteigende Folge von
unterhalb Borelfunktioner der Klasse « ist. Fiir jedes a € R und jede natiirliche
Zahl n ist die Menge {x: g.(x)<a} aus der Klasse 9,.,, weil {x: g.(x)<a} =

= Lm {x g.(x)=a —%} und {x g.(x)=a —%} aus der Klasse %, fiir jedes k ist.
k=1

Daraus bekommen wir, daB {x: g(x)<a} = L {x: g.(x)<a} aus der Klasse

9, . fiir jedes a € R ist. Es ist bekannt, daB die Funktlon g eine Borelfunktion aus
der Klasse a + 2 ist, wenn {x: g(x)<a} aus der Klasse ¥4, fiir jedes a € R ist.

4. Der Fall a =0

Lemma 5. a) Die Funktion v, ist fiir jede natiirliche Zahl n in jedem Punkt
entweder von links oder von rechts unterhalb stetig.

b) Es sei f eine stetige Funktion. Dann ist die Funktion Y, fiir jede natiirliche
Zahl n in jedem Punkt unterhalb stetig.

Beweis. a) Esseia € R, u € R und v, sei nicht im « von links unterhalb stetig.

Dann existiert ein solches b € R ,daB b <y, (u) und W)é b fiir jedes A,

fiir welches —;ll-<h <0 ist, gilt.
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Wenn nidmlich ein solches b nicht existiert, dann mu8 fiir jedes b, fiir welches
b <y, (u) ist, ein solches A, éxistieren, daB —%< h, <0 und W>b
- b
gilt. Weil y,(u)>b ist, muB u € {x: y,(x)>b } sein und es geniigt nur zu zeigen,
daBl (u+h,,u) c {x: 9, (x)>b} ist. 1
Es sei z€(u +h,, u). Dann ist z=u+k, wo —;<h,, <k <0 ist. Weiter muB

fG+th—k)—f(z) _ futh)—f(z) fz—k)—f(z) _
h, — k u+h, — -k
= %—(—Lﬂ>b sein, weil u +h, <z <u und f(u+h;,l _f(u)>b ist. In erstem

entweder >b oder

Falle ist —l<h,,<h,,—k<0 und ist also y.(z) = sup {% (fz+h)-f(2)):
O<|h|<%}>f(1+£*b k) —f(z) 1

>b. In zweitem Falle ist 0< —k < —h, <—
hb—k n

undistalsow,,(z)=5uP{ (f(z+h)—f(2)): 0<|h|<— }>f_(z ’i)k—f(Z)>

Daraus bekommen wir, daB z € {x: y.(x)>b }ist. Da (u +h,, u)c {x: Y.(x)>b}
fiir jedes b, fiir welches b <w,(u) ist, gilt, die Funktion , ist im u von links
unterhalb stetig. Das ist aber ein Widerspruch.

Es sei also b eine solche Zahl, fiir welche b <,

(1) und f———(””’h)_f(“) <b

fir jedes A, das —%<h<0 erfiillt, gilt. Es sei ¢, <y,(¥) und c=
= max (c., %ﬂ) . Es ist evident, daB b <c <y.(u) gilt. Da b <c <y, (u)

und &‘—-*——h’?—ﬂéb fiir jedes h, das —l<h <0 erfiillt, ist, muB eine solche
ung L0~

Zahl h, existieren, fiir welche 0<h. < >c gilt.

1. S
Es sei ze€(u, u+h:). Dann ist z=u+k, wo O<k<hc<; ist. Weiter ist

M= fE) . (@W,, g HetokDo(@)
-k h.—k
Mﬂ—z)>c weil u<z<u+h. und f—u+—h—)—£—>c ist. Da —l<

uth.—z

entweder

< —h. < — k <O0ist,giltim ersten Falle vy, (z) = sup {W:O< |h|<;}§

f(z—k)— (Z)>c und da 0<hc—k<hc<% ist, gilt im zweiten Falle y.(z)=
{f(z+h) f(z),

— sup c0<|n|<t } z L (e + (h— k) - f@)>e.
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Daraus sieht man, daB (u, u+h.) = {x: Y. (x)>c} = {x: P,(x)>c,} ist und
die Funktion v, muB darum im Punkte u von rechts unterhalb stetig sein.

b) Es sei f eine stetige Funktion. Es sei a € R und u e{x: x,(x)>a}. Dann
gfuth)—f(u)

>a ist. Wir
h,

existiert eine solche Zahl 4,, fiir welche 0<h, <;11- un

fluth)—f()
u+h,—t

und ¥(u)>a. Es existiert also eine solche Umgebung (u —n, u+n) von u fiir

setzen ¥ (¢) = fiir t# u + h,. Dann ist die Funktion ¥ im u stetig

welche 0 <7 <min (h,,, %—h,,) und ¥(t)>a fiir jedes t € (u —n, u +n) gilt. Weil

O<h,—n =u+h,—t —(u+n—-t) <u+h, —t<h,+n<h, + (%—h,,) _ 1

n
fur jedes re(u—mn, u+n) ist, ist x.(¢)=sup {f(t+ﬁ}3—f(t): O<h<%} =

f+tu+h,—t)—f(t) _
P — = Y(t)>a.
Daraus sieht man, daB (u—n, u+n)c{x: x.(x)>a} ist, wenn 0<n<

<min (h,,, %—h,,) ist. Also ist die Funktion y, im Punkte u unterhalb stetig.

Satz 1. a,) Die zweiseitige obere Ableitung f' ist der Limes einer nichtsteigenden
Folge von Funktionen, die in jedem Punkt entweder von links oder von rechts
unterhalb stetig sind.

a,) Die zweiseitige obere Ableitung f' ist der Limes einer nichtsteigenden Folge
von ‘Funktionen, die bis auf eine hochstens abzihlbare Menge in jedem Punkt
unterhalb stetig sind.

a,) Die Menge {x: f'(x)<a} ist ein Durchschnitt von einer Menge aus der
Klasse %, und einer Menge aus der Klasse 4§, fiir jedes a € R.

a,) Die zweiseitige obere Ableitung f' ist eine Borelfunktion aus der Klasse 2.

b) Es sei f eine stetige Funktion.

b,) Die Ableitung f* ist der Limes einer nichtsteigenden Folge von Funktionen,
die in jedem Punkt unterhalb stetig sind.

b,) Die Menge {x: f*(x)<a} ist aus der Klasse %, fiir jedes a € R.

b;) Die Ableitung f* ist eine Borelfunktion aus der Klasse 2.

Beweis. a,) Diese Behauptung geht aus der Gleichung f' = lim v, und aus dem

Lemma 5 a) hervor, weil ¥, =y, firn=1, 2, 3, ... ist.
a,) Das geht aus dem Lemma 2 und a,) hervor.
Die Behauptungen a;) und a,) gehen aus a,) und aus dem Lemma 3 hervor.
b,) Das ist eine. Folge von der Relation f*=1lim x, und des Lemmas 5 b), weil

Xnr=x. fir n=1,2, 3, ... ist.
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)

Die Behauptungen b,) und b,) gehen aus b,) und aus dem Lemma 4 hervor.
Ahnliche Sitze wie Satz 1 gelten auch fiir die Ableitungen f f‘,_f+ und f.

5. Der Fall a>0

Lemma 6. Es seien g und h Funktionen, fiir welche die Grenzwerte lim g(u),

lim A(u), lim g(u) und lim h(u) existieren. Dann existieren auch

lim max(g, )(u) und lim max(g, h)(u).
Beweis. Das ist klar.

Lemma 7. Es sei 0<a<b, n eine natiirliche Zahl und F,(x; a,b) =
=sup {f(x+h): |f(x+h)|=n, aSsh=b}. Dann existiecren die Grenzwerte
lirxn+F,,(u; a,b) und lirxn F,(u; a, b). Die Funktion F,(x ;a, b) ist eine Borel-
funktion aus der Klasse 1.

Beweis. Es sei xeR und u—(b—a)<x<u. Dann gilt F,(u; a,b) =
=max (F,(u; a,x+b—-u), F,(u; x+b—u, b)).

Es sei jetzt u, — (b —a)<x <u,<u,. Dann gilt:

F.(u; a,x+b—u) = sup {f(uy+h): |[f(u,+h)|=n,as=h=x+b-u,} =
=sup {f(v): |f(W)|=n, u, + asSv=x + b} = sup {f(v): |f(v)|=n, u, +
+a=v=x+b} = sup {f(u.+h): |[f(u,+h)|=n,ash=x+b—-u,) = F,(u;
a,x+b—u,), _

F,(u;; x+b—uy, b) = sup {f(us+h): |f(ux+h)|=n, x+b—u,=Sh=b} =
= sup {f(v): |f()|=n, x+b=v=u,+b} = sup {f(v): |f(v)|=n,
x+b=v=u,+b}=sup{f(u,+h):|f(u,+h)|=n,x+b—-u,=h=b) = F,(u,;
x+b—u,,b).

u—x+

Daraus sieht man leicht, daB die Grenzwerte lim F,(u;a,x+b —u)

' und lim F,(u; x+b —u, b) existieren. Aus dem Lemma 6 folgt jetzt, daB auch

u—x+

lim F,(u; a, b) existiert.

Es sei u<x<u+(b—a). Dann ist F,(u; a,b) = max (F,(u; a,x+a—u),
F,(u; x+a—u,b)).

Es sei d.<u2<x<u,+(b —a). Dann gilt:

F.(u,; a, x+a—u,) = sup {f(u,+h): |[fu,+h)|=n, ash=x+a—-u,}=
= sup {f(v): |[f()|=n, w,+as=v=x+a} = sup {f(v): |f()|=n,
w,tas=v=x+a) =sup {f(u,+h): |f(u+h)|=n,ash=x+a-u,} = F,(u,;
a,x+a-—u,), ‘ .

F.(u; x+a—u,, b) = sup {f(u,+h): |f(u,+h)|[Sn,x+a-u,=h=b=
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> —en

= sup {f(v): |f)|=n, x+asv=u,+b} = sup {f(v): |f(v)|=n,
x+asSv=u,+b} = sup{f(u+h): |f(u.+h)|=En,x+a—-u,=h=b} = F,(u,;
x+a—u,b).

Daraus ist leicht sichtbar, daB die Grenzwerte lim F,(u; a,x+a¥u) und

u—x—

lim F,(u; x+a—u,b) existieren und nach dem Lemma 6 existiert auch

u—x—

hmF(u a,b).

Es ist bekannt, daB jede Funktion einer reellen Verédnderlichen, die in jedem
Punkt die Grenzwerte von links wie von rechts besitzt, eine Borelfunktion aus der
Klasse 1 ist. Darum ist die Funktion F,(x;a, b) eine Borelfunktion aus der
Klasse 1.

Lemma 8. Es sei @ >0 und f eine Borelfunktion aus der Klasse a. Es sei 0<a<b
und n eine natiirliche Zahl. Es sei @,(x; a, b)=sup {f(x+h)—f(x): |f(x+
+h)|=n,a=h=>b}. Dann ist die Funktion @,(x ; a, b) eine Borelfunktion aus der
Klasse a und |@.(x; a, b)| = |f(x)|+n gilt, wenn @.(x; a, b)> — = ist.

Beweis. Es ist evident, daB @,(x;a,b) = F,(x; a, b)—f(x) fir jedes x eR
gilt. Weil a >0 ist, ist @,(x; a, b) eine Borelfunktion aus der Klasse a, weil
F.(x;a, b) nach dem Lemma 7 eine Borelfunktion aus der Klasse 1 und f eine
Borelfunktion aus der Klasse a ist.

Wenn @,(x; a, b)> —« ist, dann gilt |<p,.(x a,b)|=|F,(x; a,b)—f(x)| =
lf)l + |F.(x; a,b)| = |f(x)| +n.

Lemma 9. Es sei a >0. Es sei f eine Borelfunktion aus der Klasse a, n eine
natiirliche Zahl, k eine nichtnegative ganze Zahl und 0<a<b. Es seia,=a +2Lk
(b—a) firi=0,1,2, ..., 2*. Es sei G,(x; a, b, k) = max {min ("’—("—“—‘-’—)

____(p,.(x;a,-_.,a,»)): i=1, 2, ...,~2"} und ®,(x; a,b) = sup {f____—(x+hh)—f(x):

a;
If(x +h)|=n, a§h§b}.
Dann ist G,(x ; a, b, k) eine Borelfunktion aus der Klasse a fiir k=0, 1, 2, ...,
G.(x;a,b,k) = G,(x;a,b,k+1) fir k=0,1, 2, ... und ’!i_l:rlG,,(x; a,b,k)=

=@, (x; a,b).
Beweis. Aus dem Lemma 8 folgt, daB G.(x; a, b, k) eine Borelfunktion aus
der Klasse a fir k=0, 1, 2, ... ist. Es sei k eine nichtnegative ganze Zabhl,

2i—
a;_ a+—— (b—a), a,—a+2,‘ (b—a)und ¢;=a+—F T (b—a) Dann gilt:
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G.(x; a, b, k+1) = max {max {min ((p,.(xt;lai_,,c,-)’ (p,.(x;:.«_,,c,-)),
i—1 i
min ((pn(x; Ci, ai) , (pn(x; Ci, ai))}: i=1,2, ..., 21«} .
Ci a;

Es sei x € R so gewihlt, daB G,(x; a, b, k)> — « ist. Dann existiert ein‘solches

ie{1,2,..,2"), das G,(x; a, b, k) = min ("’"(";““"""), "’"(’“Z"“’“")) ist.

i—1

Jetzt konnen zwei Fille entstehen: entweder ist @,(x; a;_,, a,)=0 oder @,(x;
a;,_y, a;)<0.

1) Es sei @.(x; a;_;, a;)=0. Dann ist min (qz,.(x ;a“" a) s qv,.(x;:,-_.,' a,-)>=
i—1 i

= ﬂix—:;a) Es gilt entweder ¢, (x; a1, @) = @.(x; ai_y, ¢;) oder @,(x;
a-1,4;) = @.(x; ¢, a).
1,) Es sei @.(x; ai_y, a)=@.(x; ai_y, ¢;). Dann gilt:

G.(x: a, b, k) = min ((pn(x;a,-_.,a.-)’ wn(x;a,-_l,a.-)> - exiana)
ai—, a; a;

(X380, 6) < oo (min (rpn(x;a.»-,,ci) @u(X Gios, C.~)> min ((pn(x iCi» @)

o a;—, ’ Ci ’ C; ’

C;
(P(#L))) = Gu(x;a, b, k+1).
1,) Es sei @.(x; a1, &)= @.(x; ¢, a;). Dann gilt:

G.(x; a,b,k) = min (@,,(x;ai_,,ai)’ (p"(x;:i_"ai)) = q)"(x;C”a') =
i—1 i i

< max (min ((pn(x;ai_., cf)’ @a(x; ais, c.»)) . min (qo"(x;ci,a.») , @.(x;c, a.-)))
a,~_, C,' ci ai

= G.(x;a,b,k+1).
2) Es sei @,(x; a;_,, a;)<0. Dann gilt: min ((p,.(xa; Giov & q),.(x;;i_,, ai))=
i—1 i

= Mf“—m) . Es ist evident, daB entweder @,(x; a;_y, @) = @.(x; ai_,, ¢))
i—1
oder @,(x; ai_y, a;) = @.(x; ¢, a) ist.
2,) Es sei @.(x; a;i_y, a;)=@.(x; ai-,, ¢;). Dann gilt:
G.(x; a, b, k)=W§G,,(x; a, b, k+1).

i—1
2,) Es sei @.(x; ai-\, a)=@,(x; ¢, a;). Dann gilt:
Gi(x:a. b, k)y=20568) @a(XiCa) <\ 0 p 1)

Es gilt also G,(x; a, b, k)=G.(x; a, b, k+1) fiir jedes xeR und k=0, 1,
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Es sei @,(x; @, b)= — . Dann ist evident, dafl fir k=0,1,2, ... @, (x; a_,,
a)=—ofiiri=1,2,...,2* Esistalso G,(x;a, b, k)= — o firk=0,1,2, ... und
lim G,(x; a,b,k) = P.(x;a,b).

Es sei @, (x ; @, b)> — «. Dann existiert ein solches i € {1, 2, ..., 2}, daB @, (x;
a,b) = @,(x,ai-,, a) = sup {W If(x +h)| = n, a,-_léhéa,-} ist.

Ahnlich wie im [1] (S.130) wird fiir je{1, 2, ..., 2%}, fiir welches @.(x;
a,_,, a;)> — » ist, die Ungleichung abgeleitet:

S di_y, 4 Sa_y, a (X5 a1, a
min (‘pn(x’al 15 a,)’q),.(x,a, 15 a])) = <D,,(x;aj_,,a,) =< max ((p ( > i1 /),
a— a; a_,
Qu(x; a4, ai))
a; )

Daraus bekommen wir:

G,(x;a,b, k) = max {min (q),.(x 3821, 4) @a(x; a_,_.,_a,)>: je{1,2, ..., 2%},

a_, ’ a;

Q. (x; a;-,, a;))> —00} = max {<D.,.(x;a,»_., a):je{l,2,...,2%, ®,(x; a._,,a)>

@a(x;0,-1, )
a_,

> _—w) = ®,(x;a,b)und ® (x;a,b)—G,(x;a, b, k) = max{

@n(x; ai-lz.ai) .

4 je{l, 2, .., 2%}, @.(x; a,_.,ai)>—°°}§ max
J

b—a
a,-_,'a,-.

1 , \
{I%(x;a,-_.,a,-)lir je{l, 2, .., 2%}, @.(x; a,-_,,a,-)>—oo}§

b—a

= (If (o)l +n) 3= -

Daraus ist sichtbar, daB ’!im G.(x;a,b,k)=,(x,a,b) ist.

Lemma 10. Es sei a >0 und f eine Borelfunktion aus der Klasse a. Fiir jedes
c €R ist die Menge {x: &,(x; a,b)>c} eine Menge aus der Klasse 4.

Beweis. Aus dem Lemma 9 geht hervor, daB {x: &,(x; a,b)>c} = O {x:

k=1

G.(x; a,b, k)>c} aus der Klasse 94, ist, weil {x: G,(x; a, b, k)>c} aus der
Klasse ¢, fir k=1, 2, 3, ... ist.

Lemma 11. Es sei a > 0. Es sei f eine Borelfunktion aus der Klasse a und @ (x ;

a,b) = sup {f(ﬂ_/_l;l);f_(x_) a=h §b} . Es sei ce R. Dann ist die Menge {x:

®d(x; a,b)>c} aus der Klasse 4,.

o

Beweis. Es gilt: {x: ®(x;a,b)>c} = U {x: ®.(x; a, b)>c}. Die Menge
n=1
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{x: @(x;a,b)>c}ist aus der Klasse 9., weil die Mengen {x: &,(x; a, b)>c}
nach dem Lemma 10 aus der Klasse ¥, fir n =1, 2, 3. ... sind.

Lemma 12. Es sei a > 0. Es sei f eine Borelfunktion aus der Klasse a. Dann ist
fir n=1, 2, 3, ... die Funktion ¥,.(x) = sup {W 0<h <%} eine
unterhalb Borelfunktion aus der Klasse .

Beweis. Es sei 0<ak+.<ak§a|<b.§bk<bk+.<% fir k=1, 2, 3, ... und

lima, =0 und l!imbk =%. Dann gilt {x: y,(x)>c} = O {x: @(x; ax, b)>c}.
—% k=1

Die Menge {x: y,(x)>c} ist aus der Klasse ¥,, weil die Mengen {x: @(x;
a., b)>c} firk=1,2,3, ... nachdem Lemma 11 aus der Klasse ¥, sind. Damit
haben wir bewiesen, daB fir n=1, 2, 3, ... die Funktionen 1, unterhalb
Borelfunktionen aus der Klasse a sind.

Satz 2. Es sei a >0 und f eine Borelfunktion aus der Klasse a. Dann ist die obere
Ableitung von Dini von rechts f* der Limes einer nichtsteigenden Folge von
Funktionen, die unterhalb Borelfunktionen aus der Klasse a sind. Die Menge
{x: f*(x)<a)} ist fiir jedes a € R eine Menge aus der Klasse 4, ,,. Die Funktion f*
ist eine Borelfunktion aus der Klasse a + 2.

‘ Beweis. Der Satz folgt unmittelbar aus dem Lemma 4, Lemma 12 und aus

lim y,(x)=f"(x).

Ahnliche Sitze wie Satz 2 gelten auch fiir die Ableitungen f~, f* und f~.

6. Eine Bemerkung - -

Fiir beschrinkte Borelfunktionen aus der Klasse a ist in [1] bewiesen, daB die
Funktion @(x; a, b) eine Borelfunktion aus der Klasse a ist, weil sie der Limes
einer gleichmiBig konvergenten Folge von Borelfunktionen aus der Klasse a ist.
Daraus folgt der Satz 2 fiir beschrinkte Funktionen.
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IMMOJIYGOPEJIEBCKHUE ®YHKIUHWHU U 3KCTPEMAIJIbHBIE HPOI/I3BOHHBIE
JlagucnaB MUl UK
Pe3ome

B 3T0it paboTe noKa3bIBa€TCs, YTO NpaBasi BEPXHAS MPOM3BO/IHas 6OpeeBCKOH (yHKLUMH Kaacca o —
npeaes HEBO3pacTalolei NOCIeA0BaTENbHOCTH CHU3Y MonybopeneBCcKuX pyHKUMi Kiaacca a. [Toatomy

OHa fABNAETCA CBepXy nmonybopeneBckod yHkuuein kiacca a + 1.
Jloka3bIBa€TCs TaKXe, YTO IBYCTOPOHHSSI BEPXHAS NMPOU3BOAHAs MPOU3BOJbHOMA (PYHKLUM — MPEaes

‘HEBO3pacTaloILEi N0CNEN0BATENLHOCTH yHKLMIA, BO BCAKOH TOYKE ABJISIOIIMXCA CHU3Y MOJyHENpe-

pbIBHBIM JIHOO cnipaBa, 1160 ciaeBa.
OTH pe3ynbTaThl yny4waloT pe3yabtatsl B. Cepnunckoro, C. BaHaxa n O. Taieka.
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