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ZUR BERECHNUNG VON SCHNITTMULTIPLIZITATEN
DURCH LANGEN

EDUARD BODA

D. G. Northcott definiert in [2] fiir einem beliebigen noetherschen A -Modul M
und fiir ein beliebiges Multiplizitatssystem {a,, ..., 4.}, d.h. fiir Elemente aus dem
Zentrum von A mit der Eigenschaft /(M/(a, ..., a,)M)<o, das Multip-
lizitdtssymbol e, (ay, ..., a.|M) wie folgt:

ea(:|[M)=I(M),
es(ay, ...,a,|M)=

=eq(ay, ..., a,|M/(a;)M) —ea(a, ..., a,|0 : a,).
M

Es ist hier auch bewiesen (§7, Th. 6), dass
0=e.(ay, ..., a,|M)=I(M/(ay, ..., a,)M)

gilt.

Sei A ein lokaler noetherscher Ring (kommutativ mit dem Einselement und mit
maximalen Ideal M) und M ein endlicher A-Modul mit dim(M)=d. Sei
{a, ..., a;} das Parametersystem fiir M. Wir wollen einen solchen Untermodul N
in M konstruieren, fiir welchen

es(a, ..., a;|M)=I(M/N) gilt

(sieche auch [4] und [6]). Dazu, ausgehend aus [3] Ch. I B, fiihren wir folgende
Bezeichnungen ein. Fiir einen beliebigen Untermodul N c M bezeichnen wir

dimy(N) = : dim(M/N),
Assy(N)=: Ass(M/N) und wéiter
Asshy (N)=: {BeAssy(N); dima(B)=dimy(N)}.
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Lemma 1. Sei N ein Untermodul von M mit dimy(N)=tundx € A. Wenn x ¢
fiir alle B € Asshy (N) ist, dann gilt
dimy((x) M +N)=t—-1.

Beweis. Dadim(M/N)=¢ und x ¢ B fiir alle 8 € Assh(M/N) ist, folgt aus ([3],
Ch.III B, Cor.5), dass

dim ((M/N)/(x)M/N)=t—1 gilt.
Da A-Moduln (M/N)/(x)M/N und M/((x)M + N) isomorph sind, gilt auch
dim(M/((x) M+ N))=t—-1.

Damit ist Lemma 1 hewiesen.

Fir einen beliebigen Untermodul NcM bezeichnet man mit R, (N) ein
Radikal von N in M.

Lemma 2. Sei U ein Ideal in A. Wenn Ann(M)c ist, dann gilt R, (AM) =
Ra ().

Beweis. Dieses Ergebnis folgt aus [3], Ch. I C, P. 10.
Jetzt habe ein Untermodul N folgende Primirzerlegung in M

N=En...nE,,

wobei E; %;-primir fiir alle i=1, ..., r ist. Bezeichnen wir mit U(N) den
Durchschnitt aller Primdrkomponenten E; mit der Eigenschaft

d.h. den Durchschnitt aller Primdrkomponenten E; mit

Rum(E) =B, € Asshy(N).

Satz. 1. Sei N=E,n...nE,NF eine Primarzerlegung von N in M, wobei E;
B;-primar mit dimy(E,)=dimy(N) fiir alle i =1, ..., r ist, und F bezeichne den

Durchschnitt der iibrigen Komponenten. Sei x € A und x & fiir alle B € Assy(N).
Dann gilt

(1) Asshy((x)M + N) = Asshu((x)M + U(N))

(i) U((x)M+N)=U((x)M+ U(N)).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei N =0 < M. Bezeichnen wir
A =Ann(M). Da Assy(0)=Assa () ist, gilt x ¢ P fiir alle P € Ass, (A), d.h.

Assh, ((x) +UA) = Assha ((x) + UA)).
Nach Lemma 2 ist Ry ((x)M)=NRA((x)+A), so
Asshy((x)M) = Assha ((x)+ ).
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Weiter haben wir Ry (U(2)M) =R, (U(A)) =Ry (U(N)), so
Mg ()M + UNY) = s (Ry, (0)M) + Rug (U(N))) =
=Ru () + UO))M) =R, ((x)+ U)), d.h.
Asshy (0)M + U(N)) = Assh, ((x) + U(X)).
Damit ist (i) bewiesen.

Nun sei e € U((x)M). Dann ist (x)M: e fiir alle B € Asshy((X)M). Daher
A

erhalten wir ((x)M + U(N)): e+ fiir alle B e Asshy((x)M + U(N)), d.h.
eeU((x)M + U(N)). So gilt::s

U((x)M)c U((x)M + U(N)).
Sei jetzt e € U(N). Da dima () = dimp(0)— 1 und B ¢ Assy (0) fiir alle B e Ass-
hu((x)M) ist, ergibt sich davon O; e P fiir alle P e Asshp((x)M), und folglich

(x)M: e fiir alle P € Asshu((x)M), d.h.

eeU((x)M) ist.
Daher haben wir U(N)c U((x)M). Mithin ist

xOM+U(N)cU((x)M)
und folglich

U((x)M+U(N))cU((x)M).

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Fiir ein gegebenes Parametersystem {aj, ..., a,} bzgl. M konstruieren wir fiir alle
k=0, ..., d folgende Untermoduln:

No=0
Nk=(ak)M+ U(Nk_l) fur alle k, O<k§d.

Es ist klar, dass ((ai, ..., a) +A)M <N, fiir alle k=0, ...,d gilt, wobei A=
Ann(M) ist.

Hilfssatz 1. dimy(N.)=d — k fiir alle k =0, ..., d.

Beweis. Der Beweis wird mit Induktion nach k durchgefiihrt. Fiir kK =0 ist die
Aussage trivial. Nun sei

dimy(N)=d ~ k.
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Wir behaupten, dass a..: &€ fiir alle B € Asshy(N,) ist. Wire
a1 €P fir P eAsshy(Ne), dann wire
(@1 oor Gy @) + AP mit dim(B)=d — k.

Aber dim, ((a;, ..., ac1) +A)=d —k —1, denn (a, ..., a;)A /A das Parameteride-
alin A /% ist. Das ist ein Wiederspruch, so a,. ¢ P fiir alle 8 € Assh,, (N,) ist. Nach
Lemma 1 ist dann

dimM((ak+l)M+ U(Nk)) =d - k - 1, d.h.
dimy (Neoy)=d —k—1.

Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen.
Wir wollen jetzt zeigen, dass
eA(al, ooy adlM)=l(M/Nd) ist.
Dazu, ausgehend aus [4], konstruieren wir fiir alle i e N und fiir alle k =0, ..., d
folgende Untermoduln Li(a,, ..., a|M).

Li(-|M)=0,

Li(ay, ..., a,|M)=(a,)M + Li\(a,, ..., a,_,|M) : a;
M

fir alle s, 0<s=d.

Hilfssatz 2. Fiir alle i e N und fiir alle s =0, ..., d gilt
@) (ay,...,a)+AWMcLi(a,, ..., a,[M)cM
(i) Li(a,, .--» a;|M)cLi(ay, ..., a,|M).

Beweis: [4], Hilfssatz 3.

Sei jetzt fiir alle t =0, ..., d

La(ay, ..., a‘IM)=gLi‘(al, s | M).

Da M noethersch ist, existiert n, € N so, dass

La(ay, ..., a|M)=L%(a,, ..., a,|M)
fiir alle t =0, ..., d gilt. Sei m =max{no, ..., n,}. Dann ist

La(ai, ..., a|M)=L%Z(a,, ..., a|M)
fiir alle t =0, ..., d.

Hilfssagz 3. Fiir alle t =0, ..., d gilt
dimy(La(ay, ...» a|M))=d —1t.
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Beweis. Wir benutzen Induktion nach ¢. Fiir £ =0 ist die Aussage trivial. Sei
dimy, (LA (a,, ..., a|M))=d —t. Da

Qs éB fiir alle B € Asshy(La(ay, ..., a|M))

(wegen der Voraussetzung iiber {a,, ..., a;}) und
Asshy(La(ay, ..., a|M))= Asshy (L% (ay, ..., a|M) : alt,) ist,
M

gilt dimy(La(ay, ..., a|M))=dimy (L% (a, ..., a,|M) : al%,),

hieraus auf Grund von Lemma 1
dimy((a,s, )M + L% (ay, ..., a|M) : al))=d —k—1, d.h.
M

dimM(LA(al, ceey a,+1|M))=d—k - 1,

was wir beweisen wollten.

Satz 2. Fiir alle k=0, ..., d gilt
U(Nk)': U(LA(al, ceny akIM)).

Beweis. Wir fiihren Induktion nach k. Fiir k =0 ist die Behauptung trivial. Sei
jetzt

U(Nk) = U(LA(al, ceny aklM)).
Da a,., ¢ R fiir alle B € Asshy(La(ay, ..., a|M)) ist, gilt

U(LZ(ays ..., a[M) : a7, )=U(La(ay, ..., a|M)).
M

Hieraus erhalten wir
U(Neo)=U((axs))M + U(N))=U((@cs1)M + U(La(ay, ..., a|M))),

nach Induktionsvoraussetzung
=U((ax+1)M + L% (ass ..., &|M) : al\y),
M

nach Satz 1
=U(La(ay, ---» @c1|M)).

Damit ist Satz 2 bewiesen.
Da dimy(N,) = 0 (Hilfssatz 1), dimy (L4 (@, ..., a.|M) = 0 (Hilfssatz 3), sind N,
und L. (a,, ---, a;|M) M-primire Untermoduln in M, und es gilt daher
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Folgerung. N, =L,(a,, ..., a;|M).

Satz 3. Sei M ein endlicher Modul iiber einem lokalen noetherschem Ring
A (kommutativ mit dem Einselement) und sei {a,, ..., a,} ein Parametersystem fir
M. Sei N, ein Untermodul in M, der mit dem obigen Prozess konstruiert wird.
Dann gilt

ea(ay, ..., a;]M)=1(M/N,).
Beweis. In [4] ist es bewiesen, dass
eA(al, ceey adlM)=l(M/LA(a,, ceey adlM))-

Dadurch erhilt man die Behauptung aus der Folgerung des Satzes 2.

Bemerkung. Da das Multiplizititssymbol von D. G. Northcott (im Falle, wenn
M ein noetherscher A -Modul und A ein kommutativer, noetherscher semilokaler
Ring mit dem Jacobson Radikal 3¢ und £ =(a,, ..., a,) ein Definitionsideal in A
ist) mit dem Leitkoeffizient eo(Q, M) von Hilbert—Samuel Polynom iibereinstimt
(siche [3], §8 und [1], T. 4,1 und 4,2), gilt die folgende Aussage:

Sei (A, IN) ein kommutativer noetherscher lokaler Ring mit dim(A)=d und
Q= (ay,...,a,) ein Parameterideal in A . Sei Q* ein M-primires Ideal in A, das mit
dem obigen Prozess konstruiert ist. Dann gilt

eo(D*, A)=1(A/D*).

Das ist eine positive Antwort auf eine Vermutung von Prof. W. Vogel (Halle):
,,Dynamische‘‘ Multiplizitit von £ und ,,statische* Multiplizitit von Q* sind
gleich. Die geometrische Deutung dieser Vermutung wurde in [5] behandelt.
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K BBIYUCIEHHIO KPATHOCTEU IMEPECEYEHUN ITOCPEJCTBOM [JIMH
Onyapa bons
Pe3ome

IMyctb M — KOHEYHbIH MOAYJIb Haj JIOKANbHBIM HeTEpPOBbIM KoabuoM (A, M) u {a,,...,a,} —
cucrema napameTtpoB ans M. Ilycts e, (a;, ..., a,|M) o603nauaeT cumBon kpatHoctd HopekoTa ([2]).
B 06uHOCTH 3Ta KPaTHOCTh MEHbILE AIUHLI MOAYyIst M/(a,, ..., a,)M. B pa6ore o6cyxneHa npobneMa
nocTpoeHus Takoro moxamoayns N momyns M, pns koToporo e,(a, ..., a,|M)=I(M/N). B 3ak-
JIIOYMTENLHOM NPUMEYAHUM MOKA3bIBa€TCA, YTO €CIH B3ATh M =A, TO mpouecoM noctpoenus N
nonyyaetcsi PM-npumapHblit uaean * AnS KOTOPOrO «CTaTHYECKass» KPaTHOCTh (MjuHA A -MORyns

A/£2*%) u «nMHaMHYECKas» KPaTHOCTb uaeana O = (a,, ..., a,) (CTapuinit Wwien MHorodnena Muns6epT-
—Camioens I(A/£")) coBnagalor.
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