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UBER DIE DICHTIGKEIT DER WERTE MULTIPLIKATIVER
' FUNKTIONEN

STEFAN PORUBSKY

Sei @ (n)=n*[[(1=p~) und o.(n)=.d*. In [4] beniitzte J. Mina¢ eine
pln dln .

schone Idee, das wohlbekannte Resultat nachzuweisen, dass die Mengen {—q—)l,(zi)-},

{o—zln_)}’ wo in beiden Fillen n die Menge der quadratfreien Zahlen durchlauft,
1

dicht im Interval (0,1) liegen. Es ist das Zies dieser Arbeit zu zeigen, dass durch
eine Modifizierung der Idee von Mina¢ allgemeinere Resultate bewiesen werden
konnen, als das in [4]. Der Beweis von Minac stiitzt sich auf ein Resultat von
Banerjee und Lahiri [2], das wir durch eine Verallgemeinerung von Salat oder
durch den Kakeyaschen, bzw. durch den Riemannschen Umordnungssatz ersetzen.

Hilfssatz 1. [5, Theorem 1.2]. Sei a, reel, a, — 0 und Za, eine divergente Reihe

mit
s= a., S=> a,.
a,>0

a, <0

Dann existiert zu jedem x aus dem Interval (s, S) eine Teilreihe Za,, von Za,
derart, dass Za,, =Xx.

Es ist klar, dass wegen der Divergenz der Reihe Za, mindestens eine von den
Relationen s = — o0, § =00 gilt.

Hilfssatz 2 [3]. Sei D, a,=S,0<S8<®,a, = D a,.(n=1,2,...,), aZa,=
n=1 k=1

...>0. Dann existiert zu jedem x aus dem Interval (0, S] eine Teilreihe Za,, von
2a, derart, dass Za, =x.

Ist P eine Menge von Paarweise teilerfremden Zahlen, dann bezeichnen wir mit
Qe die Menge aller natiirlichen Zahlen, die als produkt verschiedener Zahlen von
P darstellbar sind, z.B., falls P die Menge sdmtlicher Primzahlen ist, Qr besteht aus
quadratfreien Zahlen.
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Satz 1. Sei P={t,} eine Menge von paarweise teilerfremden Zahlen und f(n)
eine positive multiplikative Funktion, fir die gerade eine von der Reihen

S -D. 201y

divergiert. Dann ist die Menge f(Qp)={f(n); n € Qp} dicht im Interval (A, B),
wobei die Zahlen A, B durch

A =inf {f(Qp)},  B=sup {f(Qr)}

gegeben sind.

Beweis. Zuerst untersuchen wir das unendliche Produkt

@ [T/ =T+~ ).

Aus unseren Voraussetzungen [1, S. 109—110] folgt die Divergen dieses unendli-
chen Produktes. Weiter folgt aus fer Konvegenz einer der beiden Reihen, das

lim f(#.) = 1. Definiert man nun die Folge a, durch

k—x

2) a. =log f(t.),

dann ist lima, =0, und die Reihe Za, divergiert.

ks

Jetzt wenden wir den Hilfssatz 1 auf die Reihe Zq, an. Offensichtlich, s =log A
und S =log B. Dann existiert zu jedem ¢ € (A, B) eine Teilreihe = log f(¢,) von

3 log f(t) so, dass
log t =2 log f(&,) =log If (%)

und die Behauptung des Satzes folgt unmittelbar.
Es folgt aus dem Beweis, dass fiir (A, B) nur diese drei Moglichkeiten (0, B),

(0 ), (A, =) in Betracht kommen.
Der Beweis des Satzes 1 lasst sich fast wortlich auf den nachfolgenden Fall

libertragen.

Satz 2. Sei P = {t;} eine Menge von paarweise teilerfremden Zahlen und f(n)
eine positive multiplikative Funktion, fiir die

(i) lim f(&x)=1 und fiir jedes k f(t,)>1 [bzw. fiir jedes k f(t.)<1],
k—x

(ii) die Reihe Y, (f(t)—1) divergiert.
k=1
Dann ist die Menge f(Qp) dicht im Interval (1, ) [bzw. im (0, 1)].
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Korollaf. Sei P = {p{} eine Menge von positiven Potenzen verschiedener Prim-
zahlen, fiir die die Reihe Zp;' divergiert und o € (0, 1]. Dann sind die Mengen

{%n—);neop}, { L ;ner}, {M'neop}

a.(n) a.(n)’

dicht im Interval (0, 1).
Man kann sich leicht iiberzeugen, warum Satz 2 nicht eine Folgerung des

Satzes 1 ist. Diese Tatsache folgt auch aus dem Korollar fiir a € (O, %)

Die folgenden Sitze 3 und 4 zu beweisen, konnen wir wieder das unendliche
Produkt (1) und die entsprechende Reihe (2) bilden und statt des Hilfssatzes 1 den
Riemannschen Umordnungssatz oder den Hilfssatz 2 beniitzen.

Satz 3. Sei P={t;} eine Menge von paarweise teilerfremden Zahlen und f(n)
eine positive multiplikative Funktion, fiir die die Reihe Z(f(tx)—1) nicht —
— absolut konvergen ist. Dann ist die Menge f(Q;) dicht im Interval (0, «).

Korollar. Die Werte

<D,(n)=n(l —M) oder @x(n)=n(1 +)L([_)p_))

pln p ! pin

sind dicht im Interval (0, ) fiir jeden reellen von dem Hauptcharakter verschie-
denen Charakter x (mod k), wobei n die quadratfreien Zahlen durchliuft.

Satz 4. Sei P={t,} eine Menge von paarweise teilerfremden Zahlen und f(n)
eine positive multiplikative Funktion, fiir die

0) FO)ZL)Zf(t)Z...>1,
() T 0w -1<,

(iii) f(tn)gkli[lf(tm), n=1,2, ...

Dann ist die Menge f(Qp) dicht im Interval (1, kU. f(t)).
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O IUVIOTHOCTU 3HAYEHUMN MYJIbTUIUNIMKATUBHBIX ®YHKLIHNN
lltedan [Mopybecku

Pesome

B paGote maroTcs yeTblpe QOCTATOYHLIX YCIOBMS [/ TOTrO, YTOObI 3HAYEHHMs MOJOXKUTEILHOM
MYJIbTUINIMKATUBHOM PYHKUMH f ObLIO MIOTHBI B €€ 001aCcTH 3HaueHuil. [JoKka3aTebcTBA OCHOBAHbI Ha

(hakTe, YTO CylIECTBYET MHOXKECTBO (£} B3aMMHO MPOCTBIX HATYPAIbHBIX YHCEJ TAKHUX, YTO
1
—0
f@)

HO TaK MEJIEHHO, 4YTO
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