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Math. Slovaca 35,1985, No. 2,111—121 

ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ ТЕОРЕМЫ ДАНЖУА 
ДЛЯ ГЛАДКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ОКРУЖНОСТИ 

С КРИТИЧЕСКИМИ ТОЧКАМИ ПЕРЕГИБА 

C X. APAHCOH 

В 1932 г. А. Д анжуа [7] доказал теорему о том, что если на окружности 51 

задан С^диффеомерфизм /*) без периодических точек, производная /' от 
которого имеет ограниченную вариацию 

(vаг/'< + »), 

то вся окружность является минимальным множеством. Тем самым 
А. Данжуа установил, что гипотеза А. Пуанкаре [10] о том, что у анали
тических диффеомерфизмов окружности при наличии иррационального чис
ла вращения могут быть нигде неплотные минимальные множества, неверна. 
Если же 

Уаг/'=+оо, 

то как показал А. Данжуа [7], на окружности можно построить ^-диф
феоморфизм без периодических точек с нигде неплотным минимальным 
множеством. 

В дальнейшем теорема А. Данжуа подверглась многочисленным моди
фикациям с целью упрощения ее доказательства (Е. Р. ван Кампен, К. Л. 
3 иге ль и др.). Однако все эти доказательства не смогли устранить ее 
главную основу, предложенную А. Данжуа, — использование в той или иной 
степени арифметических свойств числа вращениа сэ. Метод доказателства, не 
использующий арифметических свойств ш, нашел А. Шварц [11], однако при 
этом он был вынужден повысить класс гладкости диффеоморфизмов с С1 до 
С2. 

*) Здесь и в дальнейшем под термином „С*-преобразование" будем понимать преобразование 
/, например, гомеоморфизм или диффеоморфизм, имеющие гладкость Ск. Аналогичный смысл 
вкладывается в понятие „аналитическое преобразование". 
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Представляет интерес исследование структуры минимального множества 
при ослаблении требований теоремы А. Данжуа, например, для гладких 
преобразований окружности, отличных от диффеоморфизмов. Так, Л. Б л о к 
и Дж. Ф р е й н к [5] установили, что если на окружности 5 1 задано ^-преоб
разование /, не являющееся гомеоморфизмом, такое, что 

У а г / ' < +оо, 
5 1 

множество критических точек / конечно и непусто и каждая критическая 
точка есть точка локального минимума или максимума, то / имеет хотя бы 
одну периодическую точку. 

В настоящей статье рассматриваются Сг(г ^1)-гомеоморфизмы окруж
ности без периодических точек. Для них каждая критическая точка о (то-есть 
точка ое$\ в которой / ' (а) = 0), является либо неизолированной, и в этом 
случае в достаточно малой окрестности точки о первая производная / ' ^ 0 , 
либо изолированной, и тогда о является критической точкой перегиба такой, 
что в достаточно малой окрестности этой точки производная / ' > 0 . 

В изолированной критической точке о либо все производные / ' ,/" , . . . , 
которые могут существовать у преобразования /, равны нулю, либо 

/ ' ( а ) - Г ( а ) - . . . - / 4 - ' ( а ) - 0 , Г(о)Ф0, 

и тогда к (/с^З)-нечетное. В последнем случае будем говорить, что о есть 
к р и т и ч е с к а я т о ч к а п е р е г и б а к о н е ч н о г о п о р я д к а ( п о р я д к а к).*) 

Определение. Пусть /: 51—>5* — гладкий гомеоморфизм без периодичес
ких точек (число вращения со иррационально), имеющий ровно одну крити-
ческию точку о. Будем говорить, что /принадлежит классу Т\, если / — Сг(г^ 
3) — гомеоморфизм, для которого о — критическая точка перегиба конеч
ного порядка. Мы скажем, что / принадлежит классу Т2, если / -
Ц 1 ^ 5 гомеоморфизм на 5 \ / — С 2 — гомеоморфизм на 8г\о и вторая про
изводная /" на 51\ст имеет конечное число нулей. 

Таким образом, гомеоморфизмы класса Т) (/ = 1 ; 2) занимают проме
жуточное положение между диффеоморфизмами А. Д а н ж у а и гладкими 
преобразованиями Л. Б л о к а и Дж. Ф р е й н к а. 

В статье, наряду с классом Т) (/ = 1; 2), рассматриваются гомеоморфизмы 
окружности, имеющие несколько критических точек, а также дается интер
претация полученных результатов для гладких потоков на торе, имеющих 

*) В частности, если /-аналитический гомеоморфизм, то критическая точка а всегда конечно
го порядка. Если же /— С°°-гомеоморфизм, то, априори, все производные в точке а могут быть 
равны нулю. 
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гомотопные нулю петли сепаратрис седел, и для коммутирующих гомеомор
физмов окружности. 

Теорема. Пусть на окружности 81 задан гомеоморфизм /е Т) (/= 1; 2) и 
о — критическая точка. Тогда о является рекуррентной точной гомеомор
физма / такой, что в сколь угодно малой окрестности этой точки слева 
и справа от нее на окружности 81 есть другие рекуррентные точки гомео
морфизма /. 

Доказательство этой теоремы будем проводить с помощью модифика
ции конструкции Т. М. Черри [6], являющейся аналогом метода А. Данжуа, 
примененной Т. М. Черри для исследования топологической структуры 
нигде неплотного квазиминимального множества ^ *) аналитического потока 
на двумерном торе с двумя состояниями равновесия: седлом, лежащим в ^ 
таким, что сепаратрисы седла не образуют петель, и фокусом, не принадле
жащим ^. 

Лемма 1. Пусть /: 51—>51 — С1-гомеоморфизм без периодических точек, 

Vа^ /' < + оо 

и множество критических точек гомеоморфизма / непусто. Тогда хотя бы 
одна из критических точек является рекуррентной точкой гомеоморфизма /. 

Доказательство. Предположим противное. Тогда минимальное мно
жество ^ гомеоморфизма / нигде неплотно на 5 1 и гомеоморфно канторов-
скому совершенному множеству, и при этом все критические точки лежат 
внутри смежных интервалов у ь у2, ... к множеству О. Но тогда всегда можно 
так видоизменить преобразование / на объединении смежных интервалов 

\^}у,, сохраняя его прежним на остальном множестве А = 51\\^)у1, чтобы 
/ I 

вновь полученное преобразование / было ^-диффеоморфизмом на 5 1 и 
вариация 

Vа^/'< + оо. 

Поскольку/|л =/- то минимальное множество (2 для / совпадает с ^, то-есть 
Й нигде неплотно на 51. С другой стороны, так как /— С1-диффеоморфизм и 

Vа^/'< +оо, 
51 

*) Напомним, что множество О является квазиминимальным, если оно есть замыкание 
незамкнутой устойчивой по Пуассону траектории. В частности, минимальное множество, яв
ляющееся замыканием незамкнутой рекуррентной траектории, является квазиминимальным, но 
не наоборот. 
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то, в силу теоремы А. Д а н ж у а [7], 62 = 8*, что невозможно. Лемма 1 
доказана. 

Лемма 2. Пусть /: 81—>81-гомеоморфизм с иррациональным числом вра
щения о, и задано направление обхода ^ окружности С 1. Тогда существует 
последовательность целых чисел т, л—> + °° таких, что какую бы точку 
А0€ 81 ни взять и рассмотреть последовательность замкнутых дуг 

1(

к

т) = [Ак, Ак+т](к = 0, 1, 2, ..., п), Ак+т = Г(Лк) 

таких, что направление на дуге 1{т) от точки Ак к точке Ак+т совпадает 
с выбранным направлением обхода ^ окружности С1, выполняются условия: 

1) ПтЛ=№т)) (к = 0,1,2,...,п-2); 
2) Ы1\т)пт11]т) = $ (/^У; 1,У = 0, 1,2, ...,п- 1); 
3) т{1(

п

т)птИ(

о

т)Ф0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы, данное в [6, стр. 201] и которое мы 
опускаем, основано на арифметических свойствах 1-ых подходящих дробей 

(<5, — несократимая дробь, О > 0 , 1 и п 0 . = + °°) при разложении иррацио-

нального числа ю в цепную дробь, причем т = О - ь л = 0 , где /—> +&, и, 
в зависимости от направления ^ на окружности 5 1 числа / берутся либо все 
нечетными, либо все четными. В такой формулировке арифметическая 
лемма Т. М. Ч е р р и является более сильной, чем соответствующая арифме
тическая лемма А. Д а н ж у а [7], которая на каждом шаге учитывает знамена
тели не двух соседних (/ — 1)-ой и /-ой подходящих дробей при разложении со в 
цепную дробь, а лишь знаменатель одной /-ой подходящей дроби. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . 

Сначала рассмотрим случай, когда гомеоморфизм / е Т ь и предположим, 
что утверждения теоремы неверны. Тогда минимальное множество ^ гомео
морфизма / нигде неплотно на 5 1, гомеоморфно канторовскому совершенно
му множеству, и для критической точки о выполняется одна из логических 
возможностей: 1) либо о принадлежит одному из смежных интервалов 
к множеству ^; 2) либо о есть граничная точка смежного интервала. 

В силу леммы 1, случай 1) не реализуется, поэтому изучим случай 2), когда 
о есть граничная точка какого-нибудь смежного интервала (а, /3) к множес
тву ^, например, о=а. 
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Зададим на 51 направление обхода /, соответствующее движению по 
смежному интервалу (а, /3) от точки а к точке (5. 

Представим 51 в виде: 81 = К1/Г, где Я 1 = {х}-эвклидова прямая, являю
щаяся универсальным накрытием для 5 1 ; Г — дискретная группа переносов: 
х' = х-\-р (р — целые числа), и изменению л: от — оо до 4-оо соответствует 
направление обхода / на окружности 51, и, кроме того, точки л: = 0 и л: = 1 на 
Я1 являются прообразами точки о. 

Обозначим через /: Я1—» Я 1 — гомеоморфизм на К1, накрывающий /. Для 
любого интервала 1еКг или 51 через / будем обозначать длину этого 
интервала. В силу леммы 2, по иррациональному числу вращения со *) и 
направлению обхода ^ окружности 51 зададим последовательность целых 
чисел т, л—» + оо таких, что при каждом т, п последовательность замкнутых 
дуг 

Ит) = [Ак, Ак+т] (к = 0, 1, 2, ..., п ; Ак+т = Г(Ак), А0 = о) 

удовлетворяет условиям 1), 2), 3), указанным в лемме 2. 
Тогда дуга С0 = [о, /3] с 10

т) и при обходе / имеем следующий порядок точек 
на 5 1 : 

А0=о<Р<Ат, 

где < есть символ предшествования. 
Обозначим через Ск=/к(С0) (к = 0, ± 1 , ±2, ...). Тогда по теореме 

о среднем получаем, что 

&+1 = /'Ы&> б.п+к+1 = Г(Нк)б-п+к, 

где точки дкеСк, НкеО-п+к (к = 0, 1, 2, ..., п -1), причем д0е(о, @], в 
противном случае, если до = о, то из-за /'(ст) = 0 получаем (51 = ?'(о)00 = 0, 
что невозможно. 

Поскольку С0е10

т)п1п

т)е1п

т\ то 0_„ е 10

т),, и так как д0еО0, Н0еО-п и 
СопС_„=0, то о<д0<Н0 и д0, Н0е10

т). 
В силу того, что тХ Л т ) п Ы 1()т) = 0 {гФ]\ I, 1 = 0, 1, 2, ..., п - 1), получаем, 

что между дк, кк не попадает при обходе / ни одна из точек д(, й, (ьФк\ 
/, & = 0, 1, 2, ..., п — 1). Поэтому на 51 имеем следующий порядок точек: 

о<д0<п0<дт<пт<...<дп-1<пп-1<...<дп-т<Ип-т 

*) со находится из соотношения: 

со-=лИтм-^-----(тос11) 
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Обозначим через Ск1к"\ хп, соответственно, прообразы на интервале 0 ^ 
х < 1 прямой Я 1 дуг Ок, 1к

т)е8г и любой точки г/ е 5 1 . Тогда вышеуказанная 
цепочка предшествований индуцирует на I?1 неравенства 

0 = х„<хяо<Хио<Хдт<хПт<..-<хдп-1<Хип-1<...<хдп т<хНп-т<1 (1) 

Поскольку для любой точки г] е 574ч*) = / ' 0 О , где О^л:-, < 1, то обозначив 
через 

^ = п^о[-\п^(ак) + ^т^^(^гк)], 

получаем, что 

^ = 2[-\п^(xвк) + ^п^(xнк)]. 
к=о 

Учитывая, что при л—> + оо Сп, <5-„—»0 и 

Г(дк) = 6к+1/6к, /'(А.) = б-п+к+1/6.п+к 

имеем, что при л—» + оо 

^ = Е 1 п 7 ^ 7 = 1 п 7 ; — ? 5 г - ^ + 0 0 (2) 

С другой стороны, поскольку / е Тх, то / - Сг (г ^3)-гомеоморфизм на 5 1 и 
сг-критическая точка перегиба конечного порядка к, кде /с — нечетное 
/ ЗШк^г. На интервале 0 < * < 1 производная / ' ( * ) > 0, ибо на З Ч с г / есть 
диффеоморфизм. Но тогда 

/ ' ( 0 ) = . . . = ^ - 1 > ( 0 ) = / ' ( 1 ) = . . . = / ( - 1 ) ( 1 ) = 0, 

;<*>(о) = /<*>(1)>о, /^-1)(о + о)^о, / ^ о - о ^ о , 

и, следовательно, при лг—>0 + 0 и *-->1 — 0 й/<1х 1п /'(х) стремится, соответ
ственно, к + оо и - оо, и 1п /'(.*)—> - оо. 

Поэтому существует столь малое 6 > 0, что на интервале 0 < х < 6 функция 
1п/'(*) является возрастающей, а на интервале 1 - 5 < х < 1 -убывающей. 

Выберем л обое значение х = I такое, чтобы 

т а х {хдо, 1 — 6} < / < 1, 

и обозначим через 

М = Уаг 1п/'(*), 1У= т а х |1п/'(л:)|. (3) 
* е 0 ^ х : б / * я 0 < * « ' 

Точка #0 не зависит от выбора чисел т, я—> + °°, ибо {'(до)= С*\/Сго и 
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0ое(а, (5]. Так как 0 ^ о о ^ . х ^ / < 1 , то при таких х, функция /(*) является 
С (г^З)-гладкой и / ' (* )> 0, откуда М, N < + оо. 

Покажем, что для выражения ^ выполняется неравенство: Ь^М + 2N, для 
чего представим ^ в виде: ^ = Ьг + ^ 2 , где ^1 — сумма всех тех членов 
ак = -1п/(.хвк), Ьдс = 1п/'0сО в ^ , у которых хдк, хНк^1, а ^ 2 — сумма всех 
остальных членов. 

Разобъем точки в неравенствах (1) на пары {хдкт хкк} (к = 0, 1,2, ..., п - 1). 
Могут быть две логические возможности: 1) / не разделяет ни одну из этих 
пар точек; 2) / разделяет пару хдк0, хнк0, то-есть хдк0 < I < хНк0. 

В случае 1) \Ь^^М, а в случае 2) выполняется условие ^ | ^ 
М+\\п ^'(хдк0)\^М +N, то-есть в обоих случаях ^ 1 ^ М + N. 

Покажем, что ^ 2 ^ N . Действительно, в случае 1) ^ 2 есть сумма конечного 
числа членов 

ак + Ък = - 1п ](х0к) + 1п 1'(хНк), 

и так как 1<хдк <хНк < 1, то на участке / < . г < 1 функция 1п/'(*) убывает, 
поэтому ак + Ьк< 0, то-есть ^ 2 < 0. 

В случае 2) ^ 2 = 1п /'(хНк0) + Ь2, где Ь2 есть сумма конечного числа членов 
вида ак + Ьк < 0 , то-есть 1^2<0. Так как 1<хНк0< 1, то 1п ](хНк0) ^ 1п / ' ( / ) ^ ^ 
откуда ^ 2 ^ N. Поскольку ^ = ^1 + ^ 2 , ^1 ̂  М + N, ^ 2 ^ N, то ^ ^ М + 2N, что, 
в силу (2), невозможно. 

Рассмотрим теперь случай, когда гомеоморфизм /еТ 2 , тогда / — 
С1 — гомеоморфизм на 51, на 5 1 \ а/ — С2 — гомеоморфизм и /" имеет на 5 1 \ о 
конечное число нулей. 

Предполагая противное и сохраняя вышеуказанные обозначения и ту же 
схему доказательства, получаем, что при п—» + &>Ь—> + °°, где ^ имеет вид 

(2). 
С другой стороны, так как р: — единственная критическая точка и прооб

разы о на К1 есть х = 0 и х = 1, то при 0 < л : < 1 / ' 0 0 > 0 , и /"Ос) имеет 
конечное число нулей. Но тогда существует ближайший слева от х = 1 
локальный максимум функции 1п / ' 0 0 , достигаемый при значении х, которое 
мы обозначим через /0. 

Выберем любое / такое, чтобы 

шах {хдо, / 0 } < / < 1 , 

и снова введем в рассмотрение числа М, N. определяемые формулой (3). 
Так как О ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ т о при таких х функция /Ос) является С2 — глад

кой и / '0с)>0, откуда М, N< + <х>. Повторяя далее такое же доказательство, 
как и в случае / е Т-, получаем, что ^ ^ М + 2N, что противоречит условию 
(2). Теорема доказана. 
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Следствие. Пусть / — С 2 — гомеоморфизм окружности 5 1 с нигде неплот
ным минимальным множеством ^, отличным от периодической точки, 
и такой, что /" имеет на 5 1 конечное число нулей*). Тогда / имеет хотя бы 
одну критический) точку о е^. При этом, если о является граничной точкой 
какого-нибудь смежного интервала к множеству ^, то у гомеоморфизма / 
есть еще одна критическая точка 6 е ^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, тогда все критические точки 
С2-гомеоморфизма /: 51—>5Х лежат в смежных интервалах к множеству ^, 
что, в силу леммы 1, невозможно. Поэтому у / существует хотя бы одна 
критичекая точка ое^. 

Покажем, что если а явсляется граничной точкой какого-нибудь смежного 
интервала, то у / есть еще одна критическая точка о е ^. Если это не так, то 
все критические точки гомеоморфизма /, отличные от а, если они существу
ют, должны лежать в смежных интервалах к множеству ^. Но тогда всегда 
можно так видоизменить С2-гомеоморфизм / в этих смежных интервалах, не 
меняя его вне них, чтобы вновь полученный гомеоморфизм /: 51—> 5 1 был бы 
С2-гомеоморфизмом и вторая производная /" имела бы на 5 1 конечное число 
нулей. 

По построению, а-единственная критическая точка гомеоморфизма /. Но 
тогда / е Т2 и, в силу теоремы, а не может быть граничной точкой никакого 
смежного интервала минимального множества (2 гомеоморфизма /. 

С другой стороны, по построению, (2 = ^, то-есть а является граничной 
точкой смежного интервала к (2, что невозможно. Следствие доказано. 

З а м е ч а н и е 1. Гомеоморфизмы / класса Т2 возникают при рассмотрении 
на двумерном торе Т2 аналитического потока Н1 с одним седлом Ох и одним 
фокусом 0 2 такого, что: 1) две сепаратрисы ^\,^2 седла Ох незамкнуты, 
а другие две сепаратрисы образуют петлю К, ограничивающую диск О, в 
котором находится фокус 0 2 ; 2) седловая величина %, равная дивергенции 
векторного поля, индуцированного потоком и вычисленная в седле О ь 

отлична от нуля; 3) поток Н1 не имеет замкнутых траекторий, негомотопных 
нулю. 

Покажем, что для такого потока ш-сепаратриса ^^ и асепаратриса ^ 2 седла 
0\, соответственно, устойчивы по Пауссону Р~ и Р+ и для любой дуги к е Ц 
(/ = 1, 2) в сколь угодно малой ее окрестности по обе стройны от Я существу
ют точки, через которые проходят устойчивые по Пуассону траетории 
потока Н1. 

*) В частности, аналитический гомеоморфизм /: 5 1 - ^ 5 1 всегда имеет на 5 1 конечное число 

нулей для второй производной /". Пример С°° — гомеоморфизма окружности с нигде неплотным 

минимальным множеством построен в [9], причем число вращения иррационально. 
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Действительно, не ограничивая общности, можем считать, что %<0 (если 
Х>0, то сделаем замену I на —I и вновь полученный поток снова обозначим 
через Н'). В силу [3], в области Т2\(КиО) = А существует незамкнутая 
устойчивая по Пуассону траектория ^ потока Н1. Согласно [2, стр. 220], 
реконстрируя ^ в А, можно построить простую замкнутую негомотопную 
нулю кривую 5 \ являющуюся для траекторий потока Н1 циклом без контак
та, такую, что траектории, лежащие в О не нересекают 5 1 , а все другие 
траетории пересекают 5 1 либо при I—> — °о, либо при *—» + <*>. 

Но тогда, в силу [8], поток Н* индуцирует на 5 1 ^-гомеоморфизм / класса 
Т2 такой, что критическая точка о гомеоморфизма / есть первая точка 
пересечения при /—» - оо со-сепаратрисы ^ 1 с окружностью 5 1, и на 5 4 о 
/ является аналитическим преобразованием. 

Поэтому, в силу теоремы, о есть рекуррентная точка гомеоморфизма /, и 
в сколь угодной близости от о слева и справа от о е,сть другие рекуррентные 
точки гомеоморфизма /, откуда и следует вышеуказанное утверждение 
о свойствах сепаратрис седла Ох *). 

Если же у потока Н1 в седле Ох седловая величина % = 0, то, в силу [8], / есть 
^-диффеоморфизм на 5 1 и 

У а г / ' < + о о . 

Поэтому, в этом случае, согласно А. Д а н ж у а [7], все 5 1 есть минимальное 
множество, откуда следует, что через каждую точку х е Л проходит незамк
нутая устойчивая по Пуассону хотя бы в одну сторону траектория потока Н1, 
то-есть вся область А заполнена неблуждающими точками потока Н1. 

Аналогичная ситуация возникает и в том случае, когда вместо одной петли 
потока Н1 рассмотреть такой же поток, но с несколькими петлями из 
сепаратрис седел, причем во всех седлах седловые величины равны нулю. 
В этом случае на Т2 снова имеется область, сплошь заполненная неблуждаю
щими точками. 

З а м е ч а н и е 2. Все вышеуказанные предложения естественным образом 
переносятся на случай п попарно коммутирующих гладких гомеоморфизмов 
на 5 1 и надстройками над ними, являющимся слоениями на л-мерном торе Тп 

с тривиальной групной голономии. 
П р и м е р . Рассмотрим аналитический гомеоморфизм /: 51-->51, для кото

рого накрывающий гомеоморфизм / на эвклидовой прямой К* = {х}, являю-

Поток Н' не является надстройкой [1, стр. 10] над гомеоморфизмом / окружности 5 1, поэтому, 

в силу конструкции /, рекуррентным точкам на 5 1 в потоке Н' соответствуют незамкнутые 
нерекуррентные траектории, устойчивые по Пуассону хотя бы в одну сторону. 
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щейся универсальным накрытием для 5 \ имеет вид: 

/(*) = х + а - 1/2я 81П 2лх, а е ( - со, + оо), 

так, что точкам х = 0, ± 1 , ± 2 , ... на Д 1 соответствует на 5 1 одна и та же 
точка о. 

Тогда имеем, что 

/(*) = 2 51П2 лх, ]"(х) = 2л 81П 2лх, 

то-есть о есть единственная критическая точка гомеоморфизма / и вторая 
производная /" имеет на 5х-бодин нуль, соответствующий значению х = 1/2. 

Для того, чтобы показать, что / е Т ь нужно установить, что существует 
значение а = а*, при котором число вращения (о = а)(а*) гомеоморфизма / 
иррационально. 

Имеем, что сэ(а) = ю(а)((той 1), где 

ш ( а ) = Н т Ш=а-±-Ца), 

и где 

1(а)= Нт - У еУ(а), еУ(а) = 8т [2луа - V еЛ, У = 0. 
" - + » П 7=\ \ /Г=1 / 1 

Положим а = т, где т — целое число. Тогда еУ(т) = 0 ^ = 1, 2,.. .), 
1(т) = 0, то-есть а>(т)=т. Полагая т = 0 и т = 1 и учитывая, что (Ъ(а) 
непрерывно зависит от а [4], получаем, что поскольку со(0) = 0, ш(1)= 1, то 
существует а = а * е ( 0 , 1) такое, что (Ь(а*), и, следовательно, и ы(а) — 
иррациональное число. 

Поэтому, в силу теоремы, имеем, что о — рекуррентная точка гомеомор
физма /, и в сколь угодной близости от о слева и справа от нее существуют 
рекуррентные точки гомеоморфизма /. 

Пусть /: 51—>5 ! — геоморфизм, имеющий нигде непротное минимальное 
множество ^, отличное от периодической точки. Обозначим через С = (а, @) 
какой-нибудь смежный интервал к множеству ^ и объединение 

А= 0 ПО) 
п = — оо 

назовем ячейкой минимального множества ^. 
Г и п о т е з а . Если гомеоморфизм / — аналитический, то его минимальное 

множество имеет не более конечного числа ячеек. 
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