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O БAЗИCHOCTИ PИCCA KOPHEBЫX BEKTOPOB 

HEЛOKAЛЬHЫX ЗAДAЧ ДЛЯ CИCTEMЫ 

ДИФФEPEHЦИAЛЬHЫX УPABHEHИЙ 

M. Б A P H O B C K A * ) — B. B. T И X O M И P O B * * ) 1 ) 

(Communicated by Jozef Kačúr) 

ABSTRACT. Necessary and sufficient conditions for Riesz basisness of the sys-
tem of root vectors for spectral problem of the type of Bicadze-Samarskij are 
studied. Non-local conditions for the system Lu = u' + Q(x)u of diŕľerential 
equations with complexvalued matгix coefficient are supposed. The conditions 

aгe foгmulated both without concгete foгm of boundaгy conditions and adjoint 

type conditions at points of dicsontinuity of the opeгatoгs in question. 

B paбoтe ycтaнaвливaютcя нeoбxoдимыe и дocтaтoчныe ycлoвия бa-
зиcнocти Pиcca cиcтeм кopнeвыx вeктopoв cпeктpaльныx зaдaч типa 
Б и ц a д з e - C a м a p c к o г o [1] c нeлoкaльными ycлoвиями для cиc-
тeмы диффepeнциaльныx ypaвнeний. 

Paccмoтpeниe тaкиx зaдaч мoтивиpoвaнo тeм, чтo вo мнoгиx cлyчaяx 
мoжнo cвecти oбoбщeннyю зaдaчy o coбcтвeнныx знaчeнияx в пpoc-
тpaнcтвe cкaляpныx или вeктopныx фyнкций к нeкoтopoй oбычнoй зaдa-
чe o coбcтвeнныx знaчeнияx в пpocтpaнcтвe вeктop-фyнкций (cм. 
A. M. Haймapк: Линeйныe диффepeнциaльныe oпepaтopы, M., «Hayкa», 
1969, cтp. 111-112). 

B пpocтpaнcтвe CN кoмплeкcныx вeктopныx фyнкций 

u(x) = (ul(x),... ,uN(x)) 

paccмoтpим oпepaтop 

Lu = u'(x) + Q(x)u(x) (1) 

А М 5 8 и Ъ ^ е с 1 С1аз8111са110П (1991): Р п т а г у 47Е05. Зесопвагу 34В05, 46В15. 

К е у \УОГС18. Яоо1 уескогз, ^п-1оса1 ргоЫет, В1е82 Ьа81зпез8. 

^ С о в м е с т н а я р а б о т а возникла во в р е м я пребывания доц. В. В. Т и х о м и р о в а в 

Б р а т и с л а в е в 1988 г. по плану с о т р у д н и ч е с т в а между Московским у н и в е р с и т е т о м 

им. Л о м о н о с о в а и Б р а т и с л а в с к и м университетом им. Коменского. 
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с комплекснозначным матричным коэффициентом 0 ( # ) с элементами 
<Из(х) (О* = 1, • • • ,-V) из класса ^2 на конечном интервале [0,1] . Пусть 
при помощи точек 0 == &) < & < — ' < (т < (т+1 = 1 интервал [0,1] 
разбивается на т + 1 интервалов ( 6 - ъ б ) , ' — 1,2,... ,га + 1. Для 
оператора (1) поставим следующую спектральную задачу: найти соб
ственные и присоединенные векторы оператора (1), удовлетворяющие 
условию 

т 

и(1) = ^ А , Ц 6 ) , (2) 
/=1 

где А/ - комплексные N х N числовые матрицы. 

Обозначим через ^*V дифференциальный оператор, формально со 

пряженный к оператору (1), примененный к комплекснозначной фун

кции V 6 С ^ , т.е., положим 

L*v = -v\x) + Q*(x)v(x), ( l ł ; 

где 0*(х) - сопряженная к 0(х) матрица (т.е., О* = 0 Г ) . Легко прове
рить, что сопряженной к задаче (1), (2) будет задача: найти собствен
ные и присоединенные векторы оператора (1*) на каждом из интер
валов (<^/_1, <.;/), / = 1,2,... , т + 1 , удовлетворяющих условиям 

»(o) = o, M l ť l = A ? t , ( i ) , (2*; 

г Д е М к = у(€ + 0) ~~ у(( ~ ^) - с к а ч о к вектора у(х) в точке х = ^ . Таким 
образом сопряженная задача (1*), (2*) является спектральной задачей 
с разрывным оператором. 

Нам удалось перенести результаты работ [2] - [4] на случай раз
рывных операторов в пространстве вектор-функций и установить необ
ходимые и достаточные условия для базисности Рисса систем собствен
ных и присоединенных функций в терминах, не содержащих не только 
конкретный вид краевых условий, но и конкретный вид условий сопря
жения в точках разрыва этих операторов. 
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Аналогично работе [2] введем в рассмотрение произвольную биорто-

нормированную 1 в _.2[0,1] пару обобщенных (в смысле В. А. Ильина) 

систем корневых векторов {ип(а:)} и {г;п(х)} , удовлетворяющих трем 

условиям А : 

1) для каждого номера п = 1,2,... функции ип(х) и Vп(x) абсолютно 
непрерывны, имеют первые производные, суммируемые с квадратом, 
и для некоторого числа Лп на каждом интервале (&-1-&), I = 1,2, 
. . . , га -г- 1 , почти всюду удовлетворяют уравнениям 

^ип - \пип = @пип-1 , ^*Vп — Лпг;п = 0п+1г;п+1 , (3) 

где ^ и ^* - операторы вида (1) и (1*), а число 0 П равно либо ну
лю, либо единице (в последнем случае дополнительно требуется, чтобы 
Лп = Лп_1 ), причем 01 = 0; 

2) существует постоянная Со такая, что для всех номеров п спра
ведливо неравенство 

| К е Л п | ^ С 0 ; (4) 

3) хотя бы одна из систем {ип} , {г>п} является полной в 1/2[0,1] . 

Биортонормированная пара, удовлетворяющая трем условиям А , 
включает в себя системы собственных и присоединенных векторов всех 
пар сопряженных задач для операторов (1) и (1*), для которых выпол
нено условие (4) и хотя бы одна из них является полной и минимальной 
(и, в частности, включает в себя системы собственных и присоединен
ных векторов пары задач (1), (2) и (1*), (2*)). 

Центральным результатом настоящей работы является следующее 
утверждение. 

1 т .е . , у д о в л е т в о р я ю щ у ю соотношениям 

1 JV
 l 

(ukiVn) = I Uk(x)vn(x) ÓX = ^ uk(X)€n(x) dx = tk 
n « = 1 o 

fcn = l ° ' 
если к = п , 

6 к п = I - и _. 

если к ф п . 
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ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пустъ элементы матрицы О = ^г](х)) принад-
леснсат классу _2[0,1] . Тогда для базисности Рисса каждой из систем 
{ип} и {УП} , входящих в произвольную биортонормированную пару, удов
летворяющую трем условиям А , необходимо и достаточно, чтобы были 
справедливы два неравенства 

2_^ 1 _ С\ (для любого вещественного А ^ 0), (5) 

Л = | Л п | = Л + 1 

\\ип\\ • \\УП\\ _ Сч (для всех номеров п), (6) 

где символ | | / | | обозначает [ ^ $ \Р\2 &х) , а С\ и С^ подходящие пос-
\ ? = 1 о ' 

тоянные. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 

1° . Сначала докажем достаточность условий (5), (6) для базис
ности Рисса системы |г/п(#)} (а стало быть и {г;п(х)} ), развивая тех
нику работы [3}, [4]. Для этого в силу теоремы Н . К . Б а р и [5] 
достаточно доказать, что для произвольной вектор-функции /(х) из 
класса _2[0,1] справедливы неравенства 

оо сю 

Х>»,/)121ыг2<оо, ^ 1 к / ) | 2 ы г 2 < о ° - (<) 
п = 1 п = 1 

Положим для краткости С/ = [< /̂_1, <̂ /], / = 1,. . . , т + 1 , 

и,9)о, = Е / /''№(*) <**, ц/||о, = ч/слЖ-

Так как (в силу неравенства Коши-Буняковского) 

т + 1 

1К,/)с|2 5̂  ( т + 1) __; | К , / ) с 7 , | 2 , \\ип\\а2 _ \\ип\\с* . 
/ = 1 

(где С = [0,1]) и аналогичные соотношения справедливы и для уп(
х) 

(причем ||г*п||с?4 Ф 0, ||г;„||с, ф 0) , то для доказательства соотношений 
(7) достаточно для каждого / установить неравенства 

оо °° 

_ . ' К и - / ) с , | 2 1 К И с

2 < о о , ^\Ы/)а,\2\Ы\а2 < о*, (8) 
п = 1 п = 1 
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где штрих означает, что в сумме пропущены слагаемые, для которых 
соответствующие нормы равны 0 . 

Поскольку почти всюду на С/ функции ип , Vп удовлетворяют урав
нениям (3), то для них справедливы (см. [4]) оценки 

sup \un(x)\ ^ CaH^Hs, , sup \vn(x)\ ^ Č3||vn||G. > 
x€G{ x£Gi / g \ 

IIOn^n-lUC, ^ C4||wn||G/ , | | 0 n + i v n + i | | G , ^ C4||Vn||G, • 

В работе [4] содержится доказательство справедливости неравенств 
подобных неравенствам (8), основанное лишь на оценках (9) и на пред
положении о том, что функции ип и г>п являются почти всюду ре
шениями уравнений (3). Тем самым доказательство достаточности за
вершено. 

2° . Переходим к доказательству необходимости для базисности 
Рисса системы {ип(х)} (или {г;п(:г)} ) каждого из условий (5), (6). 

Необходимость условия (6) даже для обычной базисности системы 
{ип} (или {г>п}) хорошо известна (см., например [б, стр. 272]). Ос
тается доказать необходимость условия (5). 

С этой целью для любого номера / = 1, . . . ,т + 1, фиксируем компакт 
К\ = [<^/-1,^/ — 6] (6 > 0 - фиксированное достаточно малое число). 
Достаточно показать, что существует положительная постоянная С(1) 
такая, что для любого А ^ О справедлива оценка 

Е Ы/0= Е 1\ип(х)\2&х^С(1). (10) 
А^ |А п | ^А + 1 А^ |А п | ^А + 1 # . 

Действительно, поскольку в работе [4] установлено, что при выпол
нении условий основной теоремы найдется постоянная С(/) такая, что 
для всех номеров п 

1Ы2

С, ^ с(/)|Ы|2

Л,, (и) 

то из оценки (10) получим неравенство 

^ \\ип\\Ъ,йС(1)С{1). 
А^|А„|<А+1 
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С у м м и р у я э т и н е р а в е н с т в а по в с е м / от 1 д о т + 1 и о б о з н а ч а я ч е р е з 

™+1 
С 5 п о с т о я н н у ю в и д а Съ — ^2 С(1)С(1), п о л у ч и м н е р а в е н с т в о 

/ = 1 

Е 1К||2 = С5. (12) 
А_|А П |_А-Н 

Т е п е р ь о с т а е т с я з а м е т и т ь , ч т о в с я к и й б а з и с Р и с с а п о ч т и н о р м и р о в а н , 

т .е . , д л я б а з и с а Р и с с а {ип(х)} с у щ е с т в у ю т п о л о ж и т е л ь н ы е п о с т о я н н ы е 

/?2 = /?1 > 0» т а к и е , ч т о д л я всех н о м е р о в п 

р2г\ы\г^. (13) 

И з с о о т н о ш е н и й (12) и (13) в ы т е к а е т с п р а в е д л и в о с т ь у с л о в и я (5) 

с п о с т о я н н о й С\ р а в н о й С$$^ . 

И т а к , н а м о с т а е т с я д о к а з а т ь с п р а в е д л и в о с т ь оценки (10) д л я л ю б о 

го / = 1 , . . . , га + 1 и л ю б о г о А _ 0 . С н а ч а л а р а с с м о т р и м с л у ч а й А _ А0 , 

г д е Ао - д о с т а т о ч н о б о л ь ш о е п о л о ж и т е л ь н о е ч и с л о . 

Ф и к с и р у е м н а к о м п а к т е К\ п р о и з в о л ь н у ю т о ч к у х и о б о з н а ч и м К 

л ю б о е п о л о ж и т е л ь н о е ч и с л о меньшее 6. Р а с с м о т р и м с л е д у ю щ у ю 

в е к т о р - ф у н к ц и ю г^(|х — у|) = ( и ) 1 , . . - , ^ ) , з а в и с я щ у ю о т р а с т о я н и я 

г = \х — у\ п е р е м е н н о й т о ч к и у от ф и к с и р о в а н н о й т о ч к и х к о м п а к т а 

К\, г д е 

«71 !>. Г 4 с о з ( А | а : - у | ) , п р и \х - у\ < К, 
и) (\х-у\) = < л (14) 

I 0 , п р и \х — у\ > К , 

д л я всех г = 1, . . . , ]У. 

В ы ч и с л и м к о э ф ф и ц и е н т Фурье юп функции (14) в ее р а з л о ж е н и и по 

с и с т е м е {ип(у)} с п о м о щ ь ю ф о р м у л ы с р е д н е г о з н а ч е н и я [4] д л я р е г у л 

я р н о г о р е ш е н и я у р а в н е н и я ( 3 ) : 

Г 

Un(x + г) = un(x) exp(A n r ) - / Q(x + t)un(x + t) exp [AnO - 0 ] dt 

0 

г 

+ n / exp [An(r - ř ) ] u „ _ i ( x + г) d r . 

(15) 
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П о л у ч и м 

я 

У^П =ип(х) I и>(г)ехр(Апг) с1г 

о 

" / ™(г) \ / 0 ( * + 0 " п ( * + *) ехр [А„(г - *)] сИ > иг 
п V п ' 

(16) 

R , r 

n / гD(rK / u n _ i 

n ^ n 

(ж + ť)exp [An(r - t)] dt > dr i 
Так как для любых комплексных чисел 2, х\, 2т2 справедливо неравен
ство 

| 2 - ( г 1 + г 2 ) | 2 ^ - 2 Ы 2 - 2 Ы 2 , 

то в силу (16) имеет место соотношение 

i K 2 

1 \ [ 
>n\2 = 2p2\Un(x)\2 / cos(Ar)exp(Anr) dr 

o 

R r 2 

" »2 / «>s(Ar) / Q(x + ť)un(x + t)exp [A„(r - t)] dt dr (17) 
o o . 

R r 2 

/ cos(Ar) / un-\(x + ť)exp [An(r — ť)] dt dr . 2 n 

Д 2 

o o 

Заметим, что в силу условия (4) 

|ехр(ЯА„)| - ехр [Ке(АпД)] ^ ехр(СпД) ^ Мг . (18) 

В целях сокращения записи каждый из интервалов в правой части (17) 
обозначим через 1^(х,Н) (] — 1,2,3). Ради определенности ниже будем 
считать, что 1 т Ап _̂ 0 . 
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Убедимся в том, что существуют положительные константы а , М\ , 
М2 тгькие, что для всех х Е К\ и всех номеров п, для которых 
Ао __\ А ^ |ЛП | ___ А + 1 при всех достаточно малых К > 0 и всех 

х ^ х > 2МУ/2 
Л ^ Ло ^ =г— справедливы неравенства 

К 

~\h{x,R)Ý SM2o(l)|K||2K,, jp\h{x,R)\* ÍM3R
2\\unfKi 

(19) 

где о(1) —> 0 при I? —• 0 . 

Для доказательства первой из оценок (19), учтем, что в силу оче-
\а\2 

видного неравенства \а — Ь\2 ___ -Ц| |Ь|2 , справедливого для любих 

комплексных а и Ь, имеет место оценка 

К 

2 # 2 . „ 
' о 

я 

n 

— / cos(Ar)exp(Anr) dr 

= ~ï J {exp [(i A + A„)r] + exp [(- i A + An)r] } dr 
0 

_ 1 |exp[(iA + An)Д] - 1 exp[(- iA + An)Я] - 1 

8 | (iA + An)Я 

> 1_ 

16 

e x p [ ( - І A + A„)Д] - 1 

( A „ - І A ) Л 

(-ІA + AП)Д 

exp[(ІA + An)/í] - 1 

(ІA + AП)Я 
ì = 1, 

(20) 

и воспользуемся тем, что | — 1 А + Ап| 1__ у/1 + 2С\ , 2 11 А + Ап| _̂ А _̂ А0 

(здесь используется неравенство 1тА п \\ 0, |КеА п | ___ Со). Пусть 
Ап = цп + ^п - • Учитывая оценку (18), при любом К 1_\ 1 найдем 

|ехр [О А + Хп)Л] - 1| = |ехр{ [^А + цп) - ип]К} - 1| 

= |ехр(-г/пД)(со8(А + цп)Я — 181п(А + 1лп)Я) - 1| 5_ М . 

2 Дeйcвитeльнo, | Л П - І Л | 2 = (ImЛ n ) 2 + ( R e Л n ) 2 + Л 2 - 2 Л I m Л n = [ |Л n | 2 -2Л|Л n |-f Л2] 

+ 2Л(|Л n | - ImЛ n ) = (|Л n | - Л)2 + 2Л(|Лn | - ImЛ n) <_ 1 + 2 | Л n | ( | Л n | - ImЛ n ) ^ 

1 + 2 ( | Л n | 2 - ( I m Л n ) 2 ) _i 1 + 2 ( R e Л n ) 2 й 1 + 2C2 ; |ІЛ + ЛП |2 = (Im Л n + Л ) 2 + ( R e Л n ) 2 *> Л2 . 
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Поэтому для достаточно малого I? > 0 и для любого Ао ^ 
2M\/2 

R 
получим неравенства 

exp[(-iA + An)Д] - 1 

Д ( A „ - І A ) 

exp[( iA + A n )Д] - 1 

(Ai+A n )Д 

> 

< 

2 ' 

Таким образом, в силу (20) первая из оценок (19), справедлива с по

стоянной а = ------ . Для установления остальных оценок (19) заметим, 

что | соз(Аг)| ^ 1 и что для всех 0 —^ ^ ̂  г ^ К и всех номеров п , в силу 
(18), справедлива оценка |ехр [Ап(г — 1.)] | ^ М\ . Кроме того, для всех 
х Е А'/ и всех 0 — ̂  —^ г —^ К точка х + 1 принадлежит сегменту С\ и по
тому в силу первой оценки (9) и оценки (11) справедливо неравенство 

\un(X + t)\SC6\\Un\\K,, (21) 

в котором Се = Сз[С(/)] 2 . Из неравенства (21) вытекает, что величина 
_2_ 
К2 2^2(ж, Д) мажорируется числом 

2 ,r / m.2 ^ 2M? 
^ !/-(*, Л ) | » š — L 

^ С 7 о ( 1 ) | | и п | & , , 

o i = 1 o J=ì 

2 

(x + *)||ui(:r + *)| Љ d г 

где о(1) —> 0 при Я — • 0 . Аналогичным рассуждением с учетом второй 
оценки (9) и оценки (11) находим, что 

E? 
| / з ( x , ñ ) | 2 ^ C 8 Д 2 | K | | ^ . 

Таким образом оценки (19) установлены и для величины |г^п |2 из не
равенства (17) имеет место оценка 

К | 2 г а\ип(х)\2 - М2 о(1)|К||2

А- - МзД2||ип||2А., . 

Интегрируя последнее неравенство по х по компакту К\ , получим 

\\и>„\\2

к, ^ | | Ы п | | 2

л - | а - ( М 2 о ( 1 ) + М з Д 2 ) У с 1 а : | . (22) 

к, 
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Если теперь фиксировать достаточно малое К > 0 и достаточно 

большое А0 ^ 2—-5— так, чтобы были выполнены условия М^К2 < —г- , 
К 4 

М2 о(1) < -2- , то, учитивая, что / Ах ^ 1, из (22) при всех А0 й А ^ 

|АП| ^ А 4- 1 получим неравенство 

\h < --1||,,,JI2-, l^nH/f, ^ — \\Wn\\Kl 

Суммируя это неравенство по всем номерам п , для которых А0 ^ А ^ 

|АП| ^ А -+- 1 , и используя для функции (14) неравенство типа Бесселя 

по системе {ип(у)} , в силу которого 

]Г К Г ^ с 8 /|и,|2ау, (23) 
Л 0 ^|Л п |^Л+1 ^ 

где Се не зависит от А и п , с учетом, что § <1х ^ 1 , получим оценку 

Л'/ 

Л 0 ^|Л п |^Л+1 К( Ух-К ) 

Тем самым при А ̂  А0 оценка (10) с константой С(1) = ^- ус

тановлена. 
Остается установить оценку (10) для значений А из сегмента 0 ^ 

А ^ А0 . Вместо оценки (10) установим более сильную оценку, т.е., 
докажем, что существует постоянная С\(1) такя, что 

]Г | Ы | ^ С , ( / ) . (24) 
0 ^ | Л п | ^ Л о + 1 

Для этого фиксируем точку х из компакта II/ и пусть К > 0 
произвольное настолько малое число, что одновременно выполнены два 
требования: 

(1) К меньше расстояния компакта К\ от границы С\ ; 
(2) К такое, что для всех |АП| ^ А0 4- 1 и всех 0 ^ I ^ г ^ К 

справедливы неравенства 

exp(AnIt) - 1 
R\n 

> i- , | e x p [ A n ( r - 0 ] | ^ Л I i - (25) 2 ' 
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Р а с с м о т р и м в м е с т о функции (14) функцию и)(\х - у\) = ( г у 1 , . . . ,и)М) , 

ГДЄ 

_„ ,ч / -В 1 е с л и | ж - у | ^ Л , 
^•(|я: — у|) = < Я 

I 0, если \х — у\ > Я , 

(14') 

причем г = 1,2,..., N . 

Вычисляя коэффициенты Фурье и;п этой функции по системе {ип(у)} 
с помощью формулы среднего значения (15) , вместо (16) получим сле
дующее выражение: 

Я 

и>п = ип(х) / к;(г)ехр(Апг) сгг 

о 

~ /«>(г)| /о(-г + *Н(х + *)ехр[Ап(г-*)] аД йг (16') 

+ 0 П I ю(г)1 /и„-1(я: + 0 е х р [ А п ( г - 0 ] <*4 йг . 

Из (16') следует неравенство 

я 

Kl 2 ^ M * ) l 2 

_2_ 
Д 2 

2 __ 
Д 2 

/ exp(Anr) dr 

o 

II ÍQ(x + t)un(x + t) exp [\n(r - t)] dt \ dr 

n >• n 0 ч 0 
) 

(17') 

/{/-.-.(* 
П ^ П 

+ *)exp [\n(r -t)] dt\ dr i 
Используя оценки (25) и технику доказательства оценок (19), полу

чим, что первый член в правой части (17') оценивается снизу с кон

стантой а = -_г > а м о Д У л ь каждого из остальных членов в правой части 

(17') оценивается сверху величиной М4-К2||ип||21<:. , где М\ - некоторая 
положительная постоянная. 
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Итак, из (17') вытекает, что для всех х из компакта К\ , для всех 
достаточно малых К > О и для всех номеров п , для которых 0 ^ |ЛП | ^ 
Ао + 1 , справедливо неравенство 

|2^iм^)l2-2M4ñ
2|K||2A-, 

Интегрируя это неравенство по компакте К\ и фиксируя К > 0 так, 

чтобы выполнялось условие I? < — , получим, что для всех п , 
4л/2М4 

для которых 0 ^ |АП| ^ Ао -Ь 1, справедлива оценка 

КПД", йЩЫГк,. 

Суммируя последнее неравенство по всем номерам п , для которых 0 ^ 
|АП| ^ Ао + 1, и пользуясь для функции (14') неравенством типа Бесселя 
(23) (в котором суммирование в левой части берется по номерам п , 
удовлетворяющим условию 0 ^ |АП| ^ Ао + 1) получим оценку (24) 
с постоянной С\(1) = Ъ2МС&К~Х . 

Тем самым основная теорема полностью доказана. 
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