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ABSTRACT. Some examples of applications of the theory of uniform distribution
mod 1 are given: to modular functions and Hermitian matrices, to mechanics, to
the set of spheres in higherdimensional spaces, and to convex bodies.

Einleitung

In dieser Arbeit wird gezeigt, da die Theorie der Gleichverteilung etliche
Anwendungen auf verschiedene Gebiete der Geometrie und der Mechanik ges-
tattet. In §1 geben wir ein Beispiel fiir die Anwendung auf die Modulfigur
(s. Hlawka - Schoilengeier [8 und Apostol [1]). Es wird eine
Quadraturformel aufgestellt und eine Folge von primitiven, reduzierten, positiv
definiten, bindren quadratischen Formen untersucht. Dabei werden auch gute
Gitterpunkte (s. Hlawk a [5]) beniitzt.

In §2 werden im Zusammenhang mit der Picardschen Gruppe analoge Uber-
legungen fiir positiv definite Hermitesche Formen aufgestellt. Dieses Thema
findet auch in anderer Hinsicht wieder Interesse; es sei nur auf Swan [13]
hingewiesen. Hier besteht die Moglichkeit einer Anwendung auf die Zyklogra-
phie.

Das dritte Beispiel bringt eine Anwendung auf die Mechanik, und zwar auf
ein Problem aus der Ballistik (Ricochet). Im Unterschied zu §2, wo es sich um
Scharen von Kreisen handelt, haben wir es hier mit Parabeln zu tun.

In §4 behandeln wir anschlieBend an §2 Sphéren im 3- und allgemein in
hoherdimensionalen Raumen. Wir betrachten die Menge der Spharen im Moébius-
Lieschen Sinn, die Ebenen eingeschlossen, wie es in der Kugelgeometrie iiblich
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ist, und zeigen, wie man in dieser Menge einen Gleichverteilungsbegriff einfithren
kann.

Im §5 wird die Eulersche Gleichung aus der Differentialgeometrie unter-
sucht. Es werden zunichst Normalschnitte von Flachen in einem Punkt im
3-dimensionalen Raum, bzw. in hoherdimensionalen Rdumen, betrachtet. Dann
untersuchen wir Normalschnitte von konvexen Flachen, wobei die Menge all
dieser Normalschnitte nicht mehr durch einen festgehaltenen Punkt zu gehen
braucht. Hier findet sich eine Gelegenheit, die berithmte Formel von Min ko w -
ski (s. [11]) anzuwenden. Die mittlere Breite des konvexen Korpers wird dabei
durch eine gleichverteilte Folge von Normalschnitten und von Punkten auf der
Flache angenahert. :

In §6 wird eine weitere Konstruktion von Hermiteschen Matrizen gegeben.

Die hier gegebenen Beispiele gestatten noch eine Fiille weiterer Anwendun-

gen, und wir hoffen, einige Anregungen zu naheren Untersuchungen gegeben zu
haben.

Wir danken dem Referenten fiir seine Bemerkungen, besonders fiir den Hin-
weis auf die Verwendung von Fibonacci-Gitterpunkten (vgl. [14]).

§1. Modulfigur

Im ersten Beispiel wenden wir die Theorie der Gleichverteilung auf die bekan-
nte Modulfigur an.

Wir betrachten die Abbildung

z(z,y)=m—%+i\/52-—(w—%)2 (1)

vom offenen Einheitsquadrat E? := (0,1)? auf das Innere des Fundamentalbere-
ichs F' der Modulgruppe I', wobei

F={z]| |z|>1, Imz>0, |Rez| <1/2}.

Die Abbildung ist umkehrbar eindeutig und in beiden Richtungen beliebig oft
differenzierbar.

Es sei nun p eine ungerade Primzahl und 1 < g < p so gewahlt, daf§ (1,g9)
ein guter Gitterpunkt ist. Das bedeutet, daf es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodafl
fiir jede Funktion f: [0,1]2 — C, deren Totalvariation V; endlich ist, gilt

1p—1 Lo log2p
B’Z:If(k/:ﬂ, {gk/p})—O/O/f(z,y)dzdy~ < cVy — (2)
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Dabei ist {z} = z — [z] der Bruchteil von z. Wir setzen wip = z(%, {%’,-c-})

fir 1 <k < p.Dann ist wkp eine quadratische Irrationalzahl aus F', die Anla
zu einer primitiven reduzierten positiv definiten biniren quadratischen Form f,
gibt, deren erste Wurzel wy, ist.

Sind namlich akp, brp, ckp die Koeflizienten der Form, so folgt aus

bip k1 Cikp 2 1
- =——- und — =|w = —, 3
2akp p 2 Qkp l kpl {gk/p}Z ( )
daBl man, um eine primitive Form mit ganzen Koeffizienten zu erhalten,
ap = p° {gk/p}*,
bip = (1/2 = k/p) 20° {gk/p}* = (p — 2k)p" {9k/p}" 4)

Ckp = p3’
zu wahlen hat. Diese Formen haben die Diskriminante
Dy = —p* {gk/p}* (4p* — (p — 2k) {gk/p}") . (5)

Die Klassenzahl h(Dy,) strebt mit p gegen unendlich.
Wir haben auf dem Fundamentalbereich F das Maf

dz  dzdy
(Imz)2 42 (©)

Ist f: F — C eine beziiglich dieses Ma8 es integrierbare Funktion, so ergibt
sich

11
[1en= = [ [ 16@9)——IDet L@l dzay
r X 7 (-2)

wobei J,(z,y) die Jacobimatrix von z im Punkt (z,y) bezeichnet. Also ist

/f(x,y)dzfy =0/10/1f(z(z,y))yi3 drdy
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Damit haben wir die Quadraturformel

154 1 dxdy log?p
LS flan) - [ e = o (2EL)
p p 2
fiir geniigend glattes f.
Betrachtet man an Stelle der Punkte ( % , {_gﬁ} ) die Punkte

Y
(—k— ,{ Fm-1k }) , wo F,, die m-te Fibonacci-Zahl bezeichnet, so lat sich,
Fo.'\ F,

wie in [14] gezeigt wurde, sogar O(—lg%&"—)

m

erreichen. Siehe auch [12].

Wir weisen auch auf die Arbeit von Artin (siehe [2]) hin.
Betrachten wir die Modulfunktion J an der Stelle

—-b+ivD

2 = wkp (8)

so ist sie bekanntlich eine ganze algebraische Zahl. Es wére interessant, diese
Zahlen naher zu untersuchen.

Sei nun s > 1 eine natiirliche Zahl. Wir betrachten die Abbildung
zg = z X -+ X z (s mal) von E?® in das s-fache Produkt der Modulfigur.
Damit wird jetzt jeder 2s-dimensionalen gleichverteilten Folge in E?® eine
Folge in I'* zugeordnet. Nehmen wir insbesondere einen guten Gitterpunkt

9=(1,91,.--,92s—1) zu einer Primzahl p, so wird der zugehorigen Folge
k
;,91%,---7923—1% (1<k<p-1)

eine Folge von reduzierten quadratischen Formen zugeordnet. Es wére interes-
sant, diese Kette von quadratischen Formen fiir ein festes k zu untersuchen.

In diesem Zusammenhang weisen wir auch auf Hlaw k a [6] hin.

§2. Gaufische Zahlen

Es sei Z[i] der Ring der ganzen GauBschen Zahlen und G := SL(2,Z[i]) die
zugehorige Picardsche Gruppe.
Wir betrachten positiv definite Hermitesche Formen f: C x C — R.

f(u,v) = alu|* + 2 Re (bv) + c|v|? (1)
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mit reellen a, ¢ und komplexem b. Erganzt man auf ein Quadrat, so ergibt sich
2 —1b
fu) =a(fus Zof 4 2 o), )

Wir nennen zwei solche Formen f und g &dquivalent, wenn es ein positives

s> 0 und ein
_ (o B
a-(y 6)€G

£(u,v) = sg(au + Bv, yu + 6v).

gibt mit

Jede Form ist dann mit einer dquivalent, deren erster Koeffizient gleich 1 ist.
Diese lassen sich eindeutig in der Form

F(u) = u+ 2o +EJo? 3)

schreiben, wobei z € C und £ > 0 ist. Wir identifizieren dann diese Formen
mit C x (0,00) (siehe [3], [4], [10], [13]).
G operiert auf C x (0,00) auf folgende Weise:

(@+ 27)(B + 26) + €276 3 )
lo+ 292+ €272 7 |a+ 22+ €22

o6 = ( ()

Insbesondere gilt:

(1) Ist 0= <(1) ?),so ist o(z,€) =(z2+8,¢).

(2) Ist €2 = —1, also € = £1i eine Einheit, so ist mit ¢ = (g g)

0'(2,6) = (—Z, 5) .

(0 1 . _ —z €
(3) Ist 0 = (__1 0),50 ist 0(2,§) = <[Z|2j£2 ) |z|2+§2)'

Auf diese Weise sieht man, da8 jedes Paar (', ¢) e (C x (0,00) mit einem
Paar (z,£) dquivalent ist, das 0 < Rez < =, |Imz| < + und |2]2+¢2 > 1

erfiillt. Die zugehérige Hermitesche Form helﬁt dann reduz1ert

Es sei jetzt wieder
F={(z8eCx(0,00), 0<Rez< 1, mz| < 3, 2P +€>1} (5)
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und
V:E*=(0,1)* > F,

vend=(gril- B 0-9T)

V' ist bijektiv und in beiden Richtungen beliebig oft differenzierbar.

Es sei p eine ungerade Primzahl und g = (1, g1, g2) ein guter Gitterpunkt.
Das bedeutet, da8 fiir jede periodische Funktion h: R® — C mit einer endlichen
Totalvariation V}, auf dem kompakten Einheitswiirfel [0,1]3 gilt:

154
> k; h(gk) — / h(z) dx

E3

3
< cv,,l"i P (7)

Dabei ist ¢ > 0 eine absolute Konstante. Fiir die Wahl von g fiir verschiedene
Primzahlen p siehe etwa [9].

Bezeichnet man mit

wip = (k/p, {91k/P} ,{92k/pP}), (8)

so geben die Zahlen V(wgp) AnlaB zu unendlich vielen positiv definiten re-

duzierten paarweise nicht dquivalenten Hermiteschen Formen mit Koeffizienten
in Z[i], namlich

2p*{g2k/p}” [ul® + 2p*{g1k/p} Re ((k +i(2p {g1k/p} — p))Tv) + 2p°|v|>. (9)

Beachtet man, da8 positiv definite binare quadratische Formen mit Koef-
fizienten in Z spezielle Hermitesche Formen sind, so folgt leicht, da8 die Klassen-
zah]l mit wachsender Diskriminante wieder gegen oo strebt. Die Klassenzahlen
der zugehorigen Diskriminanten der obigen Formen sind also nicht beschrankt.

Analoge Uberlegungen gelten fiir Hermitesche Formen, wo die Koeffizienten
a, c entgegengesetztes Vorzeichen haben. Dann hat man es mit reellen Kreisen
zu tun (Zyklographie!). Dieser Fall ordnet sich dem iibernachsten Beispiel
(s = 2) unter. Analog kann man wie im ersten Beispiel die Abbildung
V#: (E3)* — F* betrachten, die jedem s-tupel von Punkten in E3 ein s-tupel
von Hermiteschen Formen zuordnet.

§3. Mechanik

Als dritte Anwendung betrachten wir ein Problem in der Mechanik. Es sei
in der Ebene ein z,y-Koordinatensystem gegeben, die z-Achse sei elastisch
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mit dem Elastizitatskoeffizienten e (0 < e < 1). Vom Nullpunkt werde ein
Ball (Punkt) in der Richtung (cosa,sina) (0 < a < %) geworfen. Seine
Geschwindigkeit sei zundchst 1. Wenn der Ball wieder auf die x-Achse trifft,
so wird er reflektiert und in der Richtung (cosa,esina) weiterfliegen. Bei der
nichsten Reflexion in der Richtung (cosa,e?sina), usw., beim k-ten Aufprall
in der Richtung (cosa,e¥~1sina).

Die Bewegung des Massenpunktes wird durch die folgenden Differential-
gleichungen dargestellt:

d’z d?y
w0 @ @

mit den Anfangsbedingungen an den Stellen ¢,

(L‘(tk) =Tk, y(tk) =0,
(2)
(—ji%(tk) = cosa, %-?ti(tk) =e*1sina.
Integration ergibt sofort
z(t) = (t — tg) cosa +
®3)

y(t) = —%(t —t3)? + et — t3) sina.

Wieder zur z-Achse fallt der Ball zum Zeitpunkt tx4;. Wir miissen also
folgende Gleichung lésen

0= y(ths1) = —g(t,c+1 — )2 + €¥ (tpyq — ti)sina.

Es ist also
2¢¥~lsina
thy1 — g = ————
und damit
2¢k¥=1 cosasina
Tk41 = Ty .
g

Bezeichnen wir nun den Ausdruck 2cos ‘; sSno _ smg2a mit B, so erhalten
wir
Tpy1 = T + Ber1
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Damit kénnen wir die gesamte Wurfweite W nach dem k-ten Wurf berech-
nen als

W=B(l+e+- ---+e1). (4)
Ist e = 1, so erhalten wir die Folge (Bk), die gegen unendlich geht, ist e < 1,
1—eF

so erhalten wir die Folge B 1__ , die fiir k — oo gegen . 1_3 1 konvergiert.
Im Weiteren wollen wir 1 —e mit 7 bezeichnen.
Nun untersuchen wir die Folge der Wurfweiten mod 1 und interessieren uns

insbesondere fiir die Haufigkeit des Landens in den Intervallen (m,m + %),

die wir mit % bezeichnen,.bzw. in den Intervallen (m + %,m + 1), wo die
Haufigkeit —‘;‘Vl sei.

Ist die Zahl B irrational, dann ist die Folge (Bk) (also im Fall e = 1)
gleichverteilt mod 1, also sind iNl- und '1}1\7_2 annihernd gleich grof}, genauer
gilt

<Dnvn (j=12)

wo Dy die Diskrepanz der Folge (Bk) ist, die ja fiir N — oo gegen 0 geht.
Ist allerdings e < 1, so kann die Folge nicht gleichverteilt sein, denn sie

konvergiert gegen =%

Betrachten wir ein festes & und vergleichen

1—e  1-(1-n)* k
B— =8 " _B<k—(2)n+—...>

mit dem Fall der Gleichverteilung, also mit Bk, so ist die Differenz

< Bnk? (2+@+>

k
lBk~Bl—e

1—e k2 k2

(wir haben k2 herausgehoben).

Nehmen wir nun an, dafl kn < 1 ist, so ist der Ausdruck in der Klammer

<1+.21—|+ -+ < 3. Esist also fiir r=1,2,...,k

r

< 3Br?y. (5)

Br - B
1

— €
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Bezeichnet Dy (B,e) die Diskrepanz von (B ll:i:) o und Dy (B) die

von (Br)>1, so ist
|Dx(B, €) — Dy(B)| < 3Bnk? (6)

(Stetigkeit der Diskrepanzen!), also kénnen wir fiir die Haufigkeit sagen

if__.;.‘<Dk(B)+BBnk2 (.7'_—1’2)

k

Es gilt also fast Gleichverteilung, wenn &k < ‘3/ 3—é;ﬁ ist, da dann

Aj 1 1
—_ = - <
% 2‘<Dk+k__2Dk (7)

wird.

Man kann bei Beniitzung tieferliegender Satze aus der Theorie der Gleich-
verteilung (z.B. der Satze von H. Weyl und Vinogradow) sogar zeigen, da§ auch
fiir groBeres k Gleichverteilung herrscht, aber, wie schon oben bemerkt, kann,
wenn e < 1 ist, dies nicht fiir alle k& gelten.

Nehmen wir noch zusétzlich an, da§ auf der x-Achse ein Reibungskoeffizient
p vorhanden ist, und auerdem, dafl die Geschwindigkeit nicht mehr 1 sondern
allgemein v ist, dann ist die horizontale Geschwindigkeit zur Zeit tj

%(tk) = (cosa—(1+e)u(l +e+---+e*?)sina)v

(8)

= (cosa - %u(l - ek"l)sina)v

und die vertikale 4
Zi%(tk) =veFlsina.

Wie vorhin erhilt man fir ¢ <t < tg41, wo tg+1 wieder durch ‘

Z(tk+1) = Tht1, Y(tk+1) =0
definiert ist,
dz
z(t) = (t — tk)a(tk) + zk,

u(®) = -2 — 1) + (0 - 1) L lww).
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(8) eingesetzt ergibt

2¢¥-lsina dz
Tht1 =~—7—- (tk)'*'”ﬁk
| 2e’°‘lsma ©)
=v2(—————(cosa—u1+e(1 ek~ 1)sina)) + xp .
g
Ist
1—e
log(l— cot o )
K=1+ p l4e

loge

und k£ > K, so wird (cli—f(tk) = 0. Es geniigt also, den Fall 1 < k < K zu
betrachten.

Fiir die Wurfweite nach dem k-ten Aufprall erhalten wir durch Summieren

| (1 —eF~1)(1—€k)
W =v? -
v (Bl 1—e Bz (1 — 6)2 ) ) (10)
wobei zur Abkiirzung
2sinacosa
B =—-,
g
B, = 2sin2aue
g

geschrieben wird.
Wie vorhin untersuchen wir den Fall e = 1 (auch v sei wieder 1), so wird
die Wurfweite
Bik — Bak(k — 1) (11)

also, fiir den Fall, da B;, B2 und 1 linear unabhangig sind, eine gleichverteilte
Folge. Wieder wollen wir die Differenz A der Wurfweiten im Fall e =1 und im
allgemeinen Fall abschitzen. Fiir jedes r (r = 1,...,k) gilt (1 —e = 1) laut

(5) .
lr s

und (mit dhnlicher Methode)

’l—erl—e""1

(e — 3
T 1o r(r 1)’<27kn, (12)
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also wird

1—-¢€" 1—e11—¢1
B - B
1l—e 2 1-—e 1-—e

< 27n(Byr? + Bar®). (13)

Wir kénnen also auch in diesem Fall bei geeignetem k fast Gleichverteilung
erreichen.

Bemerkung. Ist Bs = (1+e)usina irrational, so liegt nach (8) bereits
fiir 1 <r <k “fast” Gleichverteilung vor, denn dann kénnen wir auf
1—ek1

B
3 1—e

die gleiche Uberlegung anwenden wie vorher beim Fall, daB keine Reibung vor-
handen ist.

Wir haben hier ein ganz einfaches Beispiel gewahlt, aber man sieht be-
reits hier sehr deutlich, dal die Bewegung in ganz starker Weise von den An-
fangsbedingungen abhangt, daf also Kausalitat und Wahrscheinlichkeit nur zwei
Facetten einer Wahrheit sind, soda8 auch ein Laplacescher Damon, jedenfalls am
Beginn einer Bewegung, keine Vorhersagen machen kann.

§4. Sphéren

Als viertes Beispiel wahlen wir ein Beispiel aus der Geometrie. Wir be-
trachten alle Sphiren im s-dimensionalen Raum, in homogenen Koordinaten
geschrieben!

a(i+- 4+ y2) +2(biyr + - +bsys)yo +cyg =0 (1)

oder kurz
ay?® + 2byyo +cys =0 (V)

(wobei y = (y1,...,ys) und b = (by,...,bs) vektoriell geschrieben sind). Wir
lassen auch die Félle a =0, b # 0 (Ebene) und a =b =0, ¢ # 0 (uneigentliche
Doppelebene) zu, wie dies in der Kugelgeometrie iiblich ist. Wir setzen voraus,
daB b2 —ac = D positiv ist (wir wollen ja reelle Sphéren!), wo b% = b2 +- - - + b?

ist. Ist a # 0, so liegt eine Sphire mit Radius R = -————'iall) vor. Wir denken uns

1vgl. auch [6], Teil 1, wo alle Geraden in P3 behandelt werden. Bekanntlich hingen

Sphiren und Gerade durch die Geraden-Kugeltransformation zusammen, welche allerdings
durch das Imaginire hindurchgeht. Dies soll in einer weiteren Arbeit behandelt werden.
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vD

jede Sphare doppelt iiberdeckt, sodal auch — ia] als Radius zugelassen ist,

wie dies seit Lie tiblich ist.

Die Sphiren sind bestimmt durch a, ¢, by,...,bs und VD = p. Es darf
nicht alles 0 sein. Es ist dann

b2+ -4+ b2 =p* +ac. (2)

2

Wir setzen nun a = u +v, ¢ = u — v; dann ist ac = u? — v? und

b2 4+ 02402 = p? + 0P

Da homogene Koordinaten vorliegen, sind diese Gréfen nur bis auf einen
Faktor # 0 bestimmt. Wir wihlen diesen Faktor so, daB p? + u? = 1, also

b? 4+ .-+ b2 +v% =1 ist. Die Menge dieser Sphéren ist also nichts anderes als
das direkte Produkt

S+l xSt (3)

Waéhlen wir eine gleichverteilte Folge auf diesem Produkt, so liegt diese Folge
innerhalb der Menge aller Sphiren iiberall dicht und jede Sphéare 148t sich be-
liebig genau durch Glieder dieser Folge approximieren, wie dies allgemein in der
Arbeit Hlaw k a [6] dargestellt ist. Wir nennen daher die Sphéren, die dieser
Folge zugeordnet sind, gleichverteilt in der Menge der Sphéren.

Eine solche Folge konnen wir folgendermaflen konstruieren (vgl. [7]):

Es sei zunichst s eine gerade Zahl, s = 2m, dann wahlen wir folgende

Parameterdarstellung;:
by = 4/1 —v?cos 2wy,
by = 4/1 —v?sin2n¢y,
bs = v14y/1 — vZ cos 27,
by = v14/1 — v2sin2mes, (4)

bom—1=v1...Um—1V1— 02 cos27dy, ,
bs = bam =v1...Vpm_1V1 — 02, sin27¢y, ,

v = b2m+1 =U1...Un-1Ym,
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wobei
1
v = ’wlzm_l y
1
v =wym T,
(5)
1
p— 3
Um—-1= W1,

Um =1—2u
ist. Esist stets 0 <w; <1,0<u<1,0<¢; <1 furalle j.

Ist s ungerade, s =2m + 1 dann wahlen wir die Parameterdarstellung

by = /1 —vicos2m¢y,

by = y/1 —v?sin2n¢y,

by = v14/1 — v cos 2mwes,

by = v14/1 — vZsin2n¢,, )

bs = bamy1 = V1...Up COS2TPm—1,
v = b2m+2 =V1...Um sin21r¢m_1 y
wobei
L
vy = wi™,

1
2(m—1
Vg = w2 9

(7)

1
U = Win

ist. Dabei gelte 0 < v; < 1, 0 < ¢; < 1 fiir alle j. Sei p = cos279y,
u = sin 27y . Man nimmt nun eine gleichverteilte Folge

(w§’°),...,w$,’f>,¢(1’“), e gi‘),}l‘j),zp(k),u(k)) (k=1,...,n)

im E?™*? und erhélt so eine Folge von Sphéaren, die in der Menge aller Spharen
tihera. -licht s.nd, ja sogar g siclunibig «.cht.

139



CHRISTA BINDER — EDMUND HLAWKA — JOHANNES SCHOISSENGEIER

§5. Kriimmungen

Dieses Beispiel behandelt die Eulersche Gleichung aus der Differential-
geometrie:

Sei P ein Punkt auf einer glatten Fliche ® im 3-dimensionalen Raum.
Wir betrachten die Normalschnitte durch P. Dann gilt bekanntlich fiir die

Krimmung

=1 s+ Lo sin2
K= R cos” ¢ + 7 sin® ¢, (1)

wo RL und RL die Hauptkriitmmungen sind und ¢ die bekannte Bedeutung
1 2

hat: Sind r; und r; die Hauptkrimmungsrichtungen und ist r die Richtung
der Tangente der Kurve, die von dem Normalschnitt ausgeschnitten wird, dann
ist ¢ der Winkel zwischen r und r;. Ist R; = Ry, so wahlen wir 7y, 7, ro
beliebig, aber 7, L 74.

Betrachten wir nun eine gleichverteilte Folge solcher Normalschnitte die durch
¢j=27r¢j (]=1,,N)

gegeben ist. Dy sei die Diskrepanz der Folge (v;). Betrachten wir die Folge
der Kriimmungen x; = k(¢;), dann ist

Aus der Definition der Diskrepanz folgt

N

1
% Z cos? 2myp; — /cos2 2w dwi <2xDy. (2)

Jj=1 0

Das gleiche gilt natiirlich fiir den zweiten Summanden.
1

Der Wert der Integrale ist R daher wird
N
1 1 1
— i—H| <2nDny | — + — 3
'N;K] I_ﬂN<Rl+R2) ®)

wo H die mittlere Krimmung ist.
Es kann natiirlich auch der Fall eintreten, dal die linke Seite von (2), bzw.

(3) Null ist. Dies gilt, z.B. bei (2) dann, wenn ¥; = —1‘%— ist.
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Bis jetzt haben wir den Punkt z auf der Fliache festgehalten. Nun wollen
wir auch den Punkt variieren lassen, und nehmen der Einfachheit halber an, da§
die Flache ® der dreimal stetig differenzierbare Rand eines konvexen Korpers
ist. Thre Kriimmung K(z) sei iiberall positiv. Wir wahlen den Koordinatenur-
sprung im Inneren des Koérpers und ordnen jedem Punkt x € ® seine nach
auflen gerichtete Flichennormale o, € S? zu. Diese Zuordnung ist umkehrbar
eindeutig; z(o) sei ihre Inverse. Ist do das Flichenelement auf $? und dz das
auf @, soist Kdx =do. p(o) = (z(0),0) sei die Stiitzfunktion von &.

Wir betrachten jetzt eine gleichverteilte Folge (on,%n)n>1 in 52 x S1. Dann
ist

: K(z(on), ¥n) _ H(z(0))
1\}21100 N Z K (z(on)) K z(o) K(2(0)) %° /H(m) do.

Nun gilt nach Minkowski [11], insbesondere §4, (28), (29) und (30)
/H(a:) dz = /p(o) do.
S2
Es ist also die mittlere Breite

B(®) = f plo)do = lim_ Z HS:EZ?ZK;
S2

der konvexen Flache, bzw. des konvexen Korpers, der von ¢ berandet wird.

Wir wollen jetzt eine endliche Folge betrachten und eine Restabschitzung
durchfiihren: dazu betrachten wir die Funktion

F(o0,%) = R1(p(0)) cos? 2m¢p + Ry (p(0)) sin? 2mep,

das ist eine Funktion von o auf S$% und von 3 auf S' (0 < ¥ < 1). Wir
bezeichnen das Maximum der Hauptkriimmungsradien mit R;, ihr Minimum
mit R;. Es seien A; und A; so gewahlt, da§

0<A;<R;<A; und 0< A <Ry<A,, Ry <R,.

Auf @ gilt
R = Ry + Rz + y/(Ry + R;)? — 4Ry R,
1 ’
2 .
i @)
Ry = Ri+ Rz — \/(Ry1 + R2)?2 — 4R, R,
3 .
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Nun ist
R; + Ry = p11(0) + p22(0) + p33(0)
und
RiRy = P11 P12 P11 P13 P22 P23 (5)
D21 P22 D31 P33 D32 P33
0%p

(wo pix = 000 ist).
Wir wollen nun

A= IF(O’,'IL”) - F(O’ '/))I

abschéitzen. (Wir schreiben jetzt kiirzer R;(p(0)) = R;(o), bzw. R;(p(0')) =
R;(0'), i=1,2 und 27w = ¢, bzw. 2m)’ = ¢'.) Es ist

A = |Ry(0") cos? ¢’ — Ry (0) cos® ¢ + Ry(0')sin® ¢’ — Rz(0)sin? ¢
+ R1(0') cos? ¢ — Ry (0') cos? ¢ + Rz(0) sin? ¢’ — Ry(0)sin® ¢’ .

Also ist

<

A < |(R1(0') — Ry1(0)) cos® ¢| + | Ry(0")(cos?® ¢ — cos® ¢)|
+ | (R2(0') — R2(0)) sin® ¢'| + | R2(0)(sin® ¢’ — sin® ¢)]
< 443|¢" — ¢| + |R1(0") — Ri(0)| + |R2(0") — Ra(o)].

Wir haben hier cos? und sin? durch 1 abgeschitzt, und |cos? ¢’ — cos?¢| =
| sin? ¢’ — sin® ¢| = |(sin ¢’ — sin ¢)(sin ¢’ + sin @)| < 2|sin ¢’ — sin¢| < 2|¢' — 9|
beniitzt. Nun beniitzen wir (4) um A weiter abzuschétzen:

°p ‘
301801‘;30[
Dann folgt aus (4) und (5), wenn wir Ry + R, = D;, RiR; = D, und
D3 = /D% — 4D, setzen,

Es sei M eine obere Schranke fiir alle |p;x| und alle pixs =

2|Ri(0") — Ri(0)| < |D1(0) — D1(0")| + |Ds(0) — Ds(o)].

Es ist
|D1(0) — D1(0)| < 3M|o — 0|

und

|D3(0) — D2(o')] < 6M?o - o],
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also

[D3(0) = Ds(o))| = |y/D¥(0) - 4Dz(0) - /D}(0") — 4D () |
< \/ID}(0) = D¥()] +2v/1Da(0) = Dal@)] < (VB + 4V ) Mlo - 3.

Es wird also

Al < 1004z + M) (16 = ]+ Vo= o] ) .

Nun ist

(M

6= ¢l +vIo—oT<10(Vig=FP+lo—0 ).

Es ist also F(o,%) eine Lipschitzfunktion der Ordnung % auf S? x S1 mit

der Lipschitzkonstanten 10(Az + M). Es sei nun D4 , die Diskrepanz der
’2

zugehérigen Doppelfolge (0;,%;) (zur Definition von D4 , vgl. [6]), dann er-
2

halten wir

1 L k(P i) A
I-A; >R B(®)| < 10(M + B)D}y ; .

Dieses Ergebnis lat sich verallgemeinern. Wir betrachten jetzt eine /-dimen-
sionale Hyperfliche im R!*! (1 > 2). Die zugehérige Eulersche Gleichung lautet

n=nlsf+---+msl2

wo s3+---+s? =1 ist. K1,...,k; sind die Hauptkriimmungen in einem Punkt
der Hyperfliche. Wir schreiben kurz s = (sy,...,s;). Betrachten wir nun eine
Folge s(V,...,s™ und ist D& die Lipschitzdiskrepanz dieser Folge (vergl. [6]),

1

so erhilt man analog zu (3), da [ s?do = T ist

1 & 1/1 1
— =4+ =)< A
Nzn, l(R1 + +Rz)l_2lDN
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§6. Weitere Konstruktionen von Hermiteschen Matrizen

Sei Det(U —e'? E) # 0. Dann ist
H = (—i)(U+¢€?E)(U -¢€?E)™!

eine Hermitesche Matrix, wenn die Umkehrmatrix

U=¢e%H-iE)(H+iE)™ = [‘; “(_lb]

unitar ist.
Sei A die Determinante von U — el E
A =26'%(cos¢ — Rea).

Wir kénnen nun H berechnen:

_ 1 sing +Ima ib

" Rea—cos¢ —1ib sing —Ima |’
Ist weiters a = a; +1az, b= by +1ib,, so wird

H=S+iA
wo S die symmetrische Matrix
S = 1 sin¢@ + az by
a; —cos¢ b sing — ay

und A die schiefe Matrix
_ 1 0 b
A= a; —cos¢ [“bl 0 ]
ist. Es ist weiters O = (E — A)(E + A)™!

0= 1 (cosd —a1)? — b3 —2b;(a; — cos @)
" (a1 —cos$)2+b? | 2bi(a; —cosg) (a1 —cos¢)? — b}

eine Drehung.
Setzen wir nun

a=1-vZemie,

b=ve?ris
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und v = w'/2 also
a=+V1-wei*,
b= Jwe*"iB

mit [a>+[B2=1,0<a<1,0<08<1, v<w (vgl §4, (6)).
Es sei nun
(wkaak7ﬂk)1 1 < k < N

eine gleichverteilte Folge in E3 und
ar = V1 — wi e ik, bk=\/ﬂe2"m’°,

so ist die Folge (ax,br) auf der Sphire S3 gleichverteilt und wir erhalten eine
Folge Hermitescher Matrizen (wir setzen zur Abkiirzung Vi = /1 — wi, cos 2may,

—cosg)

He = 1 [sin¢ + /1 — wy sin 2way, i\/w_ke—zﬂ'iﬁk
TV —iy/wy e 1Px sing — T — wrsin2miag |

Es wird damit

S 1 [sin¢ + /1 — wg sin 2may, VW sin 27y ]
k= o

Vi VW sin 27 B, sing — /1 — wy sin 2way,
und
A = 1 0 VW cos 2 By,
k= Vi | =/ sin 27y, 0
und es wird
O — 1 V2 + wi cos? 2mB,  —2,/wk cos 213 V;2
k= W2 + wi cos? 2n B, | 2y/wg cos2nBc V2 V2 + wicos?2mfy |

Wir haben in §1 und §2 quadratische bzw. Hermitesche Formen oder sym-
metrische und Hermitesche Matrizen von besonderer Bauart konstruiert. Damit
konnen wir auch symplektische Matrizen konstruieren. Jede symplektische Ma-
trix A hat die Gestalt

A=(E-TYE+T)!

wo T eine infinitesimale symplektische Marix ist. Diese T' haben die Gestalt
T= iH —(51—-182)
TS +iS, -iH

wo S;, Sz symmetrische Matrizen und H eine Hermitesche Matrix ist. Wir
konnen mittels der Formen in §1 und §2 sogar Scharen solcher T' und damit
auch Scharen von symplektischen Matrizen konstruieren.
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