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GEOMETRIE A JEJT AXIOMATIKA})

P. K. Rasevskiy, Moskva

Geometrie a skuteénost?)

KdyZz studujeme geometrii poprvé — tak, jak je vykladana ve Skole —
vznikne v nafem védomi svérazny svét ideji, které jsou zvla§tnim zpasobem
soudasné realné i prizra¢né. Uvazujeme o pfimkach, o rovinach, o geometric-
kych télesech (na priklad o kouli), pfipisujeme jim zcela uréité vlastnosti. Kde
véak a v jakém smyslu existuji tyto véci ve tvaru, v ném% jsou predmétem
naseho studia? Vime ptece, Ze at bychom na piiklad lestili povrch kovové
desky jakkoli, nedoséhneme nikdy, aby byl ,,idealné rovinny‘‘ — pro nevyhnu-
telné nedostatky v nastrojich i pro chyby v operaci samé. A nejen to. Nejen
nelze dosdhnout idealniho rovinného tvaru, ale pro atomovou strukturu latky
nelze se tomuto tvaru ani neomezené blizit. Budeme-li totiZz zvySovat pozado-
vanou p¥esnost, bude se kovova deska rozpadat v jednotlivé atomy, a nema pak
obecné smyslu mluvit o jejim povrchu. ,

A co je to piimka? MuZeme snad Fici, Ze svételné paprsky se §ifi po idealné
piimych drahach? Kvantova teorie uéi, ze svétlo se §iti v davkach, v kvantech,
pii ¢emZ obecné nema smyslu mluvit o drize, po niz se takové kvantum po-
hybuje.

yCo ]tedy studujeme v geometrii? Snad pouhé preludy, vytvafené nasi obra-
zivosti a cizf hmotnému svétu? Vime vSak velmi dob¥e z kazdodenni zkusenosti
iz technické praxe, Ze zakony a pravidla, odvozena pro tyto myslené objekty,
si s Zeleznou zakonitosti podfizuji hmotnou p¥irodu. InZenyr, ktery propodi-
tava novou konstrukeci, maze v pfipadé neispéchu dojit k neduvéie ke které-
mukoli svému tGsudku, nikdy ho vsak nenapadne pochybovat o platnosti na
priklad vzorce pro objem hranolu.

Co tedy piedstavuji samy o sobé tyto geometrické obrazy, které, bez vihy,
nehmotné, jakoby pojimaly v sebe hmotny svét, a jak moZno myslet (jak také
idealisticka filosofie ¢asto uéila), Ze tento svét pretvaii podle svého obrazu?

Najit odpovéd nam pomiZe materialistické pojeti svéta. Zatneme timyslné
hrubym ptikladem. Mysleme si pozemek, ohrani¢eny plotem. Budeme-li tento
pozemek vyméiovat, bude v naSich geometrickych tdvahdch vystupovat
misto plotu uzaviend ¢ira, a misto pozemku ¢éast roviny. V éem je podstata
této zamény hmotného objektu geometrickym pojmem ?

Véc zalezi v tom, Ze nas§ pozemek se prakticky nezméni, udélame-li plot
kolem néj ze dieva nebo z draténého pletiva, bude-li plot tak a tak siroky, tak
a tak vysoky, posuneme-li jej o centimetr stranou atd. Od toho vseho lze ab-
strahovat, pokud nas zajimé pouze sam pozemek, a pokud to, co se déje na
samém jeho okraji, je bezvyznamné. Takovym zpusobem abstrahujeme od

1) II. K. PameBcknii (MockBa), I'eomempus u ee arcuomamura, Matématideskoje pro-
sveséenije, ¢. 5, 1960.

Clének je piepracovanym tvodem autora k ruskému piekladu knihy D. Hilbert, Grundlagen
der Qeometrie (rusky nézev [l. I'mnbbepr, Ocnosanus zeomempuu), origindl u B. G. Teubner,
Lipsko— Berlin 1930, rusky pfeklad v OGIZ, izd. t&échniko-t&oretiteskoj litératury, Moskva—
Leningrad 1948. Do rustiny prelozil P. K. Rasevskij.

2) Tento a dalsi odstavec ,,Geometrie a axiomatické metoda‘‘ vysly v ¢eském jazyce (v ponskud
jiné tipravé) samostatné v &lanku P. K. Rasevskij, O dvou strdnkdch geometrie, SOVETSKA
VEDA — matematika, fysika, astronomie, ITI (1953), ¢. 5. Pozn. piekl.
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naprosté vétiiny vlastnosti, které ma plot jako hmotné téleso a jeZz pro nis
v daném pifpadé nejsou dilezité. Ty vlastnosti pak, které pro nas dulezité jsou
— vlastnosti spjaté s jeho délkovym rozmérem — mame v patrnosti. A pravé
tyto vlastnosti budou vlastnostmi éary v geometrickém smyslu slova. Totéz
plati pro nepieberné mnozstvi nejriznéjsich jinych piikladd. Zabyvame-li se
provazem, trajektorii letici stiely atd., zajimame se — s jistym stupném ptes-
nosti — jen o ty jejich vlastnosti, které nazyvame vlastnostmi geometrické
dary.

Studujeme-li tedy geometrickou &¢iru, studujeme soudasné i plot, ohraniéu-
jici pozemek, i dlouhy — ve srovnani s tloustkou — provaz, i drahu letici stiely.
Neuvazujeme viak vSechny tyto véci se viemi jejich rozmanitymi vlastnostmi,
a také ne s maximalni piesnosti, nybrz uvazujeme je pouze s hlediska jejich
jednorozmérného charakteru, s pfesnosti takovou, jaké je pro nas v daném p¥i-
padé dilezita a prakticky nutna. Pak vystoupi ony obecné vlastnosti predmsé-
- tu, které nazyvame vlastnostmi geometrickych &ar. Rikédme-li tedy, e &ira
nema tlousdtku, je to jen zkriceny vyraz pro to, Ze tloustka plotu se prakticky
neprojevi na ohranideném pozemku, Ze rozméry prifezu provazu lze zanedbat
ve srovnani s jeho délkou atd.

Analogicky smysl maji vSechny ostatni geometrické pojmy a poudky. Vse-
chny odrazeji vlastnosti hmotnych pfedméti, zakony hmotného svéta. Jejich
,»,idealni‘‘ charakter znamens prosté abstrahovani od vlastnosti hmotnych
véci, které jsou v daném piipadé nepodstatné, znamend pak zejména pouze
jisty stupen piesnosti, s nimz se berou v ivahu. Tato abstrakce umozinuje také,
aby vystoupily v ryzi formé ony obecné a hluboké vlastnosti hmotnych vécf,
které nazyvame prostorovymi a které vykladame v geometrii. Zakony geome-
trie jsou proto zakony zavislé na p¥irodé, nebot jsou z ni vzaty.

Takto geometrické pravdy, odrazZejici hmotnou skuteénost, reprodukuji tuto
skutednost priblizné, ve schematisované formé. Zejména proto, Ze geometrie
abstrahuje od nepfeberného mnozstvi véc komplikujicich okolnosti, stava se
tak imponujici, vnitiné sladénou a tplnou theorii. Av8ak je-li tomu tak, je
ptirozené, Ze geometrie (mame tu viude na mysli jen euklidovskou geometrii)
si nemuZe ¢init nirok na neomezenou aplikovatelnost v baddni o hmotném
svété. Prekrodi-li presnost takového badani jisté hranice, pak geometrie
— samou svou podstatou skutednost jen pfiblizné odrazejici — jiz piestava
vyhovovat.

Aby byla znovu poutzitelné, je nutné ji zpfesnit v souhlase s novymi experi-
mentalnimi fakty, vratit se k tomu, co bylo cestou odloZeno, od &eho se ab-
strahovalo. -

Geometrie a axiomatickid metoda

Zatim jsme nechali zcela stranou otazku logické struktury geometrie, aé
tato je pravdépodobné strankou, ktera nejvic prekvapuje zaditeénika a klade
na jeho schopnost soustfedit mySlenky nejvétsi naroky. To neni oviem na-
hodné. Pravé zde je totiz podstata geometrie, divime-li se na ni jako na ma-
tematiku.

MuzZeme ¥Fici, Ze ,,geometrie jako matematika‘ je geometrie, uvaZovani
z hlediska jeji logické struktury. VynasnaZime se proniknout v tomto sméru.
Pro vétsi konkrétnost se omezime na trojrozmérnou euklidovskou geometrii.

Ptedevsim je jasné, Ze geometrie nenf prosty soubor poudek, které maji oddé-
lené kazdé o sobé svij zvlastni vyznam. Geometrické poudky jsou navzijem
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spjaty hustou siti logickych z4vislosti. Piesn&ji fedeno, jednu poucku lze odvo-
dit z jinych ¢isté logickou cestou, bez uZiti nazornych, z pokusu &erpanych
vlastnosti geometrickych objekt®, lze ji odvodit pouhou aplikaci pravidel
formalni logiky. Tak nap¥. z poudek ,ka%dy obdélnik mé dhlopricky stejné
dlouhé‘‘ a ,,étverec je obdélnik‘ plyne, ze ,,kazdy étverec m4 thlopticky stejné
dlouhé*‘. K tomuto zavéru neni viibec nutné predstavovat si étverec s jeho
thlop#itkami, neni obecné ani tieba védst, co to ,,6tverec’’ a ,,obdélnik* jsou,
ani co znamend ,,ma stejné dlouhé dhlopiitky“. Tento soud obsahuje jeden
z typu sylogismt formalni logiky, je proto spravny zcela nezavisle na obsahu
v ném pouZzitych termini.

Vzniké piirozené otazka: Jak lze obsdhnout, jak lze udinit patrnym cely
systém forméln& logickych zavislosti tohoto druhu, a nikoli jen jednotlivé
jejich priklady?

Odpovéd davé axiomaticka stavba geometrie. Jejim cilem je dostat v geo-
metrické teorii tak Ffkajic maximum vysledki z takovych formalné logickych -
spekulativnich zdvért. Ponévadz ovSem tzv. formalni logika uéi pouze, jak
odvodit nové pouéky z poudek jiz danych, nemize formalni logika udélat néco
,,Z niéeho“. Je proto nutné alespon nékteré z geometrickych poudek ptijmout
jako vychozi, a v8echny ostatni se pak snazit z téchto vychozich odvozovat
cestou &isté logickych spekulaci.

Poda¥i-li se to, pak poudky, z nichZ se v8echny ostatni odvozuji &isté logic-
kou cestou (bez odvolavani se na geometricky nazor) se nazyvaji axiomy,
poulky pak, které se z nich odvozuji, vétami.

Pritom je pfirozené a nutné se snaZit, aby axiomu bylo co nejméné a aby
pii budovani geometrie soudasnd nejvic prace pripadlo na formilné logické
soudy. Takovy stav véci totiZ nejlépe ukaze rozsah logickych spojitosti a nejlé-
pe osvétli logickou strukturu geometrie.

Provedme souhrn vyse uvedenych tvah:

Geometrie vyklddd prostorové vlastnosti kmotnyjch téles. V tomto smyslu jejt pouéky
mohou a musi byt ovéfeny experimentdlné. Jako vSechny fysikdlni poulky, také
geometrické poulky reprodukuji hmotny svét jen v abstrakci a geometrické pravdy
jsou proto jen priblizné.

Geometrie jako matematika se zabyvd jen logickymi vztahy mezi svgmi poulka-
mi, presnéji, zabyvd se logickym odvozovdnim vsech svych pouéek z mékolika
zdkladnich (axiomit). O pravdivosti geometrickijch poucek je proto moEno hovofit
jen jako o podminéné, a to prdvé v tom smyslu, Ze dand poubka se skuteéné odvozuje
2 axiomil. :

Euklidovy ,,Zaklady*

Euklidovy ,,Zaklady‘‘ (asi roku 300 p. n. 1.) jsou soustavnym vykladem za-
kladt geometrie ve formé, k jaké v tehdejsi dob&é geometrie dozrila jako
vysledek cca 300 let trvajiciho rozvoje matematiky na fecké puds. Od té doby
az témét po nade dny se Euklidovy ,,Zaklady‘‘ pokladaly za vzor pifisné védec-
kého stylu vykladu. Nikdo nenaSel ani pti¢in ani diavodd k zakladnimu
jejich prepracovani a naSe Skolni uéebnice je dodnes v podstaté reprodu-
kuji. Pfidina je v mistrovstvi a v dokonalosti — z védeckého hlediska teh-
dejsi doby — s jakou Euklid logicky geometrii rozvijel pfesnym odvozovéa-
nim, jak se tehdy zddlo, nasledujicicich poudéek z poucéek predchazejicich.
Bylo by ovsem nadsazovanim fikat, Ze Euklid vychézel z hlediska axiomatické
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vystavby geometrie. Tendenci k tomu lze v8ak u n&ho spatiovat. Euklid klade
totiz na zacitek svého dila dtrndct zdkladnich poudek — pét, jez nazyva
postuldty a devét, jez nazyva axiomy — které jsou vychodiskem pro vSechny
dalsf Gvahy, a jez tak tvori zaklady dila. Téchto ¢trndct poudek viak zdaleka
nestadi k vybudovani geometrie &isté logickou cestou a Euklid v dal§ich dva-
hach pouziva stéle vedle logickych zavéra také ndzornych piedstav. Mnohé
definice, i definice nejzakladnéjsi, jez Euklid podava, nejsou definicemi v lo-
gickém smyslu, nybrz jen nazornym popisem geometrickych objekti. Na pii-
klad ,,pfimka je délka bez $ifky‘‘ ap. Z takové definice se piisné logicky nic
odvodit neda, takovéa definice slouzi jen za ukazatele pro praci s ndzorem.

V Euklidovych ,,Zakladech‘‘ nemizeme proto vidét axiomatické dilo v dnes-
nim slova smyslu. Tendence k tomu tu vSak je a tato tendence se v dal$im
rozviji. Lze to vidét v pracich mnoha komentatort Euklida, kteii se &asto
snaZili o zdokonaleni Euklidova vykladu a o jeho lepsi fundovani. Tyto pokusy
§ly cestou rozmnozovani poétu axiomi, jejichZ nedostateénost pro logickou
vystavbu geometrie byla pocitovana. Dodnes nevime, které axiomy a postu-
laty vyslovil Euklid sam, a které byly pozdéji piipojeny. Tyto pokusy vsak
nepfinesly ve srovnanise,,Zaklady‘ podstatné nic nového adélaly senamatkou.
I kdyZ ukazovaly spravné mezery, jez bylo t¥eba vyplnit, mély touz logicky
nekonsistentni formu.

Peclivé propracovavani otédzky zdkladti geometrie neslo cestou p¥imého
logického zptesiiovani axiomatiky a Euklidovych dikazl, nybrz délo se dlou-
hou fadou pokust opravit Euklida tam, kde mél naprostou pravdu. Mame na
mysli historii pdtého Euklidova postuldtu.

Paty Euklidiv postulat a objev neeuklidovské geometrie
Paty Euklidiv postulat zni:

Kdykoli pfimka, protinajici jiné dv& p¥imky, tvoti s nimi dva
souhlasné thly tak, Ze jejich soudet je mensi nez tihel pfimy, tyto
dvé jiné pfimky se protinaji na té strané&, kde je tento soudet mensi
nez ihel pfimy.

Tento postulat ma zvlastni Glohu v Euklidové systému: dochazi uziti az
pomérné pozdé; dvacetosm prvych Euklidovych poudek se dokazuje bez néj.
Tato okolnost vedla pfirozené k myslence, ze paty Euklidav postulat je snad
jako postulat zbyteény, a Ze jej lze odvodit jako vétu. Po dvé tisicileti se sku-
teéné dély pokusy o toto odvozeni, n8kdy s presvédéenim, Ze se to podatilo,
(a nékteti diletanti se o to pokouseji dodnes).

Vsechny dikazy v tomto sméru maji jeden spoletny rys: vychazi se vidy
z jistého predpokladu, ktery je s patym Euklidovym postuldtem ekvivalentni.
Na ptiklad ,,kazdym bodem uvnit# Ghlu prochézi alesponi jedna pfimka, ktera
protina obé ramena thlu‘, ,,piimky v roving, které se neprotinaji, nemohou
se vzajemné vzdalovat, ,,neni absolutni délkové jednotky, to jest usedky,
jez by se od jinych tsetek ligila zvlastnimi geometrickymi vlastnostmi (jako
se na pifklad pravy thel lisi od v8ech jinych uhla)“, ,existuji alespoin dva
podobné trojuhelniky‘‘ a podobné.

Z takového predpokladu se vyslo jako ze samoziejmého, zjistilo se, Ze negace
patého Euklidova postulditu mu odporuje, a autor dikazu mél za to, Ze je
u cile. Bylo by vSak nespravné vidét v tom vSem hrubou logickou chybu. A%
do vybudovéni dnesni axiomatiky geometrie (konec 19. stoleti) nebylo totiz
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spolehlivého kriteria pro pfesny resp. nepfesny dikaz v geometrii. Ve vSech
dtkazech byly odkazy na nazor a hranice pro opravnénost takovych odkazi
nebyly vymezeny. Mohl tedy v jisté mife kazdy autor tvrdit, Ze jeho piedpokla-
dy jsou zikonité, a Ze tedy pity Euklidiv postulat dokazal. Nekonsistence
téchto dukazi je jasna teprve dnes; diive byla poznivana spiSe jen matema-
tickym dimyslem.

Tak se postupné s pokusy o dikaz patého Euklidova postuldatu hromadily
poucky, s timto postulidtem ekvivalentni. Ukazalo se, %e negace patého Eukli-
dova postuldtu znamend negaci vSech téchto poudek, to jest Ze tato negace ma
za nasledek fadu nepravdépodobnych paradoxnich dusledkid, v nichZ viak
nebylo mozno najit logického sporu.

Pii hledani takového logického sporu se jiz v 18. stoleti dosti daleko rozvijely
disledky negace patého Euklidova postulatu (Saccheri v roce 1733, Lam-
bert v roce 1788). V podstaté se tu jiz vypracovavaly elementy neeuklidovské
geometrie, i kdyZ autofi si toho nebyli védomi3).

V roce 1823 zacal velky rusky geometr N. I. Lobadevskij (1793—1856)
tusit neddéelnost pokust dokazat postulat o rovnobézkach. Brzy pfisel na mys-
lenku, Ze negace patého Euklidova postulatu viibec ke sporu nevede a Ze tedy
znamena novy, neeuklidovsky geometricky systém. Lobadevskij byl prvni,
kdo vystoupil se soustavnym vykladem neeuklidovské geometrie vefejné.
Dne 11. 2. 1826 vyloZil na zasedani fysikalné matematického oddéleni Kazan-
ské university zdklady svého objevu a v roce 1829 uvetejnil v ,,Kazartiském
véstniku‘“ praci ,,0 zdkladech geometrie’, v niz byla podrobné vyloZena ne-
euklidovskd geometriet). Nezavislé na Lobatevském dosel k neeuklidovské
geometrii také znamenity madarsky matematik Janos Bolyai (1802—1860).
Také v Gaussové (1777—1855) dile najdeme v tomto sméru zdkladni vysled-
ky. Gauss v3ak svoje prace o neeuklidovské geometrii neuvetejnil, obavaje se
nepochopeni a zesméstiovanis).

Myslenka jiné nez euklidovské geometrie natolik ptedstihla svou dobu, Ze
po t¥i desitileti zstala neeuklidovska geometrie neuznana a dokonce neznama.
AzZ teprve asi v Sedesatych letech 19. stoleti dochazi uznani, a ve 20. stoleti,
s objevem teorie relativity, dobyva pevné fysiku.

Vyznam neeuklidovské geometrie v otazce zakladii geometrie

V ¢em je obsah neeuklidovské geometrie? Ukazuje se, Ze v geometrii je
mozno se vzdat patého Euklidova postuldtu, to jest pripustit, Ze v roviné lze
kterymkoli bodem, leZicim mimo pfimku, vést nekoneén& mnoho p¥imek, jez
tuto pifimku neprotinaji. Z tohoto ptredpokladu, aé¢ zdanlivé nespravného,
Ize neomezen& odvozovat disledky, dokazovat véty, aniZ se dojde k logickému
sporu. Vznika tak nova, neeuklidovska geometrie. Je pravda, Ze nékteré véty
této geometrie jsou z naseho nazorového hlediska zdanlivé jesté méné spravné,

3) Viz na piiklad B. @. Karau, Jo6auesckuii u ezco ecomempua, Moskva— Leningrad 1955.

4) Viz B. ®. Haras, Jlo6auesckuti, Moskva 1944, 2. vydani 1948; II. C. AmeKcaHAPOB,
H. H. Jlo6auesckuii (Kpamruii ouepk oscusnu u deameaviocmu) v knize H. U . Jlo6auesckuii,
Moskva— Leningrad, 1949; viz také A. P. Norden, 125 let neeuklidovské geometrie, SOVETSKA
VEDA — matematika, fysika, astronomie, IT (1952), str. 89 ad.; Markov N. N., Vyznam geo-
metrie N. I. Lobadevského pro rozvoj fysiky, tamté%, III (1953), str. 61 ad.; K. Havlidek,
Sté vyro&s smrti Jdnose Bolyaie, v tomto Gasopise, V (1960), . 3. Pozn. prekl.

5) Viz sbornik O6 ocHosanusx seomempuu, Moskva 1956.
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neZ vychozi predpoklad, nékteré jsou dokonce fantastické. Logicky vyklad
viak zustava bezesporny.

Jiz tato okolnost svédéi o jisté autonomii logické vystavby geometrie vzhle-
dem ke geometrickému nazoru. Ukazuje, Ze geometrii lze logicky rozvijet
do jisté miry nezdvisle na ndzornych pfedstavich a dokonce i proti témto
pledstavam. Jesté vétsi vyznam méla v8ak druhé stranka véci, ktera zajimala
jiz i Gausse i Lobadevského, a to pfirozena otazka: jestlize jsou obé geometrie
— euklidovska i neeuklidovskd — logicky bezesporné, miuZe v materidlnfm
svété platit jen jedna z nich (pFesnsji, jedna z nich musi odrazet vlastnosti
prostoru lépe nez druha).

Poprve tak vznikla situace, typicka i pro dnesni védu: pro zobrazeni prosto-
rovych forem realného svéta muze matematika pfedloZit na vybé&r rizné systé-
my (neeuklidovskd geometrie se v dalsim rozvijela a zobectiovala). Volba nej-
lepsiho systému musi byt oviem rozhodnuta fysikdlnim pokusem. Pokud
existovala jen euklidovska geometrie, pokladala se bez vyhrad pro ptirodu za
zivaznou. Kdyby toto hledisko nebylo pfekonano, nebyla by fysika dosahla
takového pronikavého uspéchu, jakym je teorie relativity.

Dale je jasné, Ze nase intuice, nase nazorné piedstavy nemohou ani za ptred-
pokladu, Ze ndm poskytuji zcela urdité poznatky, soudasné odpovidat viem
vzdjemné podstatné se lisicim geometriim. Mame proto jediné vychodisko:
co nejuiplnéji vyuzit logickych souvislosti mezi ptedpoklady v oblasti geometrie
a jimi zdavodnit stavbu geometrickych systémi. To znamena, Ze prechazime
k axiomatickému stanovisku.

Avsak skuteéné vypracovani uspokojivé axiomatiky euklidovské geometrie
a FeSenf problému s tim spojenych nebylo nijak snadné. V poslednich desitile-
tich 19. stoleti se tim zabyvalo mnoho védci (Pasch, Peano, Hilbert a jin).
Nejlepsi axiomaticky systém vypracoval D. Hilbert ve svych ,,Zakladech
geometrie’. O tomto systému v dalSim pohovofime.6)

Hilbertova axiomatika
(skupiny axiom# I—IV)

Hilbertovy ,,Zaklady geometrie** vysly poprvé v roce 1899. Béhem dalsiho
vydavani tohoto dila provedl Hilbert v knize ¥fadu zp¥esnéni a oprav, v pod-
stat® viak zistala jeho axiomatika nedotéena. Podame ptehled o ni v jeji dnesni
forms.

Hilbertova prace se stala klasickou hlavné proto, Ze se mu podafilo sestrojit
axiomatickou geometrii tak pfirozens, Ze jeji logicka struktura je zcela pru-
zraéna. Rozdéleni Hilbertovy axiomatiky umoziuje za prvé formulovat axiomy
nejjednodussim a nejstruénéjsim zphasobem, za druhé umoziuje zkoumat, kam
aZ lze propracovavat geometrii, vyjde-li se nikoli z iplné axiomatiky, nybrz
jen z ndkterych skupin axiomu, v néZz se Hilbertova axiomatika pfirozend

%) D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie. Kniha byla pieloZena do v8ech sv&tovych jazykit
a dosla osmi vydéni. V roce 1948 vysel jeji rusky pieklad podle 7. piepracovaného vydéni: [[.
I'yasbept, Ocrosunusn eeomempuu, Moskva— Leningrad, 1948.

V tomto krdtkém &ldnku se nemiZeme zabyvat historii analytického sméru v geometrii, spjatého
se jmény S. Lie a F. Klein, ani fadou jinych momenta ve vyvoji geometrie. Zéjemce odkazujeme
na knihu B. ®. K arau, Ocrosanua ecomempuu, 1. I1, Hcmopuueckuii ouepk pasgumusn yuenus
09 ocHoganuar eeomempuu, 1907 (nezaménovat s knihou téhoz autora a tym# nézvem, ktera vy-
&la v roce 1949 (I. dil) a v roce 1956 (II. dil)).
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¢leni. Hilbert také skuteéné takovou analysu provedl v fad® zajimavych praci,
jez v podstaté predstavuji velkou ¢ast jeho knihy.

Hilbertova prace byla kromé toho podnétem k mnoha dalsim badanim
v tomto sméru.

V Hilbertové systému se uvazuji t¥i druhy objekta: ,,Body*, ,,pfimky“
a ,,roviny‘‘. Déle se zavadéji t¥i druhy vztaht mezi témito objekty: , Lezi v*
(vesp. ,,prochazi“?)), ,,mezi* a ,,shodny*“. To jsou zakladni pojmy. Viechny
ostatni pojmy se zavad&ji ptimymi definicemi na podkladé téchto zédkladnich
pojmu.

Co tyto zakladni pojmy piedstavuji? JiZz jsme Fekli, Ze v axiomatické vy-
stavb® geometrie se zajimame jen o logické odvozovani geometrickych vét
z jistého omezeného poétu vét danych. Tyto dané véty nazyvame axiomy.
Jestlize se v8ak véty odvozuji vyluéné jen podle pravidel formélni logiky, je
lhostejné, co se pod vécmi nebo pod vztahy mezi vécmi rozumi. Formalni logika
se pravé proto nazyva ,formalni“, ponévadz uéi formam odvozovani a zavd-
i, spravnym nezavisle na tom, o éem uvazujeme. To znamena, Ze ve formalni
logice se odrazeji mimotadné obecné zakonitosti realného svéta, které se vnu-
cuji natemu védomi s nepiekonatelnou silou proto, Ze vyplyvaji z neptehled-
ného mnozstvi zkuSenosti a pozorovani.

Pii axiomatickém vypracovavani geometrie zustane proto p¥isné logicky
odvozena véta spravnou, at pod pojmy ,,bod*, ,,p¥imka‘, ,,bod lezi na p¥imce‘
atd. rozumime cokoli. Sta¢i, aby zustaly v platnosti axiomy, z nichZ se véta
odvodila. Zejména neni nijak nutné spojovat s pojmy ,,bod*, ,,ptimka‘ atd.
obvyklé nazorové predstavy. Tedy:

Pri axiomatické vystavbé geometrie rozumime ,,body‘, ,,pfimkami‘, ,,rovi-
nami®, , lezi na (v), prochazi, ,,mezi“, ,,shodny s jisté véci a vztahy, o nichz
vime jen to, Ze vyhovuji axiomtm.

Tyto véci ani vztahy se nijak pfimo nedefinuji. Lze v8ak ¥ici, Ze soustava
axiomi je souhrnné neptimo charakterisuje.

Skupina I axiom® obsahuje osm axiomi:

Zde jde o vztah ,leZi na (v), prochazi, ktery v jistych piipadech plati pro
bod a pFimku a pro bod a rovinu. Vyroky ,,bod lezi na pifimce* a ,,pfimka
prochazi bodem‘ fikaji totéz. V zdjmu lepsiho vyjadfovani budeme pouZivat
ijinych slovnich vazeb, na pifklad misto ,,pfimka a prochéazi kazdym z bodi 4
a B‘ fekneme ,,ptimka a prochézi body 4 a B‘, nebo ,,pfimka a spojuje
body 4 a B‘‘; misto ,,4 leZi na a‘ fekneme také ,,4 je bodem a‘‘ a podobné.
Lezi-li bod A na pfimce a a také na piimece b, fekneme také, e ,,pfimky a a b
se protinaji v bodé 4, ,, pfimky a a b maji spoleény bod A atd. TotéZ se tyka
konfigurace bod a rovina.

Axiomy skupiny I jsou:

Axiom I,: Ke kaZdym dvéma bodiim A a B existuje pfimka a, kierd je spojuje.
Axiom 1,: Ke kaZdym dvéma bodim A a B existuje ne vice neZ jedna primka,
jez je spojuje.

7) V origindle IIpunranmexnT — ,,nélezi (¢emu)*“. Tento termin neni v &edtind nejvhodndjsi,
nebot je dosti nezvyklé #ikat na ptiklad ,,pfimka nélezi bodu‘‘. Bylo by moZno dosti dobfe pouzit
terminu ,,incidentni s‘‘, zde v8ak je zase zavada v tom, Ze tento termin se v ¢estind nepouziva vidy
ve stejném smyslu; pouZivé se sice b&#nd vyroka ,,pfimka je incidentni s bodem*, ,,rovina je
incidentni s pfimkou'* a podobng, ve smyslu ,,pfimka prochdzi bodem*, ,,rovina prochdzi pfim-
kou'’, av8ak také ve smyslu ,,rovina protind pfimku‘, ,,dvé pfimky se protinaji v bod&‘ (dve&
pfimky jsou incidentni) a podobnd, co zase neni zahrnuto ve vyznamu Hilbertovych axiomu.
Autor vSak sam mluvi v dal3im o koncesich v tomto sméru. Pozn. prfekl.
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Axiom I;: Na primce existuji nejméné dva body. Existuji nejméné t¥i body,
které nelei v téte primece.

Axiom 1,: Ke kterymkoli tfem bodsm, neleficim v téfe primce, existuje rovina,
kterd jimi prochdzi. Ke kaZdé roviné existuje bod, ktery v ni leks.

Axiom I;: Ke kterymkoli tfem bodum A, B, C, neleZicim v téZe piimce, existuje
ne vice nez jedna rovina, kterd jims prochdzs.

Axiom Ig: LeZi-li dva body A a B primky a v roviné «, leZi kaZdy bod primky a
v roviné «. , '

Axiom I,: Maji-lv dvé roviny « a B spoleény bod A, maji nejméné jedté jeden
dalsi spoleény bod B.

Axiom Ig: Existuji nejméné &yt body, které neleZi v téfe roviné.

V t&chto osmi axiomech je ¥eteno vsechno, co pro vypracovani geometrie
musime znat o vztazich ,,bod lezi na pifmce* a ,,bod lezi v roving‘‘. Nenf p#i-
tom nutné piedstavovat si ,kulitku na dlouhé tyéi“ ap., neni vibec nutné
vkladat do uvedenych vyroki jakykoli konkrétni obsah. Je vSak naprosto
nutné védét, Ze jsou-li dany dva rtzné body, existuje pravé jedna piimka, jez
ob&ma body prochazi (axiomy I, a I,) atd. Takto tedy jisté vztahy, jeZ mohou
byt mezi bodem a p¥imkou a mezi bodem a rovinou, a které vyjadiujeme vaz-
bou ,,lezi na resp. v‘‘, musi spliiovat pouze poZadavek, Ze pro né plati osm
axiomu skupiny I, nic vice.

V tomto smyslu muZeme ¥ici, Ze axiomy skupiny I nep¥imo definuji pojem
,,Jezi na (v)“. Hilbert pouzivd v dalsim i jiné terminologie, na p¥iklad ,,pro-
chazi*, ,,spojuje’ ap. Nejde tu pochopitelné o nové pojmy, nybrz jen o jind
slovni oznadeni.

Vztah ,,pfimka leZf v roviné‘ neni zdkladni. Zavadi se piimou definici:

Piimka lezi v roving, jestlize kazdy bod, ktery lezi na p¥imce,
lezi také v roviné.

Podle axiomu 14 je takova situace moznd. Poznamenejme jests, Ze axiom Iy
zajiStuje nejméné trojrozmérnost prostoru (to jest neredukovatelnost prostoru
na rovinu). Axiom I, naproti tomu odstranuje moZnost vice nez trojrozmérné-
ho prostoru. Ve étyirozmérném prostoru se totiz mohou dvé dvojrozmérné ro-
viny protnout pouze v jednom bod8 (mit jen jeden bod spoledny). V trojroz-
mérném prostoru je viak tak ,,tésno Ze dv® roviny se nemohou‘od spole¢ného
bodu rozchazet na rizné strany, aniz by se protaly v pfimce. To pravé vyjadiu-
je axiom I,. '

Ve skupmé IT axiomu jde o jisty vztah, ktery muZe platit pro bod a dalsi.
dva body, jez s nim lezi v jedné piimce. Tento vztah oznaéu]eme slovem
,,mezi‘.

Ve skuping II jsou axiomy:

Axiom Il,: LeZi-li bod B mezi body A a C, jsou body A, B, C body teze primky
a bod B le#t také mezi body CaA.

Axiom II,: K libovolngm dvéma riizngm bodim A a C pnmky AC éistuje
nejméné jeden bod B takovy, Ze bod C lezi mezi body A a B.

Axiom II;: ge t¥t libovolngjch bodd piimky nejvyde jeden lezzf mezi zbyvaywzmv,

véma.

Axiom II,: Budiez A, B, C t¥i body, které neleZi v téZe primece. Budzz a pfimka,
lezici v roviné ABC a neprochdzejict Zddnym z bodé A, B, C. Je-l
pFitom na primce bod, leZict mezi body A, B, je na piimoe také bod,
leict mezi body A, C nebo mezi body-B; € (obr. 1).. .« .iu.-
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Axiomy II,, IT,, IT, se tykaji uspofadani bodd na ptimce (linedrni uspors-
dani), axiom IT, se tyka uspotadani v roviné.

V3e, co je mozno pozadovat od pojmu ,,mezi‘‘ ptilogické vystavb®é geometrie,
je v axiomech II,, IT,, II,, II, obsaZeno. Nézornych pfedstav se tu muzZeme
vzdat. Nejdilezitéjsi tilohu v této skupiné axiomt mé axiom II, (axiom Pa-

schuv), ktery charakterisuje vlastnosti poj-

mu ,,mezi‘‘ pro Gsetky, tvorici trojihelnik

c (nelezici tedy v jedné piimce). Axiomy II,,

I1,, II, se tykaji jen pfimodarého rozmisté-

/N ni bodu a jsou obsahové dosti chudé. Samy

nestadi dokonce ani k tomu, aby charakte-

/ \ risovaly vztah ,mezi“ pro body na téze

/ \ piimce. UmotZiiuje to teprve axiom Paschiv,

to jest je k tomu t¥eba rovinnych konstrukei.

Teprve potom lze dokazat linearitu rozloZeni

bodi na piimece, to jest teprve potom je moz-

né odislovat body libovolné koneéné mno-

Ziny tak, aby bod, jehoZ ,kéta‘ lezi mezi

,,k6tami‘ dvou jinych bodu, lezel mezi t&mi-
to dvéma body.

Na podklad$ pojmu ,,mezi*, charakteriso-
vaném axiomy skupiny II, se pak zavadégji
piimymi definicemi pojmy dseéka, polopfim-
ka?8), uhel a polorovina.

Usedka AB se definuje jako dvojice bodt 4, B. Vnitini body tsetky 4B
se definuji jako body lezici mezi body 4 a B. Dokazuje se dale, Ze kterykoli
bod O na piimce a rozdéluje ostatni body ptimky a na dvé t¥idy tak, Ze bod O
lezi vZdy mezi dvéma body raznych tiid a nikdy mezi dvéma body téze t¥idy,
ptidemz toto rozdéleni je jediné. Tyto t¥idy se nazyvaji polopfimky, v néz
bod O rozdéluje pfimku a. Bod O se nazyva vrchol téchto poloptimek. Uhel

N\
se definuje jako dvojice (h, k) polopiimek % a k o spoleéném vrcholu, které
nepatii téze piimce. Dile se dokazuje z axiomu II,, IT,, II;, IL,, Ze rovina je
kazdou ptimkou v ni lezici délena ve dvé& poloroviny.

U axiomu skupiny III uvidime, Ze jiz v jejich formulaci je obsaZen pojem
,»mezi‘‘, nebof v téchto axiomech se hovoii o tisedkich a thlech?).

Utel axiom@ skupiny III je formulovat ty vlastnosti shodnosti, které by
byly postadujici pro &isté logické odvozovani v8ech vét, v nichz tento vztah
vystupuje.

Piedpokladame, Ze tsetka nebo thel miZe byt k jiné tsedce nebo k jinému
thlu v jistém vztahu, ktery oznadime slovem ,,shodny‘ (nebo symbolem =)
a o némz je znamo jen to, e vyhovuje péti axiomam skupiny III.

Axiom IIL: Je-li dina 4seCka AB a polopfimka h' s vrcholem A’, existuje na
polopitmce h' bod B’ takovy, Ze tsefka AB je shodnd s vselkou
A'B’:
AB = A'B'.

8) U Hilberta Halbstrahl — polopaprsek. Pozn. pfekl.
9) Viz odstavec o nezévislosti axiomu. Pozn. pFekl.
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Tento axiom umoziiuje vynéseni tsetek (jednoznaénost takového vymnaseni
se dokazuje pozdséji).

Usetka byla definovana jako dvojice bod#, ani% se cokoli ¥eklo o jejich po-
fadi. Proto maji zapisy

AB=A'B', AB=B'A', BA=A'B', BA=BA"
tyZ smysl.
Axiom III1,: Jsou-li 4seCka A'B’ a vsefka A"B" shodné s touf vseCkou AB, je
useCka A'B’ shodnd s useCkou A"B”.

Kratdeji, jsou-li dvé tsedky shodné s tisetkou tteti, jsou také vzajemné shod-
né (v libovolném potadi).

Z takto zavedené shodnosti neplyne nijak, Ze shodnost tisedky sama se sebou
je zamoziejma. Plyne to viak z axiomu ITI, a III,: Usedku 4B naneseme na
jakoukoli polopiimku, to jest sestrojime tise¢ku A’B’ shodnou s tsetkou AB,
a na shodnosti AB = A’B’' a AB = A’B’ aplikujeme axiom IIT,.

Na tomto podkladé se pak (uzitim axiomu IIT,) ukazuje, Ze shodnost je
symetrickd a transitivni, to jest Ze plati: je-li AB = A'B’, je A’'B' = AB
ajeli AB= A'B', A’'B'= A"B", je AB = A"B".

Vzhledem k symetrii shodnosti ma smysl vyrok ,,dvé Gsetky jsou vzajemné
shodné‘.

Axiom III;: BudteZz AB a BC dvé vselky na primce a takové, Ze B leZi mezi A
a C. Budtef ddle A'B' a B'C’' dvé iselky téfe pFimky nebo jiné
pHimky a’ takové, Ze B' leti mezi A’ a C'. Je-li potom AB = A'B’
a BC = B'C’, je také AC = A'C".

Tento axiom umoZiiuje sklddat Gsetky jednoznaéné (aZ na shodnost). Vy-
néafeni thli se zavadi stejné jako vynaseni tsedek. Zde je viak nutno axioma-
ticky vyZadovat jednoznaénost vyndseni. Pak se transitivnost vynéSeni a skla-
déni thla daji dokézat.

AN
Axiom ITI,: BudiZ ddn dhel (h,k) v roviné « a polopiimka h' v roviné «'.
‘ BudiZ ddle stanovena jedna z polorovin, v néZ primka a', na nif le£i
poloprimka b', rozdéluje rovinu «'. Pak wvychdzi z vrcholu O’
polopFimky h' prdvé jedna polopFimka k', kterd leZi ve stanovené

poloroviné a takovd, e 1ihel (7;,\ k) je shodny s vihlem (h{,\k'):
A\ A\
(h, By = (', ).
KaZdy dhel je shodny sdm se sebou, to jest platt vidy
2 A
(hy k) = (b, k) .

Kratéeji: Kazdy uhel 1ze vynést jednim jedinym zptisobem v dané roviné
pti daném rameni (polopfimce) na danou jeho stranu.

Pii definovani ztstal stranou smysl otddeni. Proto zapisy
A\ AN\ N\ A\ N\ N 2\ N\
(hy k)= (R, k'), (hk)y=(K',h"), (k,h)= P, k), (k k)= (,~)

maji tyz smysl.
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Uhel s vrcholem B, na jehoz jednom rameni- lezi bod 4, na druhém bod C,

VAN AN
se oznacuje také znakem A BC nebo kratéeji B.
Slovem trojihelnik oznadime trojici bodd nelezicich na téze ptimce.

Axiom III;: Plati-li pro dva trojihelniky ABC a A'B'C’ shodnosti AB =,
=A'B’,AC = A'C", BAC = B'Zi\'C’, plati také shodnost AEGE,
= A'@C'.

Ziménou oznadeni dostaneme, Ze jsou-li splnény piedpoklady axiomu III;,
plati vidy

A~ N A~ A~
ABC = A'B'C', ACB= A'C'B’.

Zdiraznéme, Ze dokud nemame naprosto ptesného logického diikazu, nesmi-
me pojmu shodnostt pfipisovat ani ty ,,nejziejméjsi‘ vlastnosti. Tak na piiklad

VO N\ A\ N\
nelze zatim predpokladat, Ze (b, k) = (A, k') a (B, k') = (h, k) je totéi. Tato
symetrie se dokazuje aZz pomé&rné pozdé.
Axiom III; mé zvl4$té dileZitou dlohu, nebof postuluje souvislost mezi
shodnosti useéek a shodnosti Ghla.
Skupina IV Hilbertovych axiomi obsahuje jen jeden axiom, a to axiom
rovnobézZnosti:

Axiom IV: BudiZ a libovolnd primka a A bod leZici mimo ni. Pak v roviné
uréené primkou a a bodem A existuje ne vice neZ jedna primka
kterd prochdzt bodem A a kterd neprotind pFimku a.

Pfidénim tohoto axiomu dostavame euklidovskou geometrii. Negace tohoto
axiomu vede na geometrie neeuklidovské.

Pata skupina Hilbertovych axiomi — axiomy spojitosti.
Nearchimedovska geometrie

Zcela zv1astni postaveni maji axiomy skupiny V, které dovrsuji Hilbertovu
knihu. V prvnim vydéni této knihy obsahovala skupina V pouze znimy
axiom Archimediiv:

Axiom V;:  Naneseme-li na primce dostateénékrdt sseCku shodnouw s danou
useékou, mateme presdhnout jakoukoli danou vsetku.

Hilbert sam formuluje Archimedav axiom takto:

Axiom V,: BudteZ AB a CD dvé libovolné tiseky. Pak existuje na primce AB
koneény pobet bods Ay, A,, ..., A, takovyjch, Ze usefky AA,,
AA,, AA,, ... A, 1A, jsou shodné s usekou CD a %e bod B
leZt mezt body A a A, (obr. 2).

Zda se zvlastni, Ze Hilbert si zpodatku nev8imal nedostatednosti téchto
axiomu pro vybudovani euklidovské geometrie v obvyklém smyslu. Vezmeme-li
totiz obydejny euklidovsky prostor, vztazeny ke kartézské soutadnicové sou-
stavé, a vyloudime-li z néj body, jejichZ soutadnice nejsou algebraicka &isla,
dostaneme netplny, ,,prodéravély“ prostor, v némZ vsak, jak se muZeme
snadno presvéddit, plati viechny Hilbertovy axiomy.
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KdyZ na tuto mezeru v Hilbertové axiomatice néktefi autofi poukazali
(na ptiklad Poincaré v roce 1900), doplnil Hilbert v druhém vydani ,,Zaklada
geometrie’ skupinu V je$té axiomem V,, tak zvanym axiomem tuplnosti:

Axiom V,: Systém bodd, piimek a rovin nelze rozsifit novymi proky tak, aby
v roz$ifeném systému platily viechny jmenované axiomy I[—IV
aV,10)

Okolnost, Ze axiom tplnosti v prvnim vydani Hilbertovy knihy neni, lze
vysvétlit z celkového pojetf knihy. Ust¥edni myslenkou Hilbertovou bylo totiz
vypracovani geometrie nezavisle na axiomech spojitosti. Nedoslo proto nikde
k chybam nebo mezeram v diikazech, a axiom
uplnosti zistal vice ménd mrtvé narozenym
ditétem; nikde se tohoto axiomu nepouzilo.

Sama formulace axiomu V, je velmi umséls,
a ihned ukazuje divod, proé byl tento axiom
zaveden — udinit systém axiomi formalné
uplny, vyplnit ,,skuliny‘ v prostoru, jez bez
tohoto axiomu v ném mohou vzniknout.

Hlavni myslenkou, vyjadfenou axiomem
Gplnosti, je, zhruba Fedeno, vyloudeni ne-
Gplného prostoru, to jest prostoru, v némi
nékteré body, pfimky a roviny jsou vypus-
ténylt).

Vidime, Ze axiomy spoptostl maji zvlastni
misto v Hilbertové axiomatice. Hilbert je
ochoten se bez nich obejit — bez axiomu y
uplnosti vizdy, bez Archimedova axiomu 0 / )

z velké dasti. Musime se proto podivat bliZe
na pri¢iny tohoto jevu. Tyto p¥idiny jsou Obr. 2
velmi hluboké.

Omezime-li se na axiomy skupin I az IV, je pro Hilbertiv systém charakte-
ristické, Ze tu nenf viitbec pojem nekonedné mnoziny. Autor sice podava formu-
lace, jez muZeme zcela pfirozené chapat v mnoZinovém smyslu; na ptiklad
uvodni slova Hilbertovy knihy jsou: ,,... Mysleme st tfi razné systémy véct ...
Takové formulace maji v8ak v podstaté jen povahu deklaraci, skuteény vyklad
pokraduje bez nich. Podivejme se na véc blize. Predevsim je velmi dulezité,
ze Hilbert upousti od pojmu ptimky a roviny jako nekoneénych bodovych
mnozin, a zavadi je jako samostatné pojmy. Pak ovSem vystupuje ve formulaci
kteréhokoli axiomu a v dikazu kterékoli elementirné geometrické véty zfejmé
jen konedny podet bodi (a také jen koneény podet pfimek a rovin). Pojem
nekoneéné mnoziny zistava prazdny. Neni zejména vibec nutno uvazovat na
ptiklad mnoZinu vSech bodu na p¥imce, v roving, v prostoru (takovd mnozina
by nutné musela byt nekoneénd). Ani v jednom axiomu nevystupuji takové
mnoziny. JestliZze se v kterékoli pouéce tvrdi, Ze existuje (nebo neexistuje) bod
s danymi vlastnostmi (na pifiklad bod lezici mezi dvéma body), je to tieba
chéipat bezprostiedné v tom smyslu, Ze se pfipousti (nebo nepifipousti) uvazo-

ad

10) V poslednim vydéni ,,Zékladi geometrie‘* je tento axiom formulovdn ponékud jednoduSe-
ji jako axiom linearni uplnosti.

11) Axiom uplnosti je v nasi soustavé axiomi ekvivalentni s Cantorovym a Dedekindovym
axiomem.
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vat bod s danou vlastnosti. Neni naprosto zavazné predstavovat si pfitom
mnozinu viech bodii, v ni% jako prvek existuje (nebo neexistuje) bod s danou
vlastnosti.

Zrovna tak neni nutno pii déleni pfimky na dvé polopfimky bodem O ho-
votit o rozdéleni mnoziny viech bodu pfimky na dvé ¢asti. Jde v podstaté o to,
%e konstruujeme-li v rdmei nasich ivah body na p¥imce, miZeme pro kazdé
dva z nich, 4 a B, ¥ci, lezi-li na riznych polop¥imkéach nebo na téze polopfim-
ce. Jinymi slovy, déleni na dvé tf¥idy se realisuje pro viechny body, s nimiz se
fakticky v tivahdch setkavame, at jdeme jakkoli daleko, a to je pro nas posta-
¢ujici. Takovych bodi bude v8ak vidy jen koneény podet, a pojem nekonedéné
mnoziny vSech bodi na p¥imece zistava zase zbytedény.

Rozebereme-li takto krok za krokem vsechny vyklady, presvédéime se, Ze
v8ude jde v podstaté o koneéné konstrukee, jejichZ zakonitosti plynouzaxiom.
Nic tu nevyzaduje, abychom se obraceli k pojmu nekoneéné mnoziny.

Vsechno, co jsme Fekli, se vztahuje — opakujme — k axiomim skupiny
T az IV a k té ¢asti geometrie, ktera z nich vyplyva. Zcela jinak je tomu s axio-
my spojitosti (skupina V). Mezi touto skupinou axiomiu a skupinami I—-1IV je
propast. V axiomech spojitosti je pojem nekoneéné mnoziny podstatny, bez
néj tyto axiomy nelze formulovat, V axiomu tplnosti se p¥imo hovofi o mno-
Ziné v8ech bodi (v axiomu linedrni uplnosti o mnoZing viech boda na p¥imee).
Mnozinové hledisko je tu fundamentalni.

I v Archimedové axiomu, zdanlivé elementarnéjsim, se pfedpoklada pojem
nekoneéné mnoziny. Podle konstrukce v tomto axiomu uvedené potiebujeme
sice v kazdém jednotlivém pifpadé jen koneény podet bodu A,, 4,, 4,, ..., 4,.
V obecné formulaci v8ak musime obsdhnout vSechny mozné piipady, mezi
nimiz budou pifpady s libovolng velkym ». Je tedy nutno uvazovat v obecné for-
mulaci nejen ¢ast posloupnosti 4,, 4,, 4,, ..., nybrz celou tuto posloupnost,
a tvrdit, Ze v ni existuji body s pozadovanou vlastnosti 4,4, > CD. Bez
pojmu nekone¢éné posloupnosti neni tedy formulace Archimedova axiomu
moZna.

Vznika otazka: V jakém smyslu je podstatné, Ze axiomy skupin I az IV
— proti axiomim skupiny V — nevyZaduji mnozZinové teoretickych pojmi.

Ve vystavké geometrie na podkladé axiomu skupiny I aZz IV muZeme se
oplrat 0 zékony formélni logiky. Aplikujeme je jen na konstrukee fakticky
uvazované a dokazované, které jsou vzdy koneéné. Diky tomu jsou vsechny
ivahy zcela prizra¢né a neni nejmensi pficiny k nejasnostem.

Naproti tomu v axiomech skupiny V je podstatny pojem nekone&né mnozi-
ny. To vede k jisté principidlni nejasnosti: chceme klast zaklady geometrie
a zatim se opirame o teorii mnozin, kterd sama vyzaduje fundovani, jako
kazdd matematicka teorie. Vznikd nutnost rozsifit okruh vyzkumi; v kazdém
piipadé zcela mizi dokonalé priizraénost, charakteristicka pro diivéjsi situaci.

Nepiijdeme v této véci hloubéji. I to, co bylo fedeno, ukazuje jasns slozitost
zakladi geometrie, jez se axiomy V, a V, vytvaii.

Nejvétsim uspéchem Hilbertovym v logické analyse geometrie bylo pravé, ze
objevil moZnost vybudovat geometrii ve viem podstatném, a to bez axiomi
spojitosti.

Geometrii bez axiomit spojitosti budeme nazyvat nearchimedovskou
geometrii. Zejména této geometrii je vénovana Hilbertova knihal2).

12) Hilbert sém pouzivéd terminu ,,nearchimedovskd geometrie’‘ v ponékud uzsim smyslu,
ve smyslu geometrie, kde nejen se axiomy spojitosti nepostuluji, ale kde p¥imo neplati.
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V dukazech prvnich, nejelementarnéjsich vét ani nepozorujeme, Ze neni
axiomu spojitosti. Situace se vSak zméni, jakmile madme co délat s poméry
usedek, to jest jakmile madme méFit jednu usetku jinou usetkou, vzatou za
jednotku (coZ je nezbytné v nauce o podobnosti a v teorii obsahu).

V obvyklych vykladech se tato tloha fesi zavedenim é&isla do geometrie, to
jest: ka#dé dvojici tsedek AB, CD odpovidd reilné ¢&islo, vyjadiujici jejich
pomér. Rozdélime jednu usedku, na ptiklad tsedku AB, na n stejnych dila

a vynasime tsetku % postupné tak dlouho, aZ dostaneme tusedku, piesa-
R . y . ‘- AB
hujici dsedku CD. Dejme tomu, Ze se to stane poprvé, kdyz tsetku — Y
; . g ; , o om+1 I
neseme (m -+ 1) krat. Pak je moZno dokazat, ze — konverguje pfineome-

. . cD
zené rostoucim n k jisté limité, kterou nazveme pomérem AB

Vidime, Ze tato konstrukce pfedpoklddd Archimeduv axiom jako podstatnou
souddst. V nearchimedovské geometrii je mozné, Ze at vynasime tGsedku "
jakkoli mnohokrat, nikdy nepiekroé¢ime tsetku CD, Ze tedy nemiizeme urdit

¢islo m + 1. Je také mozné, Ze at zvolime n jakkoli, bude Anl—; > CD, takze

m + 1 bude vidy rovno 1. To vede k tomu, Ze pomér % nutno brat jako

nulovy, i kdyz CD se neredukuje na bod.

4 A Ay L) <n

+ 4 3 I
v T T

V nearchimedovské geometrii nemtzeme tedy charakterisovat pomér tseéek
¢islem v obvyklém smyslu.

Tim se ovSem stdva také nauka o podobnosti bezpfedmétnou. Stejné ne-
moZné je méfeni obsahtt — ze zcela analogickych piiéin.

Hilbert obchazi tuto obtiz zajimavou, pfitom pfirozenou geometrickou
metodou. Ukazuje, Ze neni nutné opirat se v geometrii o pojem ¢&isla, Ze je mozné
geometrickymi prostfedky samymi vypracovat kalkul (tiseékovy podet), ktery
ma vSechny piednosti aritmetiky redlnych é&isel. Postupuje takto:

Objekty naSeho kalkulu budou tsetky, uvazované s pfesnosti az na shodnost.
Jinymi slovy: poloha tisetky v prostoru neni podstatné, zajima nas — zhruba
fedeno — jen jeji rozmér.

Usetky se séitaji obvyklym zplsobem (vyniSenim), pfi¢emz usedka, ktera
vznikne postupnym vyndSenim jinych dseéek, se bere za jejich soudet. Jedno-
znatnost této operace se zajidtuje axiomem III;. Snadno se pak dokaze, Ze
a+b=>b+a, (@a+d) +c=a-+ (b+ c). Dile, jednu tsetku zvolime jed-
nou pro vidy za pevnou a nazveme ji jednotkou. Tato dsetka ma velmi diu-
lezitou tlohu v operaci nasobeni tsedek. V obraze 3 je znazornéno vynasobeni
usetek a, b. Lze pak dokazat, Ze ab = ba, (ab)c = a(bc), (a + b)c = ac + be.
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Takovy tsedkovy kalkul je analogicky aritmetice kladnych ¢isel. Zavede-li
se nyni ,,nulova usetka‘ a ,,zdporné usetky‘ (analogicky tomu, jak se zavadi
nula a zdporn4 ¢&isla), a roziiti-li se na né — zase obvyklym zpiisobem — ope-
race séitani a nasobeni, piedstavuji use¢ky v celku, jak lze dokdzat, pole ve
smyslu dnesni algebry. S tusetkami pak muZeme provadét operace séitdni,
odéitani, ndsobeni a déleni stejné jako s redlnymi é&isly. Kromé toho je pole
tsedek uspotddané pole, to jest je mozno ptirozenou geometrickou cestou
zavést vztah > (vétsi), ktery existuje mezi jakymikoli dvéma tsetkami a, b,
které nejsou shodné (a > b nebo b > a). Vztah > m4 pfitom — zhruba fe-
éeno — vSechny vlastnosti, které ma tento vztah u redlnych éisel (na ptiklad
za > b, b > cplyne a > cap.).

Zduraznéme, Ze vse to vyplyva z axiomu skupiny I az IV, to jest bez ideje
spojitosti (nearchimedovska geometrie). I kdyZ pak naSe tisetky nejsou ¢isla,
umoziuje skutednost, %e tvori usporadané pole, pouzit jich v geometrii skoro
stejné jako ¢isel, zejména: vyjadifoval-li se diive pomér tsedek ¢islem, bude
nyni vyjadfen usedkou, a na tomto podkladé muzZeme vypracovat nauku o po-
dobnosti obvyklou cestou bez jakychkoli potizi. Obsah mnohothelnika, vy-
jadieny difve éislem (pfi zvolené plosné jednotce) vyjadii se nyni tsetkou,
coZ umoziuje vypracovat teorii obsah.

Useéky, vyjadfujici poméry tiseéek a obsahy obrazcil, zavisi oviem na volb®
jednotky. Nakonec vsak lze Fici, Ze do koneénych geometrickych vysledku
vstupuji jen dméry (rovnosti poméru) % = —dc—, které.se neporusi zménou
jednotkové usecky.

Celkem lze Fici, Ze elementarni geometrie se jen nepatrné opird o axiomy
skupiny V; v8e podstatné lze ziskat i v nearchimedovské geometrii.

Problém bezespornosti

Prvni otazka, ktera vyvstane, budujeme-li geometrii ¢istd logickou cestou
na podkladé axiomu, je otédzka bezespornosti pfijaté axiomatiky. Je zaruka,
Ze nedojdeme ke sporu v nasi soustavé ? Nemohlo by se stat, Ze z danych axiomu
dokaZeme v&tu a zarovei jeji opak? Kdyby se néco takového p¥ihodilo, je nase
axiomatika bezcenna.

Predeviim lze dokazat toto:

Euklidovska geometrie je bezespornd, pokud je bezesporna arit-
metika realnych &éisel.

Dikaz lze podat touto aritmetickou interpretaci geometrie:

JiZz jsme Yekli, Ze pFi axiomatické vystavbé geometrie zistanou jeji zavéry
v platnosti, at interpretujeme zdkladni pojmy jakkoli, s jedinou podminkou,
ze vyhovuji nafim axiomim. Aplikujme tuto myslenku takto:

Smluvime se na tom, Ze ,,bodem budeme rozumét usporadanou trojici
¢isel (z, y, 2), ,,rovinou‘‘ linedrni rovnici

(1) Ax+ By +Cz+ D =0,

danou aZ na ekvivalenci (pfedpokladame, ze konstanty 4, B, C nejsou zarovei
viechny rovny nule). ,,Piimkou* budeme rozumét soustavu dvou konsistent-
nich a linedrné nezavislych rovnic tvaru

(2) Ar + By + 02+ D=0, Ax+By+Cz+D =0,
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danych aZ na ekvivalenci. Smluvime se dale, Ze ,,bod bude lezet v roviné nebo
na piimee‘‘, bude-li trojice (z, y, 2) vyhovovat rovnici (1) nebo rovnicim (2).

Smluvime se déle, Ze ,,bod @ bude leZet mezi body P a R, jestlize P, @, R
budou rizné body, budou leZet na téZe ptimce, a bude-li platit alespoil jeden
ze vztahi

Tp <o < Tr, Yp<Yo<UYr> ?2p<29Q<2R;
(3) Tp > Tg > Tp, Yp>> Yo > Yr, 2> 29> R -

Definujeme koneéné ,,shodnost™ tsetek PQ a ST (P = [xp, Yp, 2p], @ =
= [%q, Yg» 20)s 8 = [, ¥s, 25], T = [%, Y, 21]), to jest PQ = ST rovnosti

V(e — 20l + (e — yo)* + (o — 2¢)* =
(4) = J(as — #2)* + (¥s — y2)* + (25 — 20)*,
a ,,shodnost‘‘ uhla P/Q\R = S/T\U rovnosti
(xp — w)(xr — %q) + (¥p — ¥)(Yr — Yo) + (2p — 20)(2r — 2q) _
V(xp - xQ)z + (yp — Yo)? + (2p — 2q)? V(-’”n - xQ)z + (yr — yQ)2 + (2g — 29)?
(s — zp)(@y — @7) + (¥s — y1)(yy — Y1) + (s — 27)(2y — 27) ]
V(xs — o) + (¥s — y1)* + (25 — 21)? V(xU — x1)? + (Yyu — Y1)* + (2 — 21)?

Priznejme, Ze tato interpretace je bezbarva kopie z analytické geometrie
v prostoru. Pfesto je zde zakladni rozdil: v analytické geometrii predpoklada-
me, %e jsme jiZ ve vypracované euklidovské geometrii, Ze tedy na piiklad
¢isla (soufadnice) z, y, z pouze vymezuji polohu bodu, existujiciho nezivisle
na nich. V naSem piipadé se v8ak trojici (z, y, 2) rozumi piimo bod, nic vice.
V analytické geometrii vyjadfuje vztah (3) to, Ze z bodu P, @, R, lezicich
v jedné pf¥imce, bod @ lezi mezi body P a R. Fakt ,,polohy mezi‘ m4 samostat-
ny geometricky smysl. V naSem ptipadé ma vztah (3) sdm smysl ,,polohy mezi*,
nic jiného. TotéZ plati i pro ostatni vztahy.

Budeme-li mit dost trpélivosti, abychom prosli znéni vSech na8ich axiomi
a nahradili v8ude terminy ,,bod*, ,,pfimka‘, ,,rovina®, ,lezi na (v)*, ,,mezi*,
»,Shodny‘‘ vy8e uvedenymi pojmy trojice (z, y, z) atd., pfesvédéime se, Ze se
axiomy zméni ve spravné analytické poudky. Tak na piiklad axiom I, dostane
tvar: Pro kazdé dvé ruzné usporadané trojice &isel (x4, ¥4, 24), (¥n, ¥g, 25) 1ze
sestavit soustavu rovnic tvaru (2), které jsou vzidjemné linedrné nezivislé
a jimz trojice (x,, ¥4. 24), (Tg, Y, 25) Vyhovuji.

D4 se snadno dokazat, Ze toto tvrzeni je spravné. TotéZ plati i pro ostatni
axiomy, i kdyz provérka pfislusnych analytickych poudek bude nékde sloZi-
“t&jai.

Pripustme nyni na chvili, Ze Hilbertuv systém axiomu p¥ipousti spor, to
jest Ze na podkladé Hilbertovych axiomu lze ziroven dokazat i vyvratit jisté
tvrzeni 4. Interpretujeme-li vyrok 4 podle vyse uvedenych dohod, dostaneme
aritmetickou poulku. Vyjdeme-li tedy z transformovanych Hilbertovych
axiomu, miZeme tuto poudku ziroven dokazat i vyvratit. Kdyby tedy byl
spor v euklidovské geometrii, pieSel by ihned do aritmetiky realnych é&isel
a porusil by zakladnu veskeré matematiky.

Pokléddme-li tedy aritmetiku redlnych &isel za bezespornou, plyne z toho
ihned také bezespornost euklidovské geometrie. Zcela analogicky se ukaZe
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také bezespornost Lobadevského geometrie aritmetickou interpretaci, oviem
jinou (na p¥iklad pomoci Kleinova nebo Poincaréova modelu).

Tyto vysledky jsou viak podminéné: vie se redukuje na otdzku bezespor-
nosti aritmetiky realnych &isel.

A vice jesté. Ponévadz dinime na podkladé axiomu logické zavéry, musime
pii zkoumséni bezespornosti té &i jiné soustavy podrobit rozboru vedle mate-
matického obsahu také samu logiku.

Metody, jak zkoumat tuto otdzku, naznadil Hilbert a jeho Skola. Rozvinuly
se do dnesni doby ve velkou matematickou disciplinu — v matematickou
logiku. Zakladni jejich myslenka je tato: Matematické poucky ilogické zakony
se zapisuji pomoci zvlastni symboliky bez jakychkoli slovnich obrati. Logické
mysleni se nahrazuje manipulaci s takovymi formulemi podle pifesné stano-
venych pravidel, zejména se z jiz sestrojenych formuli dovoluje konstruovat
mechanicky podle pfesnych navoda nové formule, ¢im% se nahrazuji védomé
rozumové zavéry, jimiz se z jedné poutky odvozuji jiné. Tak se matematicky
ilogicky obsah zkoumané matematické partie pfedstavuje jako fetézec formu-
1i. Tento Fetézec zaéina formulemi, jez zobrazuji matematické a logické axio-
my, a lze jej neomezend prodluzovat. Neni pfitom viibec nutné pfihlizet k ma-
tematickému obsahu zapsanych formuli, zajimd nas jen formule sama jako
zcela konkrétni, piehlednd koneénd kombinace znaku. A z t&chto posic pfistu-
puje matematicks logika k problému bezespornosti: je tieba ukazat, Ze v Fe-
tézci formuli nemuzZe byt formule, jeZ zobrazuje spor.

Zde se musime zastavit, nebot tyto otdzky jdou daleko za hranice naSeho
thematu a nejsou dnes jedté definitivng rozieSeny. Ukazalo se také, Ze cesty,
jimiz se tyto otazky fesi, nejsou zdaleka tak hladké, jak se ptivodné domnival
Hilbert.

0 nezavislosti axiomi

Jiz jsme mluvili o tom, Ze je piirozené ziadat, aby systém axiomi byl mini-
malni pokud jde o pozadavky, jez jsou axiomy vyjadieny, aby nebylo pozadav-
ki nadbyteénych. Pfesna formulace této myslenky vede k pojmu nezavislosti
axiomi.

Rikéme, Ze

dany axiom je nezdvisly na ostatnich axiomech (nebo na jejich édsti), nelze-li
jej z téchto axiomu logicky odvodit.

Takovy axiom, na ostatnich axiomech nezavisly, nelze beze ztraty ze sousta-
vy axioml vypustit, nebof jej pomoci ostatnich axiomu nelze nahradit.

Z hlediska minimalnosti soustavy axiomi by bylo idealni, kdyby kazdy
axiom soustavy byl na ostatnich axiomech soustavy nezavisly. Pak by jiz
nebylo mozné dalsi zjednodusovani soustavy axiomu bez jejiho oslabeni a tedy
bez zmény geometrického systému.

V Hilbertové axiomatice tohoto idedlniho stavu nelze dosidhnout. Tak na
pi"iklad ve formulacich axiomi skupiny II (pojem ,,mezi‘“) se pfedpoklada,
Ze jiz byl stanoven pojem ,,1ez1 na (v)*“ s vlastnostmi, jez popisuji axiomy
skupiny I. Ve formulaci axiom# skupiny 111 (p0]em ,,shodny ‘) se kromé toho
pfedpoklads, Ze jiz byl stanoven pojem ,,mezi*. Ve formulaci na piiklad
axiomu III, vystupuje pojem poloroviny, ktery neni mozno vytvorit bez
axiomu skupiny II. Bylo by proto nesmyslné poloZit na piiklad otdzku, je-li
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axiom II, (Pasch) zavisly na axiomech skupiny III. Nelze se pokousSet o dikaz,
Ze tento axiom neplyne (nebo plyne) z axiomu skupiny III, nebof k samé for-
mulaci axiomi této skupiny je nutné Paschiiv axiom p¥edpokladat.

Sotva v8ak lze tuto okolnost pokladdat za nedostatek. Pozadavek nezavislosti
axiomi (proti pozadavku bezespornosti) je spie piepych, nez Zivotni nutnost.
Jen v nékterych pfipadech ma diukaz nezavislosti axiomu zdsadni vyznam, na
piiklad dikaz nezdvislosti axiomu rovnobéZnosti (axiom IV) na vSech axio-
mech. Na ném ukaZeme obecnou myslenku, na jejimZ podkladé se dikaz nezéa-
vislosti toho ¢i onoho axiomu provadi.

Mysleme si Hilbertovu soustavu axiomu bez axiomu rovnobéznosti. Tento
axiom nahradme jeho negaci, to jest axiomem, podle néhoZ existuje piimka
a mimo ni bod takovy, Ze jim lze vést vice neZ jednu piimku, lezici s danou
piimkou v téZze roviné a neprotinajici danou p¥imku. Pfedpokladejme, Ze
zjistime, Ze tato nova soustava axiomu je bezespornd. Z toho pak plyne, Ze
axiom rovnobéinosti je na ostatnich axiomech nezavisly. Kdyby totiz tomu
tak nebylo, bylo by mozno jej z ostatnich axioma odvodit. To by oviem zna-
menalo, Ze jej 1ze odvodit i v nové soustavé axiomi, v niz byl nahrazen svou
negaci. Byl by tedy v nové soustavé spor, nemohla by tedy byt bezesporna.

Princip, podle néhoz se dukaz nezavislosti axiomu provadi, je odtud jasny.
V nagem piikladé jde o bezespornost Lobadevského geometrie.

Zavér

Otazky axiomatiky elementérni geometrie, jimiZz jsme se zde zabyvali, byly
v matematice aktualnf na zlomu 19. a 20. stoleti. Mezitim uplynulo hodné& &asu.
Dnesni véda pouziva k vytvafeni potfebnych geometrickych teorii hlavné
analytické konstrukce, nebo, je-li to téelné, axiomatiky v analytické formé
(Riemannova geometrie, teorie relativity). Takovd axiomatika je mnohem
pruznéjsi a obecnéjsi, nez elementarnfi axiomatika.

Nicméné neztratila a nikdy neztrati elementdrni axiomatika sviij vyznam
jako jeden z Kklasickych vysledkti védeckého mysleni, a co je hlavni, jako
nezbytné upiesnéni 8kolnfho kursu geometrie, jako logického dovrSeni poéa-
te¢nich geometrickych poznatka, kterych nabyvé kazda nova generace a jei
jsou v8ude nezbytné — od nejjednodussich praktickych ¢innosti po nejjemnéjsi
a nejslozitéjsi technické vypodty.

Prelozil dr. Josef Veselka
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